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Одной из быстро развивающихся областей современной математики яв
ляется теория разностных схем для решения дифферепциальных уравнений 
математической физики. Разностные схемы широко применяются и в общей 
теории дифференциальных уравнений как аппарат для доказательства тео
рем существования решения ц исследования его дифференциальных свойств. 
Одпако в этом случае основной интерес представляют лишь асимптотически© 
(при k —>-Q) свойства разностных аппроксимаций.

Теория разностных схем имеет ряд своих специфических проблем.
С точки зрения вычислительной математики наиболее важным, в коноч

ном счете, является отыскание алгорифмов, позволяющих получить решение 
дифференциального уравнения на электронновычислительной машине (ЭВМ) 
с заданной точностью за конечное число действий. При этом возникает во
прос о качестве алгорифма, т. е. о том, как зависит точность алгорифма от 
объема информации об исходной задаче и от объема вычислительной рабо
ты (от машинного времени, затрачиваемого на решение задачи с заданной точ
ностью). Опыт вычислений на ЭВМ стимулировал постановку ряда специ
фических для теории разностных методов проблем: 1) выяснение достижи
мого порядка точности разностных схем для различных классов задач, 
2) построение гхем для решения широкого класса задач с некоторой гаранти
рованной точностью, 3) построение схем, дающих повышенный порядок точ
ности в более узких классах задач, 4) разработка методов исследования 
устойчивости и сходимости разностных схем, 5) формулировка общих прин
ципов построения устойчивых разностных схем, экономящих объем вычис
лений (экономичных схем) и др.

В данной статье мы останавливаемся лишь на круге вопросов, связанных 
с такими фундаментальными понятиями теории разностных схем, как устой
чивость и аппроксимация.

Основная задача статьи — показать, как результаты общей теории раз
ностных схем могут быть использованы для формулировки принципов по
строения разностных схем заданного качества. Такой подход требует отказа 
от детального описания структуры разностных операторов для конкретных 
классов дифференциальных уравнений и изложения теории на языке функ
ционального анализа. Разностные схемы, являющиеся аналогом нестацио
нарных дифференциальных уравнений математической физики, при этом 
трактуются как разностные {по переменному t) уравнения с операторными 
коэффициентами, заданными в абстрактном пространстве (любого числа из
мерений). Разностные схемы для эллиптических уравнений трактуются как 
операторные уравнения первого рода. Следует, впрочем, подчеркнуть, что 
указанные понятия схем имеют значительно более широкое содержание.

В § 1 излагается общая теория устойчивости двухслойных и трехслойных 
онераторно-разностных схем в гильбертовом пространстве. Изучение устой
чивости разностных схем проводится вне связи с аппроксимацией для
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семейств допустимых разностных схем. Здесь получены необходимые и доста
точные условия устойчивости и соответствующие априорные оценки. Доста
точные условия, выделяющие классы устойчивых схем, имеют вид удобных 
для проверки линейных операторных неравенств. Формулированы простые 
правила для проверки устойчивости схем конкретного вида. Для исследова
ния устойчивости двухслойных схем применен метод более тонкий, чем энер
гетический метод.

Теория устойчивости используется для формулировки общего принци
па регуляризации разностных схем с целью получения устойчивых схем задан
ного качества.

В § 2 теория итерационных методов для решения уравпения Ли — / 
где AEz (H -> Н) — линейный оператор в гильбертовом пространстве (Г. П.)
Н , трактуется как раздел общей теории устойчивости операторно-разност
ных схем. Основное внимание уделяется получению эффективных оценок 
для скорости сходимости итераций и выбору оптимальных итерационных 
параметров. Рассмотрен класс неявных схем с факторизованным оператором 
В на верхнем слое вида В  — (Е + о> R^){E -f- а>Н2), гДе Е  — единичный опе
ратор, о» 0 — параметр, и i?2 — R —сопряженные или «треугольные» 
{с треугольной матрицей) линейные операторы; формула для параметра со 
получена из условия минимума числа итераций.

Получена оценка скорости сходимости для. метода минимальных попра
вок в случае, когда А — несамосопряженный оператор и др.

В § 3 рассматривается метод суммарпой аппроксимации как конструк
тивный метод построения экономичных разностных схем для многомерных 
уравнений математической физики. Введено понятие аддитивной схемы как 
системы операторно-разностных уравнений, аппроксимирующей исходное 
дифференциальное уравнение в суммарном смысле. Обсуждаются два (ранее 
предложенных автором) достаточно общих эвристических приема получения 
аддитивных экономичных схем. Для аддитивных схем потребовалась новая 
техника исследования сходимости и априорные оценки нового типа, учиты
вающие определение аппроксимации.

Отсутствие сравнительного анализа работ различных авторов (такой ана
лиз потребовал бы существенного увеличения объема статьи) в некоторой 
мере компенсируется довольно подробным списком литературы.

Мы не имели возможности остановиться на работах по разностным мето
дам прикладного характера, хотя такие работы лучше всего иллюстрируют 
возможности разностных методов и являются постоянным стимулом для по
становки новых теоретических проблем.

§ 1. Общая теория устойчивости разностных схем

Основными априорными характеристиками разностной схемы являет
ся погрешность аппроксимации и устойчивость. Под погрешностью аппрок
симации для схемы обычно понимают невязку, возникающую при подста
новке в разностное уравнение решения дифференциального уравнения. 
Устойчивость разностной схемы определяется как свойство непрерывной за
висимости решения разностной задачи от входных данпых (от начальных и 
краевых данных, от правой части уравнения); в отличие от дифференциаль
ного уравнения эта зависимость должна быть равномерной относительно до
пустимых шагов сетки. Для линейпой схемы устойчивость означает выполне
ние априорной оценки для решения разностной задачи через входные данные. 
В этом случае из устойчивости и аппроксимации следует сходимость разно
стной схемы, причем порядок точности (скорость сходимости) схемы опреде
ляется порядком аппроксимации. Оценка порядка аппроксимации являет
ся, вообще говоря (см. § 3), сравнительно простой задачей, исследование ус
тойчивости представляет значительные трудности и является центральной 
проблемой общей теории разностных схем.
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Первое строгое определение понятия устойчивости разностных схем было 
дано В. С. Рябеньким и А. Ф. Филипповым [1—3]. В дальнейшем общие во
просы теории устойчивости рассматривались в работах [4—22],

Один из основных методов исследования устойчивости разностных схем 
состоит в применении преобразования Фурье к разностным уравнениям. Ус
ловия устойчивости при этом даются в виде ряда ограничений на спектр опе
раторов схемы (или на спектр преобразования Фурье этих операторов). 
Сюда относятся, например, работы [4—15]. Подобный подход к изучению 
устойчивости имеет ряд особенностей: рассматривается, как правило, зада
ча Копти, делается предположение о связи между шагами схемы по прост
ранству и времени, часто завышаются требования на гладкость коэффици
ентов соответствующего дифференциального уравнения. Многие критерии 
устойчивости (такие, например, как в работах [6, 10, 12, 13]) трудно исполь
зовать непосредственно при исследовании конкретных разностных схем.

В большинстве работ этого направления исследование устойчивости и 
сходимости проводится в пространстве решений дифференциального урав
нения, что не соответствует действительному положению дел, так как фак
тически решение разностной задачи является сеточной функцией. Выясне
нию связи между устойчивостью, аппроксимацией и сходимостью в простран
ствах. отличных от Исходного (в фактор-пространствах), посвящены работы 
[23 и 24]. . .

В работах [19—21] спектральными методами получены необходимые ус
ловия устойчивости двухслойных разностных схем с краевыми условиями 
общего вида.

При исследовании устойчивости конкретных схем с успехом применяет
ся энергетический метод, позволивший освободиться от детального изуче
ния спектральных свойств операторов разностной схемы (см,,, например, 
[25] — [30]). Начало этому направлению положила известная работа Р. Ку
ранта, К. Фридрихса и Г. Леви [32]. Используются также разностные ана
логии теорем вложения С. Л. Соболева [31].

2. Основной задачей теории устойчивости является получение достаточ
ных условий устойчивости, удобных для проверки в случае конкретных 
схем. Эффективные достаточные условия устойчивости разностных схем с 
операторами, заданными в абстрактном гильбертовом пространстве, были 
получены в работах [34—36]. . ,

Перейдем к изложению некоторых результатов этой теории. Заметим, 
прежде всего, что устойчивость разностной схемы есть ее внутреннее свой
ство, не зависящее от аппроксимации того или иного дифференциального 
уравнения. Поэтому естественно изучение устойчивости проводить вне свя
зи с аппроксимацией. '

Разностные схемы (являющиеся аналогом нестационарных задач матема
тической физики) мы определяем как разностные (по переменному t) урав
нения с операторными коэффициентами, заданными па абстрактных Гиль
бертовых пространствах Н h (являющихся аналогами пространств сеточных 
функций, зависящих от шага сетки h). Никаких предположений о структу
ре операторов схемы не делается. Исходное семейство схем определяется 
лишь требованиями положительности и, быть может, самосопряженности 
операторов схемы.

Ставится задача: выделить классы устойчивых схем, принадлежащих ис
ходному семейству. Оказывается, что достаточные условия устойчивости 
(двухслойных и трехслойпых) схем имеют вид линейных перавенств между 
операторами схемы и удобны для проверки.

К разностным схемам обычно предъявляют требования: 1) аппроксимации 
с определенным порядком исходного уравнения, 2) устойчивости, 3) мини
мума (в некотором условном смысле) числа арифметических действий, доста
точного для нахождения решения разностной задачи с заданной точностью 
(экономичность схемы, в случае многомерных уравнений, например, парабо
лического типа, означает, что для отыскания разностного решения доста-
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точно числа действии, пропорционального числу использованных при этом 
узлов сетки). Сходимость схемы, как было отмечено выше, является след
ствием устойчивости и аппроксимации. Указанные требования конкурируют 
друг с другом и их одновременное удовлетворение является трудной задачей.

Имея классы устойчивых схем, естественно искать в этих классах схемы 
нужного качества. Это оказывается возможным, так как запись схем в ка
нонической форме позволяет выделить операторы (регуляризаторы), ответ
ственные за устойчивость. Используя произвол в выборе R , меняя Я  и оста
ваясь при этом в классе устойчивых схем, можно строить схемы нужного ка
чества. Общий метод регуляризации схем изложен в работе [34].

Таким образом, предлагаемая теория устойчивости разностных схем но
сит конструктивный характер.

Исследуется вопрос о минимальном запасе информации относительно 
операторов схемы, достаточном для суждения об устойчивости.

При изучении устойчивости применяются метод сведения неявной схе
мы к явной и оценки нормы оператора перехода явпой схемы. Этот метод 
является более тонким, чем энергетический метод, и позволяет получить 
совпадающие необходимые и достаточные условия устойчивости в случае, 
когда одип из операторов схемы является несамосопряженным.

Перейдем к изложению теории устойчивости для двухслойных схем [33— 
361.

3. Пусть {#л} множество вещественных гильбертовых пространств, за
висящих от параметра h , являющегося вектором некоторого нормированного 
пространства, \h[ 0 — норма вектора h. На отрезке О -С t ^ t 0 введем
равномерную (для простоты) сетку =  {tk =  кг, к =  0,1,..., к0, к0х =  £0} 
с шагом т =  t0 ! к0. Пусть .4ат(*й), B h^(tk), R hx{h), Ch-(tk) и т. д.— линей
ные операторы, отображающие H h на H h при каждом значении парамет
ра 4- 6' фh-(h)' Utnih), Р n-(h) и т. д.— абстрактные функции пара
метра f'fcE:-wT со значениями в H h\ у0, h~ и уу, hx— произвольные все,торы из 
Н Для упрощении записи зависимость операторов, функций и в ек т ор ов  

от h ит  в дальнейшем, как правило, не будвхМ указывать.
Назовем m-слойпой разностпой схемой разностное по I - - t-ц уравнение 

(т  — 1)-го порядка с операторными коэффициентами
т—2

в  (0 У (t + т) S  С к (*) У(£ — to) F (£), где t ^  s t  >  (т  — 2) т. 
к—о

К этому уравнению следует присоединить т  ~  1 начальное условие, т. е. 
задать векторы у(0), у(х),...,у ((т — 2)т).

Мы будем здесь рассматривать только двухслойные (т — 2) и трехслой
ные схемы (т — 3). Важную роль для дальнейшего играет запись этих 
схем в канонической форме.

Двухслойная схема

В (t) т̂ . -  У W + Л (0 у (I) ф (Q, 0<<-  /я < i 0, , J ( 0 )  Я ,.

Трехслойнан схема (1)

(2)

В  ( t ) у (*~  т) ~  у ~  т) -1- т3К  (t) у- (t ^  ^  2у {t}
2т

I
т. т-

■ -J- Л (t)y(t) - ф(0

' п р и ' 0 < «  =  Ат<Оо, у  (0) — t/0, у  (т) - - у г , у о ,  у { El Н h .

" Схемы (1) и (2) являются разностными аналогами абстрактных задач 
Коши для уравнений первого и второго порядков 

(tit
Ж ЧГ  +  Л и  "■' 0 < 1 <  f o. w (0)  =  М0,

®  +  “ / ( О *  0 и (0)  =  Uq, 4 г ( 0  ) =  и1.
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^тобы учесть случай положительных и несамосопряженных операторов В  в 
(1) и (2) мы рассматриваем здесь вещественное гильбертово пространство Н. 
Аналогичная теория устойчивости для схем в комплексном гильбертовом 

пространстве Н  развита в работе [37].
4. Меняя h ит , получаем множество {yhT (0} решений задач (1) и (2).

Устойчивость для схем (1) и (2) определяется как свойство равномерной по 
(k, т) непрерывности {улт(0} относительно входных данных {флт(0)}, 
Ы ° ) }  (и в случае (2)). Будем предполагать, что схемы (1) и (2)
разрешимы при любых входных данных, т. е. существуют обратные опера
торы В ъ х для (1) и (Bh + 2ti?ft)_1 для схемы (2). Дадим опреде
ление устойчивости двухслойной схемы (1). Решепие задачи (1) есть сумма 
решений задач

В к fe+1_.--  ̂ ^ — 0, к =  0, 1 к0^- 1, yoEEffkt, (^а)X - it - •

в„ + ^ J >  =  q>t. * =  0 , 1 , . . . ,  * „ - 1 , у,: В. (16)
X . . .

Пусть H h — любое, линейное нормированное пространство. Будем говорить 
(см. работу [36]), что схема (1) устойчива по начальным данным в норме 
И ‘ 11йл»к)» если существует постоянная с0, не зависящая от выбора т, h и #0, 

такая, что. при любом yQ^  H h для решения задачи (1а) выполняется нера
венство

■ ■ II Уо Il(iftl0). * =  1 , 2 , . . . ,  (За)

где р =  £с°т, некоторая норма в H h, зависящая, быть может, от к*.

Схема (1) устойчива по правой части, если существует такая постоянная 
М 2 =  const ]> 0, не зависящая от т и фА, что при всех cph €=.Hh для реше
ния задачи (16) имеет место априорная оценка

1 W L  шах. 1| ф3-1 ( у  к =  1 , 2 , ,  (Зб>
4 ft Л

где |[*|| (2fij) некоторая норма в Hh, зависящая от /. '

Обычно требуется, чтобы схема была устойчивой при достаточно малых 
т ^  т0. | h | ^  hQ, гДе t o и К  — постоянные, не зависящие ни от к, ни от 
входных данных. Схему (1) называют условно устойчивой, если она устой
чива при некотором соотношении между т и h. Если же схемд (1) устойчива 
при любых t  >  0 и | h | >  0 (h0 =  оо, т0 =  оо), то ее называют абсолютно 
устойчивой.

Данные выше определения устойчивости не предполагают, что H h— Г. П. 
Схему (1а) часто записывают в виде ук+1 =  Skyk, где SH— Е  — т В к~гА к, 

где Sн — оператор перехода со слоя к на слой к -f- 1. Отсюда следует, что»

Ук — ТкУо, Тъ — Sk-t 1̂ - 2 . . • S^Sxi, '

1 де Tk — разрешающий оператор, так что

i  У* 1(1Л> к) ^  II ^ к  I  i  1(1Л, о)*

Схема (1а) устойчива, если .

II Т к К р ^  ес°тк.<  ̂ =  М г ' при с0 >  0.

Таким образом устойчивость схемы (1а) означает ограниченность ее разре
шающего оператора.

Основной вопрос состоит'в следующем: какими свойствами должны обла
дать операторы Ак и В к, чтобы схема (1) была устойчива? Ответ на этот воп
рос удается получить в случае, когда H h — Г. П. 1

5. Наряду с основным Г. П. I I h будем рассматривать энергетические 
пространства H D, состоящие из тех же векторов, что и H h, имеющие скаляр-
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ные произведепия (у , v)D =  (Dy, v) и нормы \\y\\D =  Y{Dy, у), где D =
— D* "> 0 самосопряжепный положительный оператор в H h (D 0 озна
чает, что (Dx , я) О при всех х =У 0 из # Л). Оператор D  может зависеть 
от tk: D =  D k =  iZ> (Zfc). :

Будем говорить, что схема (1а): '

1) устойчива[в Н В! если выполнено (За) с |1-Ц(х̂5?с) =1И1оЛ,о) =  |! • Их»’ т' е- 

[Ы Ь<Р*!Ы 1о>  р--ес- .  (D не зависит от tk); ■

2) устойчива в H jj t если :

IIУfe+i IIй < P fe+1lW D {П зависит от tk).
П

В случае двухслойных схем естественными являются нормы ||*|Ц и }(*||в 
(D — А или D — В). Будем писать В уА, если (Вх, х) у (Ах, х) для 
всех х еЕ H h, где 'у — постоянная.

6. Исходное семейство схем (1) зададим условиями

Bj. О, А к — Ajt для всех к =  0,1, .  . kQ — 1,

т. е. В н несамосопряженный оператор. Рассмотрим сначала случай схем 
е.постоянными, т. е, не зависящими от & (от £к) операторами А и В:

Б --^ —:--к — 0, 1, i;. к0— I-, y0Ei;ffh‘ (la*)

В дальнейшем всюду предполагается, что схема принадлежит исходному 
семейству  ̂ т. е. В У> О, А =  А *. ■ ■ '

r Т е о р е м а 1. Пусть А \̂- О Тогда условие :

. . . . Л >  ^.ХА- , . . (4)

необходимо и достаточно , для, устойчивости с . р =  1. (с0 =  0) в Н а схемы 
(1а*), т . для выполнения оценки ■

: . • _ ■■■■ ц̂ К а ^ Ы д- ■ ■ \ ' '

. Т е о р е м а  2. Пусть В  =  В * ]> 0. Тогда условия

(5)
I . 1 , " ■ .. . С «

при любом р 0 необходимы и достаточны для устойчивости схемы в Нв, 
а при А 0 — необходимы, и достаточны для устойчивости в Н а-

З а м е ч а л и  е. 1. Если А 0 и р 1, то условие (5) эквивалентно 
неравенству

В частности, при р =  1 получаем В  (1/2) тА. . ;
З а м е ч а н и е . 2. Перестановочность операторов А и В  нигде не пред

полагается. ’
; ; Если А и В  перестановочны* то условия (.5) нео,бходимы и достаточны для 

устойчивости в H h, Has, Н в* и т. д. . . . . . .
7. Пусть A'k =  A (tft) и В ц В  (tk) .—г переменные . операторы. Будем 

_гов.орит.ь,что А к 0 липшиц-непре.рывен hq 4 . если . , .

, . \{{Лк— Ak-i)z> х) . ■ ,дяя 'в5ех ..д ^Ял и к -  1,2, . .

где С] — const 0 йе зависит от т й Н. ' 1 ' ' ' ' • •

' 196 '



Т е о р е м а  3, Пусть 0 и Ак липщиц-непрерывен по tk.. Тогда
условие ' ■ ' ’ ""' '

т - • *
р — ес»'с для веек к =  О, к0— 1

. v л *■ 
с е0>  0 достаточно для устойчивости схемы (1а) в H'A]t с с0 — cPj - |- 0,5 <?г:

Т е о р е м а  4. Пусть. В к =  В*к и В к =  В (tk) липшиц-непрерывен по tki
Тогда условие . . .

- В к<С Ак^ Б ъ  для всех к — 0 ,1 , . .  .,к0 — 1

с с0 >  0 достаточно для устойчивости с постоянной с0 =  с0+0,5 сг в Н ^кУ

т . е. для выполнения оценки '

Il^+i l l ^ < P ^ o f fiV  : р =  е̂ \

Запишем схему (1) в виде . •

(E +  xRk) yt^ yt + ^ - ф > ,  B t ^ E + i R t , ' (6)

где Е  — единичный оператор. .
Тогда условие Въ ;> lj^(xAk) будет выполнено, если

^ Т г > ^ )АЪ /£--0,1,2, . . .  (7)

Индекс к в условиях устойчивости в дальнейшем опускаем. Из (7) следует, 
что условие R  х/г А также достаточно для устойчивости схемы (1).

П р  и м е р 1. Рассмотрим схему с весами

А (оуЫ1 + (1 — о)ук) =  срк., А =  0,1, .. А0 — 1, уо G  H h, (8)

где сг — параметр (весовой множитель), А =  A(tk) 0. Приводя схему (8) к 
каноническому виду (1) или (6), найдем В  =  Е  + отА или R =  оА. Если 
А =  A* m справедлива оценка (5), то, в силу (7) и теоремы 4, схема (8) при

(pic =  0 устойчива для <т ]> Если А{$) 0 — несамосопряженный опе
ратор, то сначала применим к (8) оператор А~1 ]> 0 и затем приведем к кано*

ническому виду (1а) с В — А~г + ахЕ , А == Е  и воспользуемся теоремой 1, 
из которой следует, что схема (8) при <pft =  0 устойчива в H h с р =  1 для сг !> 
^>0,5 и при любом несамосопряженном операторе A(t) 0.

8. Условия (4), (5) и (5*) достаточны для устойчивости схемы (1) по 
правой части в соответствующих нормах. Так, имеет место оценка (36) с

IMI&) =  1|У||д = У  (ВУ, У), 11фЦ{2) =  llyib-* ’== Y (#~хф, Ф) при. (7) или с ||г/||(1) =  

=  Ш\а =  У{а У* if)» (Mb) — У'(АВ~г(р, В~г(р) при (5*). Для теории разност
ных схем важны оценки рещения задачи в Н А или Н в через правую часть, 
взятую в возможно более слабой норме. Такими нормами являются !(ф|1са) =  
=  |(фЩ-1 в Н А - 1 или негативная норма Нф||(2)=  sup [|(ф, х)\/ ЦяЩ] (норма функци
онала), аналог которой широко применяется в общей теории дифференциаль
ных уравнений. Например, верна

Т е о р е м а  5. Если выполнены условия теоремы 4, то для решения за
дачи (16) верна оценка

' 1 ‘ ‘ • •
Если же R  !> -TfA, то схема (16) устойчива в НА п и верна оценка (36) с Лф||(2) =

=  11ф!1, IMId =  IMU.
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Отмепьим, что для схемы с весами (8) при уй — 0, а и A(t) =

— A* (t) О верна оценку (36), в которой .

*) "а .-1*ft ■

9. Рассмотрим теперь трехслойные схемы (2). Будем предполагать, что 
B(t) несамосопряженный оператор, R(t) =  R*(t) 0, A(t) ~  A*(t) 0.
Эти условия определяют исходное семейство схем. .

Устойчивость схемы (2) по начальным данным выражается неравенством 
(За). Одпако под нормой ||j/fc+1[j (ih,k> следует понимать функционал, зависящий 

от ук и ук+1 и равный при р =  1:

1
V i ll(ift, ю — У\), Ук+1 4  Ул)-\- .

+ (JyR k'~ (Ук+1 “  У к)’ Ук+l ~  У к) ■ (10)

(Выражения для нормы при р =f= 1 см. в [38].)
Приведем одну из теорем об устойчивости схемы (2).

, Т е о р е м а б .  Пусть выполнены условия: А и i? — постоянные операто
ры, В >= 0,

><’. I - '.  . (11)
Тогда схема (2) устойчива по начальным данным с р =  1, тап-что для реше
ния задачи (2) при ф — 0 верна априорная оценка .

1К 51 . (12)

где [|УЛ|| определяется по формуле (10). При этих же условиях для решения 
задачи (2) с ф =j= 0 верна оценка

Y}; И ||(1Л) ̂  II \\(th) +  -̂ 2. [ l ̂  11л-1 7h
Фз — Ф̂-т

X А"1-
. (13)

где М2 не зависит от \ h\ ж X. - . ■ , .
3 а м е ч а н и е .3. Если В  !> ЬЕ, 6 0, R  х1цА, то вместо (13), верна

оценка \ .

S+1 1и ) <  1 Y i ll(lh) + max || фг- (14

. Рассмотрим трехрлойную схему во второй -канонической форме

(Е + х Щ
% Г 2Й  + !/и

+ В Ук-ц Ук-1 .
2т (2*)

Она получается из (2) формальной заменой т22? на 2? + x2i?. Условие i? 
V4j4 достаточно для устойчивости схемы (2*) с р =  1 в норйе ЦУ’И^*), где

У км — Ук
при

'(2)' Ц51(1<) =--|П*11|(.) +

П р и м е р !  Рассмотрим трехслойную схему с весами

Ук+г ' Ук~ 1

-  IIФ li

st - f -  A  ( o i ук+1 -Ь  ( 1  —  O i —  <з2 )  ук + .  o 2y fc l )  —  0 ,

(15)

(16)

где А 0. Применим А~г к схеме (16) и приведем полученное уравнение 
к каноническому виду (2) с операторами В  == А~^ -j- (ах — а%)хЕ, R^= Л/2К 
Х (а1+ а2)^» Я.—Е. Так как Л и Я —самосопряженные постоянные операторы,
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то из замечания 3 следует, что схема (16) устойчива при любом несамосопря
женном А ~  A (t) 0, если

, 1
■ - ^  2̂ 7 5i -)-i3j ^>-2 •

П р и м е р  3. Схема с весами .

2̂-- ^  “Ь (1 — б1 — ^г)^-Н-02^- 1 ) =  0, (17)

где А — А* 0 приводится к каноническому виду (2®) с операторами

Л _  5  =  _  (32) t-4.

Условия i? + —  >  74 ^4, 5  >  0 выполнены при стх >  сг2, ах + ст2 >-7в.

10. Из предыдущего следуют простые правила для проверки устойчиво
сти конкретных схем: 1) разностная схема приводится к каноническому ви
ду (1) или (2) и тем самым находятся операторы В,А  или В, R, А, 2) вводит
ся пространство H h сеточных функций (зависящее от структуры операторов 
схемы) ж исследуются основные свойства (положительность, самосопряжен
ность и др.) операторов схемы как линейных операторов на Hh, 3) проверя
ется выполнение достаточных условий устойчивости, указанных выше,
4) если достаточные условия выполнены, то данная схема принадлежит 
классу устойчивых схем и можно воспользоваться априорными оценками, 
полученными для двухслойных и трехслойпых схем общего вида.

Устойчивость многослойных схем рассматривалась А. В. Гулиным [38]. 
Здесь показано в частности, что достаточные условия устойчивости трехслой
ных схем, полученные в работе [35], являются и необходимыми в случае по
стоянных операторов. Найдены необходимые и достаточные условия устой
чивости

l ^ i l ( i s)<p"l|y il!(v .

гДе II * II (1р) — аналог нормы (10), зависящий от р. Эти условия имеют вид 
линейных операторных неравенств, связывающих не только А и R, но и В 
при р Ф  1. , ■ ‘ .

11. Изложенная выше теория устойчивости носит конструктивны® ха
рактер и может быть использована не только для исследования устойчиво
сти конкретных схем, цо и для построения новых схем заданного качества. 
Эта возможность связана с тем, что 1) запись схем в канонической, форме (1) с 
В =  Е + ti? (см. (-6) или (2), (2*)) позволяет выделить операторы R  (регулярй- 
затор!ы), ответственные за устойчивость, 2) достаточные условия устойчиво
сти: R  !> а0А или i? ]> 72 А для двухслойных схем, й^>х/4 А для трехслой
ных схем, накладывают слабые ограничения на произвол в выборе регуля- 
ризаторов R .

Если данная схема (1) неустойчива, то, меняя лишь оператор R , всегда 
можно заменить ее устойчивой схемой с тем же операторам А.

Имея классы устойчивых схем, естественно искать в этих классах схемы 
нужного качества, удовлетворяющие дополнительным требованиям: 1) ап
проксимации определенного порядка, 2) экономичности схемы. Требование 
экономичности применительно к нестационарным задачам математической 
физики обычно означает, чта число арифметических действий при решении 
разностной задачи должпо быть пропорционально числу используемых 
узлов сетки.

Основная идея метода регуляризации состоит в переходе от некоторой ис
ходной, (например, явной) схемы путем изменения оператора R  (а, может 
быть, и операторов А, В) к некоторой другой схеме нужного качества.

Так как условия устойчивости имеют вид энергетических неравенств (Rx , 
х) >> а0(Аж, х) для (6) или (Rx,x) (Ах, х) для. (2), то естественно -выби
рать в качестве R  операторы возможно более простой структуры, энергети
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чески эквивалентные {иолусходные (см. работу [39]), эквивалентные по спект
ру (см. [50])) оператору А. Пусть А и А 0 энергетически эквивалентны, tv е.

угА 0 </1 <  у2Л 0, у2 > у г > 0 .  (18)

Выбирая R =  аА0, получим устойчивую схему (6) при сг а0у2 или устой
чивую схему (2) при а ]> ViVa*

Следует отметить, что энергетически эквивалентные операторы в той или 
иной форме применяются в теории приближенных методов решения диффе
ренциальных уравнений и систем алгебраических уравнений (см.,- например, 
работы [49—53]).

Укажем некоторые примеры выбора регуляризатора R:
1) В = оЕ , где Е  — единичный оператор, а >  (?0|И|| для (6) и о > 7 4РН  

для (2);
. 2) R ^  gA x или7£=с^42,. где A1-n-Ai= A 1* — сопряженные («треугольные»)
операторы, А 0 ~ А г + . .

>  (* “  г Щ ) Га для . 0>  Т  Тг для
• • • „ —w "V

3) R  выбирается так, что В =  Е  + тЛ дляь(1) и 'В  2тR  для (2)— факто
ризованные операторы (Ф. О.), представимые в виде произведения конечного 
числа операторов более простой структуры

р V

В  =  П  (£  + хВа) для (1) и В + 2тВ  =  Ц (Я  + iR a) Д-1Я (2).
а=1 а—]

Такие схемы будем называть факторизованными схемами (Ф. С.) Рассмот
рим частные случаи:

а) R a, а  == 1,2,..., р — положительные, самосопряженные и попарно 
перестановочные операторы; Ф. С. (1) устойчива, например, при условии

v .
д0=

а—1 ,

в самом деле, если схема (1) с В — E-^tRq устойчива, то устойчива и Ф. С. с 
р

Л =  ]][(£■ + т/?), так как В ^>.В; . .

б) р  =  2, R  =  R1 + R%, Т?2 — R ±*; Ф. С. устойчива при R ^ xj% А.
Применявшиеся на практике приемы получения устойчивых схем для

конкретных, задач можно трактовать как простейшие примеры регуляриза
ции. Так, явная схема Дюфорта и Франкела [40] для уравнения теплопровод
ности принадлежит классу устойчивых схем (2) с В =  Ё, R =  аЕ, а 
асимметричные схемы В. К. Саульева [41] принадлежат классу устой
чивых схем (б) с R =  оАг или R =  оА2, Аг* =  А2, А1'-\-'А2 =  А. Эти схе
мы получены из явных схем при помощи преобразований, которые соответ
ствуют введению простейших регуляризаторов (единичного или треуголь
ного операторов). Экономичные методы переменных направлений (схемы 
с расщепляющимся оператором по терминологии [42]; литературу см. [42— 
48]) основаны на использовании Ф. С. с R a перестановочными или «почти пере
становочными» (в случае уравнений с переменными коэффициентами) разно
стными операторами попарно, которые соответствуют эллиптическим опера
торам, содержащим производные только по одному переменному ха («одно
мерные» операторы).

Общий принцип регуляризации позволяет получить новые абсолютно 
устойчивые экономичные Ф. С. для основных уравнений математической фи
зики с переменными коэффициентами 134]. Для этого в качестве регуляриза
торов R  выбираются разностные эллиптические операторы с постоянными 
коэффициентами. Так, например, в случае системы параболических уравне
ний со сметанными производными в р-мерном параллелепипеде в качестве R 
выбирается разностный эллиптический оператор с диагональной клеточ
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ной матрицей, клетки которой также являются диагональными матрицами. 
После этого строится двухслойная или трехслойная Ф; С. Решение разност
ных уравнений сводится к последовательному применению стандартного 
алгоритма трехточечной (в случае уравнений второго порядка) прогонки.

Особенно большие возможности для, регуляризации дает использование 
трехслойных схем, так как в этом случае удается сохранить второй порядок 
точности по т (при R  стоит множитель т2). В случае двух измерений получены 
абсолютно устойчивые Ф. С. для параболических уравнений с разрывными 
коэффициентами точности 0(т2 + fe2), когда линии разрывов параллельны 
осям координат. Отметим, что регуляризация трехслойных схем проводит
ся, вообще говоря, путем изменения не только оператора R, но и оператора 
В (это, например, имеет место при некоторых способах факторизации опера-

Каждому оператору А можно поставить в соответствие большое число опе
раторов более простой структуры, которые можно использовать в качестве 
регуляризаторов для двухслойных и трехслойных схем. Составление ката
лога регуляризаторов и выбор наилучших регуляризаторов — важная зада
ча теории разностных схем. Для различных эллиптических операторов 
можно использовать один и тот же регуляризатор R . Это делает возможным 
создание стандартных программ для решения классов задач. При этом алго
ритм для определения решения на новом слое не меняется, а конкретный вид 
оператора А задачи .учитывается при вычислении правой части.

12. До сих пор мы рассматривали устойчивость схем (1) и (2) относитель
но правых частей и начальных данных. В случае реального вычислительного 
алгоритма для решения задачи (1) (или (2)) из-за ошибок ойругления факти
чески находится точное решение не уравнения (1), а уравнения с возмущен

ными операторами В, А и ср, у0. Поэтому понятие устойчивости должно быть 
расширено. Под устойчивостью реальной схемы, очевидно, следует пони
мать не только непрерывную зависимость решения от (ри у0, но и непрерыв

ную зависимость от .ЦБ ~̂  В\\ и \\А— A j|. Метод оценки нормы оператора 
перехода эквивалентной явной схемы, применявшийся нами выше, в сочета
нии с энергетическим методом позволяет получить априорные оценки, выра
жающие (равномерную по h, т) устойчивость (коэффициентную устойчивость) 
решения задачи (1) относительно операторов схемы (1). При этом выясни
лось, что схема должна иметь некоторый «запас устойчивости». В частности, 
для схемы /1) коэффициентная устойчивость имеет место при R 1UA.

где А — линейный оператор, заданный на вещественном Г. П. Н , являотся 
частью общей теории устойчивости разностных схем. -

Итерационные схемы записываются в той же канонической форме, что и 
разностные схемы для эволюционных уравнений.

Двухслойная (одношаговая) итерационная схема имеет вид

где к — номер итерации, ук — итерация номера к, r fc+1 ^>0 — параметр, 
В %— произвольный оператор, имеющий обратный В к~г. Если Вц =  Е , то 
схема (2) явная, при Вь Е  — неявная. Так как решение и уравнения (1) 
удовлетворяет (2), то для погрешности zfe =  уц— и имеем однородное урав
нение

тора В  + 2тR).

§ 2. Итерационные схечы
1. Теория итерационных методов для решения уравнения

Аи =  /, (1)

j • • * 1

(3)
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Оценка скорости сходимости итераций по схеме (2) сводится к получению ап
риорных оценок, выражающих устойчивость схемы (3) по начальным дан
ным.

Исходное семейство схем (2) задаем условиями

А =  А* >  0,. В л =  Bk* >  0.

Неявная схема (3) эквивалентна явной схеме

. _L _L
к — 0,1, .  Л S +̂1 =  Е  — хfc+1Cfc, С , == А Въ А ,

1 .

Х к = А *Ч ,  (4>

где — оператор перехода для явной схемы. Отсюда V

Хп Т п Х$, Т п  I* • * *^1» ( ^ )

' IKIKI!^nlllkoll,. Ш  =  \\ч\\А,

где Тп — разрешающий оператор явной схемы (4). Таким образом

К 1 А <  ЯпII z0||А, если |jyn|<?n- (6)

Итерации сходятся в Н А, если qn ->~ 0 при »->- оо. Норма оператора Тп
зависит от В  к и Tfc+1, которые следует выбирать из решения задачи о нахожде
нии inf ||ГП|| или inf qn. Основная задача теории итерационных схем (2).сводит
ся к оценке нормы разрешающего оператора эквивалентной явной схемы и 
выбору итерационных параметров и  операторов {5fe}n3 условия ми
нимума этой нормы.

В теории итерационных методов используются лишь границы операторов 
или постоянные эквивалентности операторов схемы. Все результаты, полу
ченные спектральными методами, естественно подучаются путем оценки 
нормы разрешающего оператора с использованием определения нормы опера
торной функции. Конечномерность пространства H h при зтом нигде не ис
пользуется .

2. В случае «стационарных» схем с постоянными

1  == В  и Tfe+i =  т:

И  ‘̂ -‘1 + А ч  = о, * = 0,1,2,..., г0 = »0-»е//д, (7)
оператор перехода S =  Е  — хС постоянен, Тп=  Sn и задача о нахождении 
inf 1)7̂11 сводится к задаче о минимуме нормы оператора перехода S. Решение 
этой задачи известно [430]: если Yj, уй— границы оператора С

. Г1Я < С < Г !£ , Гг>Г!>0, (8)

то inf ||S|| достигается при г =  т0 =  2/fy^ +  у2) И равен:

i n f i 5 i  =  i s - t 0q  =  P0, Po= ^ | , | =  I i ,  (9)

При этом для схемы (7) верна оценка

IK!d<p;Izo|d. D  =  A m m D  =  B, (10)
если

Ti В < Л < Г .В ,-  (И )

так как условия (8) и (11) эквивалентны при С — А1/2В~гА 1̂  или С =  
=^B~1̂-AB~1̂  (см. работу [36]).

Метод сведения неявной схемы (7) к явной ноэволяет доказать вычисли
тельную устойчивость схемы (2) с х =  х0. От выбора оператора В зависит
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не только число действий для вычисления одной итерации, но и число ите
раций и0(е)> гДе s 0 — заданная точность итераций. Поэтому естественно 
^выбирать В в некотором допустимом семействе операторов так, чтобы 1) от
ношение | =  уг!уъ было максимальным (р0 минимальным), 2) В  был эконо
мичным оператором (число операций Q, необходимое для решения уравнения 
By =  ф с любым ф £Е //, было бы минимальным в некотором смысле, напри
мер, по порядку относительно £ при | 0).

При построении В  обычно исходят из некоторого оператора R  =  R* 
(см. работу [39], [49—53]), энергетически эквивалентного с А и В:

C i R ^ A ^ C t R ,  c3> C i>  0, (12)

T2> r i > 0 .  (13)

Тогда справедливы неравенства (11) с уг =  с ^ 0, уа =  с2у2°. Представим R  
в виде суммы R =  R t + Л8, где и R z =  R±* — сопряженные («треуголь
ные» операторы) и рассмотрим факторизованный оператор '

В =  (Е + (nR^iE + fi>i?2), Б =  S* >  0, (14)

где (о ]> 0 — параметр. Числа fo0 и -у»0 в этом случае зависят от пара-
• . • ...................  ■. о
метра со, который следует! выбирать так, чтобы отношение Е =='— — — -Р-

■ Тг С2 Г2

или, что то же (так как с, и с2 не зависят от со), отношение ti/te =  /(оо)
было максимальным [49]. Справедлива ,

Т е о р е м а  7.
Пусть jF?2 =  i?x*, R  =  R x + R 2 и

R ^ d E ,  |jR %x f ' ^ ~ ^ { R x , x ) i A > 5 ^> 0 . ' (15)

, Тогда справедливы ,̂ формулы . '

°   б____  • ° „  8 Ti   2 Ут|   б

1 2 (1 +■ V t)) ’ 4 Vt\ ’ 1 4 - V Ц ’ ■ ^ д

. upM w - i L -  - (16)

Зная находим Vi ^  ^ifi, T2 ' =  с2Гз 'и тг0 =  2/ (^  +  Га)- Для числа
ятераций ге0(е) при rj — 0 верна оценка

М О  0 ( . ^ } п ± ) .

На прайтике часто' применяют Ф. 0. вида "

В — + (°i-^i)(^’ -Ь ^ 2^ 2)» (17)

где R t и R 2 — самосопряженные, перестановочные операторы. Оптималь
ный выбор параметров- и хо2 ■ из условия Максимума Xi/Xz в этом случае
не представляет труда.,, . .

3. Рассмотрим теперь итерационные схемы (2) для уравнения (1) в слу
чае, когда А >  0 — несамосопряженный оператор,

. В =  В* >~0. (18)

Уравнение для погрешности' zk =  ук — и эквивалентно явной схеме 

X]ni =  Sxk, , Ц =  0,1, 2, . . . S Е  — тС, , x0^ H h, (19)

где C=B~lt*ЛВ-1!*, хк=ВЧъъ, так что ||жй|| =  |Ы|в. Имея в вцду эту связь между
явной схемой (19) и неявной схемой (7) для zh, можно ограничиться изуче
нием явной схемы (19).
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Пусть выполнены условия . , .

' ; С >  YiE , ' С-1 или II ̂ xf  ̂  Тг (Сх, х) для' всех х Ez H h. ’ (20)

■ ■ (T 2>T i>0 ). • -

Тогда для нормы оператора перехода верна оценка

. ^ В . п р и т  =  ^-. ■ (21)

Эта оценка является грубой, в чем можно убедиться на примере схемы (7) 
с В =  Е + юЛ, т =  2(о. Пусть ^

■ А >  Ь Е I А х f <  Д (Ах, х), А  ^  6 >  0. (22)

В рабЪте [49] была получена оценка ||S | у~  ’ Т̂ =  Х ’ в т<> 

время как формула (21.) дает . ■

■ " :

Для улучшения оценки надо, следуя работе [51], выделить симметричную 
и кососимметричную части, оцератора ,С:, .

C =  C0 + C 1, C„ =  i  (c  +  C'). (к =  у  (С -  С').

Т е о р е м а  8. '
Пусть выполнены условия .

Ti£ < С 0< г2Л’, l ^ K r a ,  . T 2>T i>0 , Т з>0 . (23)
Тогда при

- т0(1 —и2) я ^ 2 тз 1 — I  /0/ч
т -- --- , где т0 =  — :—  , и =  —т—■ ■ , -р0 == , (24>

1 + *ро ’ 0 Ti + Та ’ У т  + тз ’ ро 1 + § * v Т

справедлива огненна ,

inf|6’ l< | £ - .tC | < p ,  8ae .p =  j£ i± |o< l ,  (25)

которая при и =  О (С — С*) переходит в оценку

Ц ^ К Р о т т0,- (26)

яг. е. оценка (25) цеулучшаема.. . . ; .
В работе [51] были получены приближенные формулы длят и рв случае, 

когда H h— комплексное конечномерное пространство со скалярным произ
ведением

С =  Со -ь- iclt С0 - = Re С =  V* (£'+  С*), Сг =  Im С =  -i(C -  С*).

Условия (23) эквивалентны., условиям (ср. работы [50], [51])

T i^^  ^ Ta®i (^  1-4î > А1х) ^ г!['3(Вх , х), х е̂еН^, (27)

где , . . ■ ■

Пусть В  =  Л* 0 и

Cii2< Л0< с 2Я , ( ^ Л у ,  -4iy)<c2(i?y, у), с2> с1> 0 .  (28)

Если выполнены условия
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то имеют место неравенства (27) с постоянными - . . .

Ti =  c1ri, Га-АГа.  -.Гз^-РвГа, с3> 0 .

В качестве оператора В можно воспользоваться факторизованным операто
ром (14)

4. Применение описанных выше итерационных методов предполагает 
знание постоянных уг, у2, у3 и с17 с2. В тех случаях, когда эти постоянные из
вестны неточно или вообще неизвестны априори, целесообразно пользовать
ся вариационно-итерационными методами, такими, как метод скорейшего 
спуска или метод минимальных невязок.

Заметим, прежде всего, что любой итерационный метод

+ * =  0 ,1 ...... » , е я 4 (29)

можно трактовать как метод поправок

Уьы ^  Ук — Щ =  в ~1г1г, — /, (30)

где гк— невязка, — поправка. -
Если А =  .А*- 0 и В =  В* ]> 0, то можно для вычисления t fe+1 поль

зоваться формулой метода скорейшего спуска ■

. • ■■ ■ ■ г =
fe+1 (Awk,wk) ’

Этот метод сходится в НА с той же скоростью, что и схема (29) при постоянном 
т =  т0 (см. работу [59]).

Если А 0 песамосопряженный оператор, то применим метод минималь
ных поправок; вычисления проводятся по формулам (3.0) с

_  (Awk, wk) 

fc tl (B ^A wk, Awk) '

Уравнение Ли =  / эквивалентно, уравнению
_L _  j_  _ j_  __ JL’

. Cv ф, v — В 2 и, С — В 2 AB *, '<p= Я '2 /. (33)

Воспользуемся для решения уравнения Cv — ф методом минимальных невя
зок (М. М. Н.), предложенными. А. Красносельским и С. Г. Крейном [60]:

f̂t+1 =  я* — tfc+Л, Гк =  Схн — ф, . хк+1 =  . (34)
■ : : - • . ||СПс||-

Учитывая (33), нетрудно отсюда получить формулы (30) и (32). Поэтому все 
рассуждения достаточно провести для М. М. Н. (34)-. Если С == С* 0, 
угЕ ^  С <i' y%E, то для М. М. Н . (34) верна оценка .

]| ф [|<J р£ [I Сх0 — ф|[, р =  ■ (35)

В случае несамосопряжен-ного оператора С имеет место
Т е о р е м а  9. Пусть С — несамосопряженный оператор, С = £ 0 + Сг 

и выполнены условия (23). Тогда для М . М. Н . (34) верна оценка .

II Схп — ф 1 <  р"|-С*ь — ф ||, ' (36)

где р =  (р0 ■+ %) / (1 + хро)*. • . .

При доказательстве этой теоремы используется '
Л е м м а . ,  Пусть С ■— несамосопряженный оператор с границами

; “ • Ti и r 2> T i> o ,  Ti# < с < г 8я  •• -

* В работе: [6,0]:.изучен; случай самосопряжен]гого С — С*- ,

. 205



и при некотором тф 0 справедлива оценка

\К —  т ,С |< р , где р,<С1- (37>

Тогда, если выполнены условия

(38>

то имеет место неравенство

(Сх, ж)2> (1  — р2)IСх|2]|х ||2 для всех ж е Я . (39}

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из условия (38) следует: |И|2— 2 х%(Сх, х) + 

+ rl\\Cx\f <  р2 |ИР, т* ||Са:|р <  2хш{Сх, а) -  (1 -  р1)||ЯН2 ж

где g =  (1 — pj/2t*.
Рассмотрим функцию ф(а) =  а  — да2, где а  =  ||ж||2/(Сж, ж), а  ЕЕ [1/Ts» 

V tJ и найдем ее максимум. Точка а 0 =  х!%4 в силу условий (38) принадле
жит отрезку 1Х/Т2> VTiI- Поэтому max ф(а) =  ф(а0) =  xj±q и, следовательно*.
о л л

Выражение в квадратных скобках, в силу леммы, не превосходит

1—(1—р!) =  р!> т. е. |jr*ull< р, || Я||, Ы  <  р" iFolI- в СИЛУ теоремы р* =  р 
при т, =  т. Отсюда и следует (35). Теорема доказана.

З а м е ч а н и е .  Если выполнены условия С угЕ, С~г !> 7Тг * Ег 
то вместо (35) верна оценка

где р =  ]/1— I, i  =  Ti/r2* ■
Вариационно-итерационные методы с факторизованным оператором & 

применялись рядом авторов (см., например, работы [54 — 56]).
В случае несамосопряженного оператора А можно в качестве В  выбирать. 

Ф. О. (14). Для вычислений по формулам (31) и (32) не требуется знания по
стоянных с19 с2, с3.

5. Оператор В  может быть задан либо- в явном виде, либо построен в ре
зультате некоторого (внутреннего) прямого или итерационного метода. Это' 
имеет место, например, в так называемом двухступенчатом методе [50,50а, 51, 
58], который сформулируем как метод поправок. Для вычисления поправ-

решается либо прямым методом ,(тогда В =  R), либо итерационным методом̂  
с разрешающим оператором Тт , 1 при нулевом начальном при
ближении =  0. Поправка определяется как т -я итерация wW =  
так что w — W]t =  Tmw, где w — точное решение уравнения (41). Подстав
ляя w — (Е — Т т ) ~ ^ к  в (41), получим Bwk =  rk, где В  =  R(E  — Т т ) - 1 . 
Если Тт -- Тт* , Тт и R  перестановочны, то В =  В* >  0 и ^  =  1 — q, 
f 2 =  1 + q (см. работы [50, 51]). Для вычисления итерации z/fe41 можно»

(40>

— ф (а) <С — 1 _ р2 . Отсюда и из (40) следует неравенство (39). 

Перейдем к доказательству теоремы 9. Из (34) находим

rk+i =  rk ~  *к+1Сгк'’ -

II Схп — ф||< рп1 Схо — ф

ки wk уравнение)

Rw =  rk, rk =  Ayk ~  f\ m



пользоваться схемой (30) с постоянным параметром т =  т0 при А =  Л*^>0, 
с т — т при А Ф  А*, А =  А 0 + Ах (см. (24)), если известны постоянные 
сг, с2, с3, так что r i =  (1 — g)ct1 г* =  (1 + q)c2, Гз =  (1 + £)*«•

Если постоянные с15 с3, с3 неизвестны или определяются неточно., то целе
сообразно пользоваться двухступенчатым методом скорейшего спуска (та-+1 

вычислять по формуле (31)) при А =  А* . Двухступенчатый метод мини
мальных поправок в случае несамосопряженного оператора А Ф  А*, как 
показывает формула (32), требует последовательного решения при помощи 
внутренних итераций Тт двух уравнений

. к ' к (42)
,, Rv -- Awk, рУ» =  0, vk -- v(m\

Сначала находится поправка wk =  idm\ после чего решается второе уравне
ние и определяется vk =  В~лАи>ь как т -я итерация vm =  vi:. Здесь В =  
=  R(E  — Тт)~~г. Зная wh и В~ХА и? н ,  вычисляем по формуле (32) параметр Та-т1. 

В силу теоремы 9 имеет место оценка (36), в которой следует положить 
T i=ci(l — ff). Гг =  c2(i +.g), Гз =  c3(l + q), c3 >  0.

Требование перестановочности R  и Tm является весьма сильным огра
ничением и. существенно сужает область применимости двухступенчатых ме
тодов.

6. Рассмотрим теперь трехслойные (двухшаговые) итерационные схемы 
для решения уравнения Аи =  /, где А =  А* > 0 .  Стационарная итерацион
ная схема может быть записана в каноническом виде

В [ -- - + К(Ук+1 — %Ук + Н~ Аук . /, к =  1, 2, . .  .j (43)

заданы любые векторы ^0е Я ц  и  уг е  Я Л. Здесь т >■ 0 и % 0— итера
ционные параметры.

Для вычисления первого приближения уг можно пользоваться двухслой
ной схемой

В *= 31  + Ал =  и  т0 = ^ .  (44)

Для Zjt =  уъ — и, где и — решение задачи (1), из (43), (44) имеем

В z k+1 —  zk-1
+ Azk =  0, к =  1, 2 ,--  (43*)2% ^ izk‘l ^zk “Ь 2fc-l)

zi ~ Уг — u(==Rh, z0 =■ у0 — u(Er.Hh.

Если ух определяется из (44), то

В Н- Az0 =  0, т0 =  2/fa  + Т2), *0 С= Нh. _ (44*)

Будем предполагать, что

А Л* >  0, В =  В* >  0,

ЪВ  <  Л <  г,В, Гг>Г1>0-
(45)

Оптимальные значения параметров т и х  можно получить из общей теории 
устойчивости трехслойпых схем (2) из § 1 с R =  %В.

Т е о р е м а 10. Для решения задачи (43*) при т =  тх, % =  где

^̂ Tfri + r,). (46)
имеет место оценка

. . lk„+iiu ;y< p jl.IN1j fl^ ,  , (47)



где ■

i_ „1 -  У Х  . Ti

- i + y T ’ . . ? ” тга *

* 2 1 . . ' ‘

I ̂ 71+1 ||(1р[) (('^ (̂ n+1 *1“ PlZn), %n+l "H"* 9\Zn) 'f~ ’ ’

■ " 1 " . . .  . . ' . . . . . .

. “1“ ((Тз-̂  A ) (.̂ n+t ~ Pl^7l)’i Zh+1 -PlZn)-. ■ ‘ ‘ ’ '

Эта же теорема имеет место и для задачи (43* ) — (44*). Заметим, что в си
лу формулы (45) ||2nJ.il|(Pl) естьг вообще говоря, полунорма.
’ Если В =  Е , то схема (43) называется явной. Явная трехслойная схема 
(43)—(44) рассматривалась в; работах [52—57 и 3, 41]. Она записывалась 
в виде (для. уравнения Cv =  ф) . ..

Xji+i — (1 ,-f- <х)(Е — т0С) х& — <ххк̂ г 4~:(1 -Ь &) ̂ оФг ... — 1ч 2 ,. . .

х± ~  (7? ■ т^С) Xq -j- х̂ оф, Ti# < С < Г 2-Я/ С - - СГ,

T i> r 2> o ,  .. . . т0: =  2/(г17ь г 2). ,

В работе [52] получена оценка

(48)

1жя — — *>!>' 7?= 1,2, . . . qn ---р» (l-;- (49)

при а  — р!2;. здесь v — решение уравнения Cv =  ф. - ;
Приводя (48) к каноническому виду (43), получаем ’

у =  =  т1. »  -  я* ~ т <*»+Г .)*  '<«=*»,■ ” . :

т. е. те же значения тх и х1? что и в теореме 10. Однако скорость сходимости в 
метрике H h ухудшается.

Неявную схему (43) можно привести к явной схеме (48) с

■ : ’ А  • • ! • г _ Л  ’ _t
Хп =  А  2 Уп, С -- А 2 В ^ А  2, ф ^ - Л 2 # - 1/

_г ' _  JL _  JL — Л- '
или хп =  В 2 уп„ С ^ В  2 АВ  ф^-i? 2/.

Для {7 верны неравенства • , ' . ; , .

: , Т <  С <  Г2Е- • ■

Пользуясь затем оценкой (49), получим при т — т15 % — ^  ...

1) IKIID<0nl|3o|!D; — 4 или /) ;=-л, (50)

если г/х вычисляется по двухслойной схеме (44) с т0 =  2/(у1 + у2); *

II Zn !д ^  (Ро?п+-1 Н" ?п) I г»|/з Н~ Яп -1 |[ _£>» ' ( ^ )

если ул— произвольный вектор, z0 =  у0— и, zx =  уг — и, -
7. В качестве оператора В можно, взять факторизованный оператор (14).

В силу теоремы 8 при сх =  с2 =  1 (R =  А) будем иметь

r _  TI _  2]Arj~ Л _ 1 — / f  _  Y i -\ ■ У"ц — У  2 Уц

т* “ 1+ Г ч ’ р1~ н- VT ' ' У н -  +
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Для числа итераций п0(в) верна при т] -> О асимптотика

Д___ i

В случае двухслойной схемы с тем же оператором В .. . . ;;

1 1
' . щ (s) £3 -T=ln— . .

: . w  4^г| к . .. ••

' r ■ • / 1  1 V”
Если Л — разностный оператор Лапласа, то т\ =  0(h2) ш п0 (s) = О [ ~ =  In — )

.. . . V У л 8 /,
для трехслойной схемы с Ф. О. (14). ' ‘

Указанная схема применима для разностной задачи Дирихле в произволь
ной области любого числа измерений. ' .

Любую трехслойную схему можно формулировать как метод поправок

=  (1 + а)г/л— ауъ— Ы к, а =  р{, 0 =  ^ г=т0(1+«)*

• ' к — 1,"2}. . -
■ ■ ■ , ь ■ ' - ? ; ■■

где =  i?-1rfc — поправка, г% =  Ауъ — / — невязка.
Формулируем трехслойный двухступенчатый метод. Поправка Wk нахо

дится в результате решения уравнения

Bw — гк

итерационным методом с разрешающим оператором Тт , || Тт || ^  g <  1 нри 
нулевом начальном] приближении ,w^ =  0, так что wn =  и/-™}, В  =  Е(Ц  —
— Т т ) 1- Для числа итераций в этом, случае верна оценка ’

' п°(8) = 0( ^ 1пт ) ’ <52>
где

сг1 + q

В работе [51] двухступенчатый метод применялся для уравнения эллиц- 
тического типа с переменными коэффициентами. В качестве схемы Тт выбира
лась схема переменных направлений.,Было отмечено уменьшение числа ите
раций по сравнению с двухслойной двухступенчатой схемой* Из (52) видно, 
что применение трехслойных схем позволяет ослабить зависимость скоро
сти сходимости от отношения сх/с2, что очень важно в случае сильно меняю
щихся коэффициентов эллиптического уравнения.

Вариационно-итерационная трехслойная двухступенчатая схема рассмат
ривалась в^работё [58]. : *

§ 3. Метод суммарной аппроксимации

1. В § 1 и 2 основное внимание было уделено изучению устойчивости раз
ностных схем. Второй важной характеристикой разностной схемы, устанавт 
ливающей связь её с исходным дифференциальным, уравнением, является 
погрешность аппроксимации. От того., в каком смысле данная схема аппрок-. 
симирует исходную задачу, зависит! выбор метода исследования точности 
Схемы и тип априорных оценок, выражающих устойчивость по. правой, 
части. л . . - >
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В процессе развития теории разностных схем был произведен пересмотр 
критерия аппроксимации. Так, при изучении скорости сходимости однород
ных разностных схем в классе разрывных коэффициентов выяснилось [61, 
62], что локальная погрешность аппроксимации (или аппроксимации в сеточ- 
н ой норме С или L%) не является адекватной характеристикой точности схе
мы. Была построена схема (для уравнения (ки')' ■— qu = — fix)), которая 
на произвольной неравномерной сетке не аппроксимирует дифференциаль
ное уравнение ни в одной точке, однако имеет второй порядок точности [63].

Погрешность аппроксимации следует понимать в некотором интеграль
ном или суммарном смысле, т. е, оценивать погрешность аппроксимации в 
негативных (слабых) нормах, учитывающих ее знакопеременный или ди
вергентный характер (см. [61—66]). Поясним это на примере. Пусть дано раз
ностное уравнение Ау =  ф, где H h — гильбертово про
странство, Л =  А* >  0. Для него имеет место точная оценка ||г/Щ =-||ф||Л-1, 
т. е. решение?/ в Н А выражается через правую часть ф в НА-1 Если, напрймер, 
А T-̂ ot Т >  0» =  ^о* >  0, то вместо точного равенства получим оцен

КУ 1У||А "С - Цф|| Пусть S h — пространство сеточных функций, опре-
0 ■ Т А'о ■

деленных на <ал =  {#г =  ih, i =  0,1,..., N; h =  xjN} и равных нулю при 
г =  0, i =  N, А0у =  — ухх. Тогда

- Для нестационарных разностных схем, как было указано в § 1, решение 
в Н А оцепиваетсячерез |[ф)|а + Ослабление требований аппроксима

ции (отказ от локальной аппроксимации нужного порядка) позволило су
щественно расширить область применения однородных разностных схем.

Априорные оценки для конкретных двухслойных и трехслойных схем, 
обладающих свойством суммарной аппроксимации эллиптических операто
ров, имеются в работах [26, 29, 64]. '

2. Понятие аппроксимации сыграло важную роль в развитии теории 
экономичных методов решения нестационарных задач математической физи
ки для уравнений

где L — эллиптический оператор, х =  (^x,..., хр)— точка мерной об
ласти G =  G + Г с границей Г, а также для соответствующих систем урав
нений (и, /— векторы). _

Пусть <x>h =  {д:г} — сетка в области G , осц =  {tj—jx}— сетка на отрезке

Под экономичной схемой обычно понимают безусловно устойчивые схе
мы, требующие для нахождения решения затраты числа действий, пропор
ционального числу использованных узлов сетки 5ЛТ =  ^ х с и г. Это значит, 
что при переходе от слоя / к слою / + 1 требуется 0(N} действий, где N  — 
число узлов сетки <oh; иначе: на один узел сетки приходится <9(1) действий. 
Основная алгорифмическая идея всех экономических методов состоит в на
писании таких разностных уравнений, что их решение сводится к последова
тельному применению стандартных алгорифмов (например, алгорифма одно
мерной прогонки) с затратой 0(N) действий.

N

— аналог нормы в W\,

N-l N— 1

нормы в Wz1.

— ■ =  Lu f  (х, t), 0< г < г 0,

? ±  =  Lu +  f (x,  t )%
(1)

0 <  f <  t0.
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Все двуслойные (использующие для определения yjn  лишь значение уу 
на одном предыдущем слое) экономичные методы можно записать в виде

а—1
=  2  СаеуЮ/р + F j+*lP, '<х =  1, 2,. . р, (2)

где yj+alp, а  =  1,2,..., р — 1 — промежуточные значения, Вл, Са$ — линей
ные разностные операторы, действующие на у как функцию х £Е coh, а для ре
шения каждого из уравнений Вау*+"1р — Фа с известной правой частью до
статочно затратить 0(N) действий (такие операторы Ва мы называем эконо
мичными).

Первые экономичные методы для решения уравнения теплопроводности 
в случае, когда G — прямоугольник, были предложены американскими мате
матиками Писменом, Рэкфордом и Дугласом [67—69]. .

В дальнейшем различные экономичные методы для типичных задач мате
матической физики рассматривались в работах Бейкера и Олифанта f72]г 
Дугласа и Ганна [48], В. К. Саульева [41], К. Л. Багриновского и С. К. Го
дунова [70], Н. В . Яненко [71, 73], Е. Г. Дьяконова [42], И. В, Фрязи- 
нова [81—83], В. Б. Андреева [84], Хаббарда [94, 95] и др.

Появился ряд терминов для экономичных методов — неявный метод пере
менных направлений [67—69], метод расщепления [71], метод дробных ша
гов [73], метод расщепляющегося оператора [42], локальноодномерный ме
тод [75], аддитивные схемы [76] или метод суммарной аппроксимации. Эта 
терминология, быть может, неустановившаяся и отражающая индивидуаль
ные подходы к построению и трактовке структуры экономичных методов 
различных авторов, в то же время дает представление о тех или иных харак
терных чертах этих методов (во многом совпадающих по алгорифмической 
структуре). ..

С точки зрения общей теории дифференциацию экономичных методов це
лесообразно провести в зависимости от способа их исследования и, в частно
сти, от понятия анпроксимации. При этом следует подчеркнуть, что в боль
шинстве случаев метод исследования определяет и принципы конструирова
ния экономичных схем. Для исследования экономичных алгорифмов приме
няется два подхода:

1) Метод исключения промежуточных значений у ^ р, а  =  1,2,..;, р  — 1 
и сведения системы (2) к эквивалентной схеме «в целых шагах»

.yi+i
В у- ^ - +  =  р  (3)

с факторизованным оператором (Ф.О.) В =  B±B%...BP. Устойчивость и ап
проксимация экономичного метода (2) проверяются для Ф. С. (3). С этой точ
ки зрения система (2) трактуется как способ реализации Ф.С.

2) Метод суммарной аппроксимации, на котором мы и остановимся подроб
нее в этом параграфе.

Первый подход — замена системы (2) эквивалентной Ф .С .— применял
ся во многих работах [67—69, 71 * 73] и др. Очевидно, что можно исходить 
из Ф.С., устойчивой и аппроксимирующей мпогомерное дифференциальное 
уравнение, а затем для решения разностной задачи пользоваться алгориф
мом вида (2) с экономичными операторами В а (см. работы [42, 72, 74, 451 
и др.).

В § 1 (см. работу [34]) был указан общий метод.построения устойчивых 
Ф.С. Выбирая в качестве В а те или ипые экономичные разностные операто
ры, в зависимости от конкретной задачи, получим экономичные Ф.С.

Требование эквивалентности задач (2) и (3) выполняется при специаль
ном способе задания краевых условий для промежуточных значений г̂ +а/з% 
а  =  1,2,..;, р —1, а также правых частей Fi+a-/p-. На это впервые указал Е. Г. 
Дьяконов [88] (см. также [76, 77]). Кроме того, исключение (без обращения
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операторов1 Bu)yi+X/P, а = 1 , . . . , р  — 1, в ряде случаев требует попар
ной перестановочности операторов Ба и Отметим, что в ряде работ (см. 
[67—69]) экономичные алгорифмы пишутся так, чтобы исключение проме
жуточных значений было возможно без дополнительных ограничений на опе
раторы схемы.

Наконец, Ф.С. (2) с оператором В — В^.^Вр устойчива лишь при 
условии перестановочности или «почти перестановочности» самосопряжен
ных операторов {#*}.

Весьма интересный экономичный метод (метод расщепления [71]) пред
ложил Н. Н. Яненко для многомерного уравнения теплопроводности 

р

u ^ u ( x , t ) ,  х =  (хг, . ... ,хр), (4)
а=1 ■ . дха<

Естественная многомерная схема с весами

>1 \з Р
■ ■ т - =  A(gy^1- f(l — <s)ys), л--=2л« ,  Ла ~ ь а (5)

Ct=l

заменяется системой одномерных разностных уравнений

, ”  -  Л « +  (1 -  о) у *  р ) , «  =  1,2....... Р  (6 )

или :

'Л*^+в/р = Св̂+(“-«/р, В а =  Е - с х А а ,  , Са =  Е  +  (1 —в)тла. (?)

4 В дальнейшем в 173] был рассмотрен случай, когда Ьа— произвольный 
Дифференциальный оператор, содержащий производные только по хл (метод 
дробных шагов).

Эта система (6) сводится методом исключения к Ф.С.

. П  В . г 1 =  П  (8)
0 = 1  а+1

ше совпадающей с исходной схемой (5) и аппроксимирующей уравнение- (4). 
. Требование эквивалентности Ф.С. (8) и системы (6) приводит к .тем же 
трудностям, о которых шла речь выше. В частности, переход от (6) к (8) 
возможен^ если ^операторы Л* перестановочны (для (6) это значит, что G— 
параллелепипед). Возпикли также затруднения с заданием правых частей 
для уравнений (6) в случае неоднородного уравнения (4). .

Во всех работах [67—73, 42—44] рассматривались лишь области специ
ального вида (G — р-мерный параллелепипед). Между тем, очевидно, что ал
горифмы [68, 69 й 71] можно было бы использовать (уточнив их .формули
ровку) и в случае области G более сложной формы. Ограничения на вид об
ластей. G, свяааншие с понятием аппроксимации для методов [68 и 71] и: тре
бованием эквивалентности (2) и Ф.С. (3), оказалось возможным снять, 
ввёдя новое понятиесхемы (аддитивной схемы), аппроксимирующей дифферен
циальное уравнение в более слабом смысле (в суммарном смысле) [75]. Отказ 
•от классического понятия аппроксимации и замена его более слабым услови
ем суммарной аппроксимации существенно расширили возможности построе
ния экономичных схем и позволили получить экономичные аддитивные схе
мы для значительно более широкого класса линейных и нелинейных задач 
математической физики.

Перейдем к формулировке понятия суммарной аппроксимации. .
3. ПустьH h-̂~линейное нормированное пространство а)г={г;-=/т,/=0 ,1 ...,
70} — сетка с шагом л на отрезке О tQ, Са$, В  и т. д.—линей

ные операторы- из H h в Л h, зависящие от h , х и, быть может, от t ют.
В § 1 было дано определение п-слойной разностной схемы как разност-. 

ного (по переменному t) уравнения (га — 1)-го порядка с операторными



коэффициентами:'

n 1 ■ . .

■2 Ct(h)v{h — (n — l ) t < ^ < i 0. (9)
, j3=o ■ ■

Для определения решения надо задать (п — 1) начальных векторов 

У(О) =  0о .#(*)=&.»••• ' » У((п — 2) * ) ^ У п-ъ\ .

Введем более широкий класс схем.
Назовем га-слойной составной схемой с периодом т  (порядка т) систему 

разностных уравнений с операторными коэффициентами
т п—2

2  й) у + Й  = 2  (i,-) у (tj — Рт) + /« (*,•)> (10)
Э= 1  р=о

где а  =  1,2,...>тге, (ге — 1)т ^  с заданными начальными значениями
г/(Ат), А =  0,1,...,лг — 2 (число слоев определяется числом начальных усло
вий). Здесь tj принимает значения, равные

1)тЧ ктх, к — О Д , . . . ,  / — п — 1 + кт.

Чтобы найти y(tj + тот) =  г/3-+т, где tj =  (то + д — 1) t, надо решить си
стему т  уравнений с операторной матрицей С =  (Cag) размером то X яг.

При то =  1 составная схема (10) переходит в обычную д-слойную схему 
(9). При п — 2 получаем двухслойную составную схему с периодом т  (обо
значим ее £(2, то)):

2  ^  (*j) У(*j + N ) =  Z W ( f  j) + /« (*j), « =  1, 2, . . . , m, у (0) — y0. (11)
3= l

Для дальнейшего изложения удобно ввести, следующее обозначение: 
уйл/т __ заменив, кроме того, тг на х / т .

Схему (11) всегда можно записать в каноническрм виде:

В у----- - f----- Ь 2> А ^У3̂ 'т -- ф>+а/т>. a = 1, * • ■ , т,
1 . . Р=о . ■

./ =  0,1, .  . . , у{0) =  i/o. ' {Щ

Пусть схема (12) разрешима, и существует обратный оператор Я -1. В даль
нейшем предполагается, что это условие выполнено. Определение устойчи
вости составной схемы вводится по аналогии § 1. Нам понадобится, в частно
сти, следующее определение устойчивости. Будем говорить, что схема (12) 
устойчива, если для любых у0 и фw™ выполняется априорная оценка:

' ' ' 7П ' - '

, + (13)

где постоянные M t О, М 2 0 не зависят от h, х и выбора у0, yi+x(m, а
ll-ll(i) =-11*Н(1А). IJ* 11(2) =  1М1(ал) — некоторые нормы на H h.

4. Чтобы ввести понятия точности и аппроксимации для S(2, т ), надо рас
смотреть банахово'пространство Н 0 решений u =^u(t) исходной непрерыв
ной задачи (ср. [49]). Пусть существует линейный оператор 5% йз Н 0 в H h, 
такой, что uh =  & hu ЕЕ Н 'фёбш  -м-g' Н 0 и выполнено условие согласования 
норм >

' . . } . -|Ио> :: . . .
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тде [|.||о— норма в /70. Пусть {гД.} — решение задачи (12), u(t), t £Е 1СН 
^0] — решение исходной задачи (u(t) — непрерывная функция t). Близость 

yi =  yh(tj) к и (tj) характеризуется величиной \\z3h\\, где г1 =  ун — и\.• 

Подставляя в (12) =  4 ^ ”  +  4 " '"* , где и ^ /т =  uh (t, + а/тх),

■получим для Zft+a/m ту же систему уравнений (12) с правыми частями i|)J+a/m =  

=  где — погрешность аппроксимации для уравнения (12) номера а  
ша решении и.

Составную схему (12), погрешность аппроксимации для которой опреде
ляется как сумма

^а + • • ■ + (Щ

погрешностей аппроксимации для отдельных уравнений, будем называть ад
дитивной схемой и обозначать ,4 £(2, т). Аддитивная схема ASQ, т) аппро
ксимирует исходную непрерывную задачу, если

maxH^L  ->0 пр.и1^|^0 , т-^0. (15)

Представим в виде суммы
т

. +  С  ТЕК’ ЧТ0 . (16 )
а = 1

Условие (15) суммарной аппроксимации будет-выполнено, если

max I \J)* (tj) | -^0 при [fc|->0, т-^0 и ос =  1, 2,. . . , т. - (17)
h

Установим связь между устойчивостью* аппроксимацией и сходимостью для 
AS(2, т).

Т е о р е м а  11. Пусть аддитивная схема устойчива и обладает аппро
ксимацией, а также выполнено условие «гладкости» решения и =  u(t):

т—1 т т

2  Ц З М  з  д - ^ )1  < м 0, (18)
ос— 1 0 = 1  4 = 3 + 1  '

где М 0 =  const 0 не зависит от % и h и у0 =  uh(0). Тогда схема сходится 
и для нее верна оценка .

. т т—1 пг тп

1НЬ1- иН+11(1)<М 2 таХ Г З  1К’а (М Ь )+ 'Г 2  1 2  Лай( 2  ^ ^ ( t .,) il l .
0 < j ' < i L a = l  а = 1  0 =  1 Ч = Э + 1  '  1 U

(19)

Эффективные априорные оценки при слабых ограничениях на операторы 
схемы могут быть получены в случае, ковда H h— вещественное гильбертово 
пространство.

Т е о р е м а  12. Пусть АЛ0 =  0, В  — постоянный оператор и выполне
ны условия '

В =  В * >  0, ■ (20)
771

2  (̂ ajsEjs, Ea) > 0  для любых ЕЕ H h, а =  1,2, . .  . , т. (21)
а , /3=1

Тогда* для решения задачи (12) имеет место оценка

т т

|У’'т%<||Уо1* Н- м* ma3£ [1 S  4>,''+"‘/”‘L Г+ У7  2  - (22)
<><>'<? L11 а=1 В 1 а=1 J
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где • ,

, , . s у 11в  У (■в у’ у) • 1 ф I s - У ф)■

С л е д с т в и е .  Аддитивная схема (12) сходится в Н в, если у0=  иЛ(р), вы
пал непы условия теоремы 12 и условия суммарной аппроксимации

та х  2  ^ + а /т  _ —>0 ири | /г [ — 0, t - ^ 0 — г]з£),
0<j<Jo 11 a—1 11 1

тах 2  M 0, гдо M 0 const > 0  не зависит от т и h.
О С : К  jo а --̂1

З а м е ч а н и е .  1. Если у0 --- uh (0), || 2  _ t ^  (I ^ t + tfe)’ ГДе
' а —1 ' ’ 1

к О, I 0, и выполнены условия теоремы 12, то AS  (2, т) (12) сходится 
в Яд.со скоростью О {\h\l -|- t fci), где kt =  min (к, 1ji ).

2. Если, кроме того, выполнено условие гладкости (18) с 1J■ 11(2) =  IHU-N 
то (2, т) сходится со скоростью О ( \h\l + где к2 =  min (Лг, 1).

5. Решение задачи (12) упрощается, если А — (Аар) — пижняя треуголь
ная матрица (Aaf = 0  при р а), так что

+ 2  A * » * - S ' * .  (23)
р=0

Переход от слоя / к слою / + 1 осуществляется путем последовательного 
{от а  к a + 1) решения уравнений

• j j- а~1. a—1 • .j_
В ау1'-ыт =  ф а? Ва == В + tyi aa? d>a _  Ву} ™ _ т  2  АамМ™-+ V ' m 

' . ■ • Р-̂о ’ '

при а  =  1, 2,..., т , которые можно записать в виде
a -1

yiWm _  2  StpyMi™ + тFa, . ос =  1, 2, m. ■ (24)
g-o .

В этом случае AS (2, m) имеет нижнюю треугольную операторную ма
трицу перехода S =  (Sapy. AS (2, т) с треугольной матрицей (Safi) или (Аа$) 
будем называть треугольными аддитивными схемами.

Нетрудно убедиться в том, что все экономичные алгорифмы вида (23), 
соответствующие двухслойной Ф.С. и трактуемые как составные схемы, 
принадл&й%г СёМбйстЁу треугольных аддитивных схем и обладают суммарной 
аппроксимаций. г¥к'ажем некоторые частные случаи треугольных аддитив
ных схем (ср. [6§].-и [-71]) .

. f 1, ОС =  Р, _

=  (1 $) А а^а—1, £Ь

— ~2 "1-(^6)

Для схемы (25),- например,‘условие (21) теоремы 12 выполнено, если ‘ 

(А±у, у ) ^  0 для всех y E z lih, а - 1,Z, . . т.

Аддитивные Схемы с диагональной матрицей (Лкр) будем называть ло
кально-одномерными. ' л



6. Основным является следующий вопрос: как строить аддитивные раз
ностные схемы определенного порядка точности?

В работе [75] был предложен следующий метод построения аддитивных 
схем, гарантирующий суммарную аппроксимацию. ,

Рассмотрим уравнение ■ " ’ ' '

Пусть оператор L, действующий на и как функцию х , можно представить 
в виде суммы операторов Ьа более простой структуры (например, «одномер
ных», т, е. содержащих производные только по ха): .

На отрезке 0 t ^  tQ введем сетку 0)^== {tj =  /т, / =  О, 1, 70} с ша
гом. т. Каждый интервал разобьем на р  равных частей, введя точки 

/р =  U  +  « / Ж  «  =  1 , 2 , р  —  1 . .

Вместо уравнения (30) будем решать на отрезке tjrl) систему уравнений

Каждое из уравнений Pav̂ a) =  0 решается на своем отрезке Да .
; Если каждое из уравнений PaV(a) =  0 номера а  аппроксимировать в обыч

ном смысле с шагом х/р разностной схбмой (двухслойной), то для определе
ния yi+i по заданному yi мы получим систему разностных уравнений

Покажем, что эта составная схема П.2 ... Пр аппроксимирует
уравнение (30) в суммарном смысле, если каждая из схем (32) номера а  
аппроксимирует уравнение (31) в обычном смысле, т. е. на любой достаточно 
гладкой функции .

^  =  Lu + / (х, t), x — (x1, . . . , x p)& G ,  t е [ 0 , t0\, и(ж*0) =  щ(х). (27)

р
(28)

■4=1

Представим / в виде суммы ■ • I

v

(29)
. • ■ . . - сс=1

и перепишем уравнение (27) в виде

р

2  Р .и  - о,

(30)

связанными условиями

где v (tj) — viP) (tj), v (0) =  и (0) =  щ.

(Щ

-  (Pau ) f p (33)

стремится (в некоторой норме) к нулю при т.-*- 0, | h \ -г*- 0. .
Погрешность аппроксимации на решении и =  и (х, t) уравнения (30) 

для схемы Па номера ос, очевидно, равна s

' =  П «и ^Р  =  (Раи)М ? + Т а.
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Учитывая, что (Ра , и); =  (Ра и) — О (т), получасы i|;a =  -f 'фл*

где 4>* =  xFa -r 0 (t), 4a — (PauYtl!!.
Отсюда, в силу уравнения (30), следует

2 1 °
a -l

и суммарная погрешность аппроксимации для аддитивной схемы (32)

V !>

2  ■‘iv---^  <  (3 i)
а — 1 а-.-1

стремится к нулю при | h | —> 0, х 0, так как т|)д обладают этим свойством.
'Таким образом, аддитивная схема (32) аппроксимирует уравнение (27) 

(в суммарном смысле), если каждая из схем (32) номера а  аппроксимирует 
соответствующее уравнение (31) в обычном смысле (па сетке с шагом тjp).

Этот факт объясняется тем, что система дифференциальных уравнении (31) 
аппроксимирует многомерное уравнение (27) в суммарном (интегральном) 
смысле.

В самом деле, погрешность аппроксимации для уравнения Раva =  0 
номера а  на решении и — и (х, t) уравнения (27) есть невязка Ч* (t) =  
=  Раи (t), где tc- Ла . Так как Раи =  (РаиУ+1й -|-С>(т) при tZEzitj, i j-иЬ то 

Та — 'Га -1- 4Fa, где Ч\ — (Раиу 'V2, Т* =  О (т). Отсюда следует, что

р р р

2  - о, V  m 2  Г . -  2  <  - о (т),
аI :L U--1 и—х

т. е. аддитивная система дифференциальных уравнений (31) аппроксимирует 
уравнение (27) с первым порядком но т.

Очевидно, что суммарная погрешность аппроксимации для системы (31), 
но аналогии с (34), может быть определена как

р *з-х!р

\ 4\dt.

* ~ Г
Нетрудно заметить, что в проведенных выше рассуждениях изменится 

лишь последняя формула:

v гг-п!1>

' Г = 2 т  $ < d l -  О (х).

“  ̂ . . a-1)

Из устойчивости системы (31) и суммарной аппроксимации следует сходи
мость решения задачи (31) к и (х, t ) .

Важно подчеркнуть, что суммарная аппроксимация для (32) и (31) на 
достаточно гладких решениях задачи (27) гарантируется выполнением, двух 
условий (28) и (29): оператор L есть сумма Lx + ^  + ... Lp — L и правая 
часть / есть сумма Д -р /2 "~1" • • • +  /?==/•

Вопрос о близости решений задачи (27) и (31) изучался Н. Н. Яненко [89]. 
Рассматривалась задача Коши в полупространстве | х \ <С 00, t  >  0 для 
системы уравнений

ди
~0 f{x, t) -- L(x, t, D)u  -г / (x, t), и (x, 0) - - u0 (x), (35)

где и (x, t), f (x, t) — векторные функции векторного аргумента, L (х, t 7 D) ~~ 
линейный дифференциальный оператор, коэффициенты которого зависят 
от х, t. Предполагалось, что L представим в виде (28). Задача Коши (35) 
заменялась составной задачей Коши (31) в частном случае /а =  f jp.  Исполь-
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зуя свойство суммарной аппроксимаций, вытекающее из условия (28), кото
рое интерпретировалось как свойство слабой аппроксимации коэффициентов 
дифференциального уравнения, автор докаэалт что -

[ v ( x ,  t ) — и ( х , £ )[| =  О (г )

(при условии достаточной гладкости и (х, t)).
7. Указанный выше прием построения аддитивных схем с гарантирован

ной аппроксимацией использовался в дальнейшем для получения экономич
ных схем применительно к многим линейным и нелинейным задачам матема
тической физики (см. работы [75, 76, 78, 45, 90, 91, 92]).

Метод суммарной аппроксимации позволил распространить модифици
рованные алгорифмы [68 и 71] на случай произвольной области, а также 
получить ряд новых однородных экономичных аддитивных схем для линей
ных и квазилинейных уравнений и систем уравнений математической физики.

При этом выявилась необходимость, в связи с изучением уравнений (27) 
с операторами Ьа, зависящими от t, изменить составную систему дифферен
циальных уравнений, аппроксимирующих многомерное уравнение. '

В работе [79] была рассмотрена абстрактная задача Коши в банаховом 
пространстве В

—Ь 'Л (£) U =  / (t), 0 ̂  t ^  t(j, U (0) =  Uq, Uq £Ez В , (3®)

где Л  (t) — линейный оператор с всюду плотной в В областью определения, 
представимый в виде суммы

. . р

Л(<)= 2 .̂(0, (37)
а =1 . ■

и (t), / (t) — абстрактные функции t ge Е0, t0] со значениями в В.
На отрезке 0 £ <1 £0 вводится равномерная сетка <вт = -{fy = /т,

./ =  0, 1,__ , 7о} с шагом т. Задача (36) заменяется системой задач Коши

Ж  + ^ а  )-=М*>. % Й )  =  Ф г ) ,

+ ^2^(2) “  /з (0> t i (fy) =

^  - — /p(O'  ̂^  Kji 11 V(p)(tj) V(p

и полагается

^ ( /̂+i) == (̂p) 7 == 7o ^ (0) == «о-

Исследовался вопрос о близости решений задач (36) и (38). Укажем основ
ные результаты.

1. Если А а (?) и А & (О» «=/= р, а, р =  1, 2, р  для любых ? , f  е: [0, £0] 
перестановочны (Ла (?)Л^ (?') — Ар, (? ') А а (?)), то при ./ =  0 имеет место 
равенство

v (tj) =  и (tj) (39)

для всех / =  0, 1, ..., /0.
Если / =f= 0, то можно подобрать /р при f± =  f2 =  ... =  /р-j — 0 таким 

образом, что (39) будет выполнено.
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2. Если J la и неперестановочны и выполнено условие «гладкости» 
решения и (t) задачи (36) вида

. \Ла-Л^и\^М,

гДе И1 If — норма в В, М  =  const > 0 ,  то при условии (29)

И * # ) -и (* , )1 |  =  0 (т )  (40)

для всех 7 =  1, 2, ..., f0.
Возникает вопрос: нельзя ли построить такую систему частичных задач 

Коши, чтобы

(41)

■Запишем условно составную задачу Коши (38) в виде цепочки „4̂  ->- Л^ ->■ 

—v Лр. Рассмотрим теперь симметричную цепочку Л г

>- ~ 2  Лр~\ ~ 2  Лр >- ~ 2  ’Лр —>■ Лр-, 1 ... — ~2 ~Л± и л и Л -i >■... >■'Tj-tAp-i —

1 1
~̂ \}-Лр-г ... ^ Л г. Для такой составной задачи Коши (при соот

ветствующем выборе /а и некоторых дополнительных условиях «гладкости» щ 

и /) справедлива оценка (41) (см. [72]).
Идея симметризации была развита И. В. Фрязиновым, который, построил 

и исследовал ряд симметризованных аддитивных схем для уравнений пара
болического типа в ступенчатых областях, составленных из р-мерных парал
лелепипедов (см. работу [83]). Другой метод симметризации применялся для 
получения экономичных схем в случае уравнений акустики [93].

Покажем, что цепочка задач Коши (38) аппроксимирует задачу (36) 
ъ суммарном смысле.

Положим za (t) — %)(£) — г̂ ‘+1при а =  2, 3, р , z^(t) =  %>(£) — и (t)
и. напишем уравнения для z^y. .

dz ,а\
^ ~ + A 2 ( a ) ^ t a .  1 , a =  1,2, . . . , p,

ZU  =  l) при a =  2, 3 ,. . . .  p, zfo =  z\ z*} =  z>+\ z (0) -- 0.

Правая часть i|)a есть погрешность аппроксимации уравнения (36) уравне
нием (38) номера а  в классе решений и =  и Н). Очевидно, чтог|?а (if) =  /а (;£) —
— Л а {t)u^x при а >  1, ^  (0 = / 1  (t) — Л х (t)u (t) — du]dt. Представим i|)a

в виде -фа (t) =  гЫ+1 -Ь О (г) или где $а =  (/« — Л аи —
f 1 ^

—  d a ^ d u j d t y + i ,  6а51 = J q ’ Если Л  +  . . .  +  / р  =  / ,  ТО имеет место

равенство:

v  . Р

а=1 а.~ 1 а=1

т. е. задача (38) аппроксимирует задачу (36) в суммарном смысле. .
Отметим, что основную трудность при построении аддитивных схем О (т2) 

представляет задание краевых условий для промежуточных значений yi+atp 
(при абстрактной формулировке этот вопрос не возникает); для выполнения 
•требования суммарной аппроксимации О (т2) требуется вводить поправки 
к естественным краевым значениям.

Описанный выше метод построения экономичных аддитивных схем, 
•с предварительным построением составной дифференциальной задачи Коши 
<(38) и. надлежащим выбором операторов Л а с последующей разностной ап
проксимацией каждого из уравнений (38), также весьма удобен и применя
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ется на практике в качестве эвристического приема для получения экономич;- 
ных аддитивных схем (см., например, (72, 83, 55]). Приведем один пример:.

v

Рассмотрим случай, когда Л ~ 2  и матрица {Ла?) симметрична.
' а , 0 = 1  ■ .

Представим (Jtap) в виде суммы двух треугольных матриц: ■ • - - ■

(t/4<xfs) ~ (^'а#) "Н (^a^)j d'a.fi ~~ 0 При (3 ОС, ^  О ЧРИ [3 OS,

*^aa ■ Л ixa. — TjT 'Aa.o.i *-4пх.$ == “Г ^aj3 ' 

и введем операторы

a ‘

Л a =  2  JLZ& ПРИ ОС =  1,2..............р ,

^  _ ,
2 р ‘ 2р ■ ’

. — 2  t̂ 2p fl-a, 2p-t-l-P При ОС ■= _р -f- 1, . . . , 2р, ^  ^  'Аа,
а— 1

После этого построим цепочку *-'А% ->■ ... — .А%р задач (38), аппрокси
мируем каждый из операторов разностным оператором Аа$, зависящим 
от h (их) и заданным в линейном нормированном пространстве B h. В резуль
тате получим следующую треугольную аддитивную схему: "

• IV
,jr<x/2p ^ т («- 1 ) /2 р

------------- Ь а12р + S  =  Фяа/2р, ос =  1, 2,..., 2р,
т- ■

£фа

где Аа$ =  Аа$ при а  =  1, 2 ,...,р , Аа$ — А ^ т1-л,̂ р+1̂  при а  = р  + 1, 
р + 2, ..., 2р. Если B h — Г.П. и матрица А =  (Аа$) неотрицательна, то 
выполнены условия теоремы 2 и для треугольной аддитивной схемы справед
лива априорная оценка (22).
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