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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ТРЁХСЛОЙНЫХ РАЗНОСТНЫХ СХЕМ

1. Общая теория устойчивости трехслойных схем в гильбертовом про­
странстве Hh изучалась в С1, 3). В (*) были получены априорные оценки, 
выражающие устойчивость операторно-разностных трехслойных схем в 
специальных (составных) нормах, содержащих значения решения на 
двух соседних слоях. В (3) показана необходимость условия устойчивости 
R >  11^А, полученного в (1).

Здесь будет показано, что из результатов (*) следуют априорные оцен­
ки для решения в обычных энергетических нормах Д а  и Н в через правые 
части в Н Б~' и На~] (А я В — операторы трехслойной схемы, см. (1)). По­
лучен ряд новых априорных оценок.

2. Будем пользоваться обозначениями из (2) : Hh — вещественное гиль­
бертово пространство (со скалярным произведением ( , ) и нормой ||а?|| =  

=  У (#, х) ), зависящее от параметра h — элемента некоторого нормирован­
ного пространства; от =  {h =  кх, к — 0, 1, . . . ,  ко} — сетка с шагом т на 
отрезке 0 I ^  to; yhx(th)i <Phx(h) и т. д.— абстрактные функции аргу­
мента tk е  он со значениями в Hh\ Ahx(tk), Bhx(h) и т. д.— линейные опе­
раторы, заданные на Hh. Индексы h, г, как правило, опускаем.

Запись А — А* 0 означает, что А — самосопряженный оператор в 
(Ах, х) ~> 0, Vx е  II, х Ф 0. Если (Ах, х) — (Вх, х) ^  О, Vx <= Н , то пи­
шем А ^  В и т. д.

Воспользуемся также обозначениями !

У =  У к , У  =  Ук+1 ,  У =  У к- 1 ,  y t =  ( у —  y ) f r ,  У1 =  ( У —  Й / ' t ,

У% =  (У — У)/2т, уъ =  (у — 2у Н- у)/т2, 1 у |U =  V(Ау, у),

| у  Ц в  -  V ( В У ,  У),  I I У  | | в - ‘  =  У ( В ~1У> У ) •

3. Любая трехслойная схема может быть записана в виде

Вуи  4 -  B 0yt-\- Ау =  ф, 0 <  t =  кх <  *о, У (0 ) =  г/о, yt (0 ) =  у0, ( 4 )

где г/о, г/о —  любые элементы иэ Н\ ф =  ф ( г ) — произвольная функция;. 
В =  В (i), А =  А (t), В0 =  Во (t), t €= Шт. ,

В (.*) изучались трехслойные схемы, занисанные в одной из форм

Byt +  T?Ryh -f Ay — ф, (2j>

(Е +  %?R) у й +  By°t -f A у =  <p. (2a)

Для удобства изложения мы вынуждены изменить обозначения и запи­
сывать любую трехслойную схему в канонической форме (4). Сравнивая 
(1) с (2i) и (22), видим, что

В =  %2Я, В0=  В для (2j); В =  Е +  r*R, В0 =  В для (22). 1
Имея в виду эти соотношения, легко использовать результаты (*) для\ 

схемы (1).
Решение задачи (1) есть сумма решений двух задач

By~tt +  В0у° +  Ау =  0, у (0) =  г/о, yt (0) =  j/0; (1а>

Byit +  Boy] ~f- Ау =  ф, i /(0 )=  0, г/г (0) =  0. (16)
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Будем предполагать, что исходное семейство схем (1) задается требова­
ниями на операторы

А =  А * >  О, В =  В* >  0, 5 0> '0 , V iS(at; (3)

(1 — сот)Л ^  А ^  ( 1 4  Сот)Л, (1 — Со%)В В ^  (1 -}- с0т)5, (4)

где со =  const >■ 0 не зависит от А и т. Условид (4) означают, что А и В
удовлетворяют условиям Липшица по t. Из (*) следует, что условие

B>- ^- - t2A ( д >  ^£4-А при # = т 2д) , (5)

где е =  const >  0 — произвольная постоянная, не зависящая от А. и г, до­
статочно для устойчивости схемы (1) по начальным данным, так что для 
схемы (4а) имеет место оценка

|jFfe+1L  " . (6)

I у  м  III  =  7* II у*+1 4  у к |Ь<«А) +  ((# (У  — V 4 (<*)) у*, к, у t, к) * к >  0; (7)
15̂ 1 и! =  7* IIЙ1 +  Уо бео +  ((£ (т) — 74 Т*А (т)) ytt 0, г/*; о), (8)

' №й(*А> =  (4(г*)у,у), ■

Л£0 =  Л/о(со, s) ^  1, Mo — 1? если А  и В — постоянпые (но зависящие 
от t) операторы, т. е. со =  0.

4. Л е м м а ! .  Если выполнены условия (3) и (5), то

ll^+i II ̂ lykljutk) +  Ц ,̂а||в(̂ ); (9)

II JVilC >  { 4  g 1 Ук+1 lb«A) i . (Ю)

ll^-l-l[|!> Р (II t/A+1 lU( )̂ .4||*/i, k\\n(tk))2 § =  74e/(l 4  e)- (11)
Доказательство.  Обозначим

/ =  ‘/dltf+ fflUa4- ((5  — 4 & 2A ) y t, yt) =  (Аг/, у) 4- i|i/flU2.

1) j =  (Ay, у +  Tyt) 4- lî lls2 =  \\y\\Az 4- T(Ay, yt) 4  II г/ills2 >  \Ыа2 4  
. 4  tII ÎIaII ÎIa 4  НУ(11в2. в силу (5) имеем

' г Ы и < у = ^ Ы 1в,

; J <  1У Ь +  y L - ' IIУ ik II yt Вв 4  || yt III <  (li УIU -г II yt ||л)2.
0.тсюда следует (9).

2) J  =  (Ay,  у) 4 1|y t IIв =  (Ay,  у — t y t) 4 1| y t ||| -

=  IIУ I& т ( А у ,  Уг) 4 1|U t ||в > I У Ца —  Х \У |Ц !|Vt |Ц +  (|У $в

, > 1 у ^ - - ^ — 1у1 & Ы в Л Л ш ^  (12)

; Выбирая со =  1 / (1 Н- «), получаем (10).
3) Из (12) следует (11).

/  Подставляя затем (9) в (8), (10) и (И ) в (7) и пользуясь (6), видим, 
нто справедлива .

Теорема 1. Пусть выполнены условия (3) — (5). Тогда схема (1) 
устойчива в Н А по начальным данным, так что. для (1а) имеют место 
оценки: - '

ll Vk+l |Ц(*А) ^  М 0 V ^ Ч г-  (IIУ■ (°) IU<*) +  II yt (°) II В(т-)). (13)
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\yk+i\A(tk)̂ -\ytik\h{tk) ^ M (i2 'y r 1 Ф) -f- \Ut (0) [| B(-z)). (43)

5. Из устойчивости (13) по начальным данным схемы (1) следует ее
устойчивость по правой части. , *

Теорема 2. Если выполнены условия (3) — (5), то для решения зада­
чи (16) имеет место априорная оценка

- _____  k

. 1 » « и а д < Л Г , / * ± г - 2 т | * , | ™ > .  '(14)
3=1 .

Доказательство.  Решение задачи (16) ищем в виде
' k ■ ' . - 
Ук =  2  xGK, jt л =  1 , 2 , у0 =  0, (15) '

3=1 ‘

где Gh, j как функция к при любом фиксированном / =  1, 2, . . .  удовлетво­
ряет уравнению (1а) и начальным условиям _

Gj, j == 0) (0,5т50(tj) +  В (tf)) (Gj+i, j — Gjt j) / т =  <pj.

Отсюда и из (15) следует, что у (0) =  yt (0) =  0. Так как ^  0, В =
=  В* >  0, то для решения уравнения (0,5т#о +  В) w =  <р будем иметь 
М в  ^  т. е. II (Gt) j, jWndj) ^  И'Фз'11в_1(4.). В силу теоремы 1 '

I Gk+i, j |Ja(̂ ) (I ~f- 8)/8 [I (Gt),jy j ||s-i(̂ ). ‘

Пользуясь затем неравенством треугольника и (13)
k .

IiУк+iUdk)^ 2  TllG*+-i,j|U(tA)» получаем (14). ’
i==i •

6. Рассмотрим теперь семейство схем ^

в Уи + А У =  ф(0> 0 <  Z <  tth у (0) =  г/о, yt (0) =  уо. (16)

Будем, как обычно, обозначать (16а) задачу (16) с ф =  0, а (166) — за­
дачу (16) с однородными начальными данными г/(0) =  0, yt{0) =  0. . 
Предположим, что

. А и В постоянные операторы, А — А* >  0, В — В* >  0, (17)
и справедливо условие (5). ,

Тогда схема (16) эквивалентна (ср. (2)) явной схеме '■

хь +  Сх =  ф, 0 < i e . ( o t) ж(0) = £ 0, xt(0)=xo,  (18)

где С =  В-Ч*АВ-Ч*, х =  Б !% , ф =  В~̂ чр. Перепишем ее в виде ,

С~1хъ +  х =  Ф , Ф  =  С_1ф =  В'/*А~*ф, \ (18*)

и применим к ней теоремы 1 и 2 (при А =  Е, В0 =  0, В =  <7-1),

Г --- - к ■
Î /t+lli ^  у --- I х 0 II +  1 Xt, 0 ||с-1 +  2  *1<Мс],

■' j=-i . ‘

учитывая, что М 0 =  1. Так как ]\xh\\ =  1Ы1в, ИФИс2 =  (СФ, Ф ) '=
=  {СС-% С~*ф) =  (С-% ф) =  (ВЫ-^ц>, В-Ччр) == (4-*ф,ф), ||ф||с =
= -ИфИлЛ то в результате для (16) получим оценку

V  [l У (°) Ь  + 1 BVt (°) IU-* +  2  т II Фз Iа-*] - (19)
3—1

Теорема 3. Пусть выполнены (5) и (17). Тогда для схемы (16) верна 
априорная оценка (19).
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С л е д с т в и е .  Для явной-схемы (В =  Е) при условии Е ^  7^(1 +  
4" е)т?А (в >  0 — любое число) имеет место оценка

Г~--  k
■< I » * « ] < / - 4 £-[ly(0)]| +  ly,(0)|U-. +S t[4> iU -.] ,  (20)

, , 3=1 •.
Замечание 1. Из (20) видно, что второе начальное значение берется 

в более слабой норме. Оценка (20) удобна для исследования скорости схо- 
дймостй в сеточпой норме Ьч однородных разностных схем для уравнений 
с разрывными коэффициентами. , . ,

Замечание 2. Если

В =  Е +  тЗД, i n i ?  — постоянные операторы, R ^  0, (21)

то из (5) для задачи (166) следует оценка
'■ . . _____k ■ ' ■

■ II у ш II <  ] / " 2  * I! Фз IU-* ЛРИ в  >  Т*А -

Если же вместо (5) выполнено условие (см. (*)) R  ^  ЧаА, то для
(166) получаем

; k

II им  | < У Т * 4+1 2  (22)
.3=1 ■

’ 7. Оценка (20) может быть получена методом разделения переменных 
в случае конечномерного Я  и постоянного А.

Для перемётного оператора А =  A (t) метод разделения переменных 
неэффективен. ,

Если А =  А (t) — переменный, а В  — постоянный операторы, то оценка 
вида (19) имеет место, если <

. р_1Л ^  А ^  рА, . р =  еСоХ для всех f E  cdt, (23)

(со =  const >• 0 не зависит от т и h). При этом в (19) правая часть умно­
жается на постоянную М  =  M(cq) >  1. Сравнивая (6) с (23), видим, что 
из (6) следует (23) при достаточно малом т С  то(со). В случае схемы (1) 
общего вида теорема 3 сохраняет силу, если В 0 =  Во* и операторы А, В, Во 
перестановочны, А ж В  постоянны.

8. Рассмотрим в качестве примера схему (16) с весами (см. (О). Для нее ; 
В =  Е +  <п2А. Условие (.5) выполпено при о ^  (1 +  е) /4  — 1/ (т2!!^!]).

В частпости, явная схема (о =  0) устойчива, если т ^
У 1 +е  УII А \

Так, для уравнения колебаний струны .

д2и /  df- =  (Ри /  дх2, 0 <  х <  1, t >  0, и(0, t) =  w(l, t) =  0,

' и (х, 0) =  щ {х) , ди(х,0) / dt =  Щ(х)

имеем А — —А , Ау — уцх (см. (4)), и явная схема устойчива при 

x^h/yl-\-e, гдо h — шаг сетки на отрезке 0 ^  х Щ  1.
Теоремы 1, 2, 3 применимы для исследования и построения методом ре­

гуляризации (*) разностных схем (в частности, экономичных схем) для 
уравнений и систем уравнений математической физики.

Институт прикладной математики Поступило
Академии наук СССР 24X11 1969 ,

- Москва 1 . „
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