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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ РАЗНОСТНЫ Х СХЕМ ПО ПРАВЫМ ЧАСТЯМ

В работах (*, 2) получены необходимые и достаточные условия устой­
чивости по начальным данным двухслойных разностных схем, определяе­
мых как операторно-разностные уравнения на семействе гильбертовых про­
странств {Hh}.

В настоящей работе построены оценки некоторых энергетических норм 
решений двухслойных разностных схем через начальные данные уо ^  Ни ж 
правую часть <р (it) <= Н^, совпадающие при ср =  0 с оценками работ (\ 2) .

Для изучения устойчивости по правой части применяется метод выде­
ления стационарных неоднородностей (см. (3, 4)) , что позволяет освобо­
диться от некоторых ограничений (таких, например, как малость шага по> 
времени т) работы (5) , где устойчивость исследовалась методом эпергети- 
ческих неравенств. Кроме того, оказалось возможным рассмотреть случай 
несамосопряженных операторов и установить ряд новых оценок. Отметим, 
что все полученные оценки имеют место при тех же условиях на операторы 
разностной схемы, которые обеспечивают устойчивость по начальным дан­
ным.

1. Пусть {Hh} — семейство гильбертовых пространств (вещественных 
или комплексных), зависящее от параметра h (Hh является аналогом про­
странства сеточных функций), <й-с =  {tn =  т ,  п =  0, 1 ,...}  — сетка с ша­
гом т >> 0 и Л, 5: Я л — линейные (аддитивные и однородные) опе­
раторы, действующие н Я ^ и  зависящие от h, т и t =  fn.

Двухслойная разностная схема определяется как операторное уравне­
ние (см. (5))

где у =  уп =  yh,x(tn) ^ H h, yt =  {уп + 1 — У п )  i т, <р(£) е= H h.
Оператор А : Н-+ Н  называется положительным (А >  0), если

(Ах, х) >  0 для всех О ^ ж е Я ,  неотрицательным (А ^  0), если 
(Ах, х) ^  0 для всех ж е Я .  Если А —■ самосопряженный и положитель­

ный оператор, то можно ввести энергетическую норму || у На — У (Ау, у).
Следующие леммы потребуются для доказательства теорем об устойчи­

вости. . -
• Л е м м а  1 (см. (*,2) ). Неравенство

если р ^  1, В ' =  В  >  0, С =  В-'!*АВ~\

З а м е ч а н и е .  В случае действительного пространства Hh неравенства 
(3) и (4) эквивалентны соответственно условиям

B (tn)yt + A ( tn)y =  q>(tn), п — 0 ,1 , . . . ;  у0 <= Hh, (1)

(2)

(3)

если р ^  1, А * =  А >  О, С — А 1̂В~1А 11й, и из условия

< ^ ) о  >  T T F ^ 1’ =  Re ^ (4)
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Будем говорить (см. (5) ), что самосопряженный оператор 3) =  3){t) 
удовлетворяет условию Липшица.но t, если существует постоянная с i ^  О, 
не зависящая от т, h, п, такая, что при любых t ит  справедливы оператор­
ные неравенства .

(1 — c\%)£D{t — т) ^  £D{t) (1'+ c\%)£D(t — т). (5)

Л е м м а  2. Если 2)(t) — самосопряженный положительный оператор, 
то условие Липшица (5) эквивалентно оценке

||2>*(f)(2>-i(0 - 2 >-i ( / - t))2VA(*)!I (6)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Переходя в (5) к обратным операторам, получим 

—епг^Ь1 ^  З)-1 — <  Pix3>~\
v "

где &  (t), @) =  3) (t — т). Отсюда следует неравенство .

—сххЕ ^  3>Чш ( ^ И  _  ib-1) <  с п#,

эквивалентное (6). .
2. Т е о р е м а  1. Пусть оператор А (t) удовлетворяет условию Липшица 

и A* (t) — A(t) > 0 .  Тогда, если выполнено условие устойчивости (3) с 
константой р =  еСоТ, со ^  0, то для решения задачи (1J справедлива оценка

1 У п+1 ||а ( tn ) ^  p n+11 Уо |а  (о) +  2  Х Р П П I■®” 1Фп'Ца ( V ) » п '=  0 ,  • • • ,  (? )
п'=0

яде р =  eZx, со =  с0 +  с\ / 2.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Представим уравнение (1) в виде эквивалентной 

явной схемы (см. (*))

. . хп+1 ■= Sxn +  гА'ЬВ-1фп, (8)

где хп + 1 =  A'k(tn)yn+u х п =  A'b(tn)yn, S =  E  — xC, <7 =  А'1*В~1А 11*. Из ус­
ловия устойчивости (3), согласно лемме 1, следует оценка (2) нормы опе­
ратора перехода S, а из условия Липшица — очевидная оценка

llxnll ^  y i +  CiT||*nlt ^  ее‘т̂||л:п[|.

 ̂ Поэтому из (8) получим

. Ikn+ill ^  Р11жп11
откуда и следует (7).

Аналогично доказывается
Т е о р е м а  2. Пусть оператор B(t) удовлетворяет условию Липшица и 

B*(t) = B ( t )  > 0 .  Тогда, если выполнено условие устойчивости (4) с кон­
стантой р =  ew , со ^  0, то для решения задачи (1) справедлива оценка

П

|| Уп+1  IIв  (tn ) <  p n+1 IIУ 0 IIв (0) +  2  TPn" n' IIФ  М  ||в -‘ и п>) 1 ( 9 )
. п'=О

еде р =  ес°т, е0 =  с0 +  сх / 2.
Заметим, что если и оператор А (t) является самосопряженным, то для 

оценки (9) достаточно условия (3).
3. Оценки, отличные от (7), можно получить, используя метод выделе­

ния стационарных неоднородностей, состоящий в следующем.
Пусть оператор A(t) в схеме (1) является самосопряженным и положи­

тельным. Представим решение задачи (1) в виде суммы

. Уп  =  Vn  +  Wn, ГС =  0, 1, , (10)

где w есть решение уравнения

A (tn)w (tn+i) = *p ( tn), п =  0 , 1 , . . .  ( Ш
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Положим, кроме того, гу(0) =и> (т). Для определепия функции v{t) по­
лучим задачу

. B (t)u t +  A (t)v  =  q>, vq =  уо — w\, (12)

где ф =  — (В — тA) wt.
Решение vn + 1 вспомогательной задачи (12) оценивается по теореме 1. 

После этого, используя неравенство треугольника, из (10) и (11) получаем 
оценку решения задачи (1). •

Т е о р е м а  3. При тех же условиях, что и в теореме 1, для решения за­
дачи (1) справедлива оценка

. It Уп+1 \\а ( in) ^  Р (II Уо \\а (0) +  1 ф (0 )  [|а-1 (о)) +  I ф (t-n) ||д—1 (tn) 4 -
п

+  2  Tpn+I n (е1 Цфп'-iIIa-i vn,) 4-lkn,jfi4-4^n'> b. (13)
n '—l

где р =  со =  с0 +  сх /2, {pw,7 =  (<рп — фп-i) /т. .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Воспользовавшись методом выделения стацио­

нарных неоднородностей, получим оценку

| Уп+1 \\а  (tn) ^  II Vn+1 ||д (tn) +  [| ф ( t n )  |Ц - ‘ (tn) > ■ ( i )

где vn+\ — решение задачи (12), Так же как и в теореме 1, для (12) может 
быть доказана оценка . -

. Syn+i Щ (у  <  р|vn IЦ0n_l} + ГII£_1Ф„|Ц(tn)’ П =  1, 2........ (15)

I V1 1а (0) ^  Р II ̂ 0 и  (0)* -
Для оценки слагаемого ||5-1фп|!̂  в (15) заметим, что _

■ \\В-ЩА =  ||54^||,

где S =  E  — %С, С =  А'/*В~1А\
Далее, согласно (11) имеем

wt =  {А~^)т =  А '1 фг + (А~х —" I -1) Ф (in-i)/T,

так что справедлива оценка

1 А ’-щ Г<  I Фг U - (<„> +  V  и 1'1 { Л - 1 -  I - 1) А '1' IIII ср ((„.О  U -. .

Отсюда, учитывая лемму 2, получим

II -Я- 1 Фп IU (tn) <  Р { ^ 1 1 фп- i  |Ц-1 (*п) + 1 Ф ^ 7 lU -t (tn) }•'

Таким образом, из (15) следует оценка

П

i K + i l l A c y ^ P ^ i ^ o l U  (о) +  2  х Ра+1~п ’ [ ci|| ф«'-1 lU-i {tn >) - f  Ц ф ^ д Ц а - м ^ ') ]*
" п'= 1
Наконец, замечая, что

1Ы1а(0) ^  11#о11а{0> +  11*01 II А(0) =  IIj/oIIa(o)+  11фо11а(о), 

получаем (13).
4. В случае перестановочных операторов удается получить более общие 

оценки.
Т е о р е м а  4. Пусть оператор A (t) удовлетворяет условию Липшица, 

A*(t) =  A (t) >  0, АВ =  ВА, A (t)A (t — т) = A ( t  — i:)A(t) при всех t и т. 
Тогда, если выполнено условие устойчивости (3) с р  =  Со ^  0, то при
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И Ч О и ш К р" ' 1 и г(0Ы|-ь 2  трп"и' и гя -1(р«'11» (16)
п'—0 _

II А' (<„) I <  p"+11 А 'Щ ц „ | -!- \\Л’ 1 (tn) <р„ 1 + I А ':1 (0) Фо I i  -
71

~Ь 2  ТР [ci|M 1 (^n') (pn'-iI -\- I Л 1 {tn>) ф„';11], (17)

где р — ee°i;} со =  с0 +  1с\.
Теоре-ма 5. Пусть оператор В (t) удовлетворяет условию Липшица, 

В* (t) =  B(t) >* 0, B (t)B (t — t ) = # ( Z — т)B (t). Тогда, если
выполнено условие устойчивости (4) с р =  еСоТ, Со ^  0, то rcjm Z =  0, 1, 2, . . .  
для решения задачи (1) справедлива оценка

П

Я 1 ( У  г/n+i 1 <  Рп' г I В 1 (0) у01 2  Ч>П"П' II Я 11 ( Ц  фп;||,- (18)
п'=0

где р =  ес°т, со =  Со +  1с\.
З а м е ч а н и е .  1. Если и оператор A{t) является самосопряженным, то 

(18) выполняется при условии (3).
З а м е ч а н и е  2. Оценки (16), (18) с I =  0 имеют место и без требова­

ния линшиц-нспрерывности.
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I =  0 , 1 , 2 , . . .  имеют место следующие оценки решения задачи (1 ):
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