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1. В [*] показано, что обычные разностные схемы, в том числе и кон
сервативные, аппроксимирующие систему уравнений газодинамики, имеют 
недостаток: в них нарушены энергетические балансные соотношения. 

Выделен класс схем, названных полностью консервативными, которые 
свободны от указанного дефекта. Для этих схем выполняются не только 
разностные аналоги основных законов сохранения массы, импульса и 
полной энергии (как для обычных консервативных схем), но справедлив 
также детальный баланс энергии, т. е. баланс по отдельным видам энер
гии: внутренней и кинетической. 

Полностью консервативные разностные схемы могут быть получены, 
например, с помощью известного интегро-интерполяционного метода [ 2 ] 
при соблюдении некоторого формального правила отбора. Сущность этого 
правила такова. В газодинамике уравнение энергии, например, может быть 
записано в различных видах: дивергентном, описывающем изменение во 
времени полной энергии, недивергентном, выражающем изменение внут
ренней энергии, энтропийном. В дифференциальной форме эти виды экви
валентны, т. е. сводятся друг к другу с помощью остальных уравнений си
стемы. 

В разностном же виде такое свойство эквивалентности, вообще говоря, 
не имеет места и справедливо лишь для полностью консервативных схем. 
Другими словами, полностью консервативные разностные схемы одновре
менно аппроксимируют возможные эквивалентные формы исходной диф
ференциальной системы уравнений. 

В настоящей работе рассматриваются разностные схемы для уравнений 
магнитной гидродинамики в лагранжевых координатах для случая одной 
пространственной переменной. Построены полностью консервативные раз
ностные схемы с первым и вторым порядком аппроксимации.. 

2. Система одномерных плоских нестационарных уравнений магнитной 
гидродинамики при отсутствии продольной компоненты магнитного поля 
в лагранжевых массовых координатах имеет вид [ 3 ] 
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Обозначения: t — время, г —переменная Эйлера, р — плотность среды, 
х (dx = ptfr) — лагран>кева массовая координата, v — продольная компо
нента скорости, р — газокинетическое давление, е — внутренняя энергия, 
о — электропроводность среды, Н, Е — поперечные взаимно-перпендику
лярные составляющие напряженности, соответственно, магнитного и элект
рического^; полей, I — плотность электрических токов, F — электромагнит
ная сила ;Лоренца, Q -г Джоулево тепло. Производная по времени Лагран-
жева. 

Систейа уравнений магнитной гидродинамики может быть записана в 
нескольких эквивалентных видах, имеющих непосредственный физический 
смысл. Так, уравнение энергии (2.7) с учетом уравнения (2.3) можно 
представить еще в одном недивергентнбм виде, выражающем изменение 
внутренней энергии: ; 

• ; • тг-*тАт)+,)- (2'8) 

Кроме того, уравнение (2.7), используя (2.1) —(2.5) , можно свести к ди
вергентной форме : 

*) :\(>-В-\~Л1-У 
описывающей изменение полной энергии. 

Дифференциальные уравнения (2.7) —(2.9) эквивалентны в том смыс
ле, что с; помощью остальных уравнений системы сводятся друг к другу. 

В уравнении движения (-2.1) сила Лоренца F может быть записана в 
дивергентной и недивергентной формах, которые также эквивалентны: 

Ш д /Н2\ 
< 2 1 о ) F -

\ 9 

При численном решении методом конечных разностей система диффе
ренциальных уравнений аппроксимируется некоторой разностной схемой. 
При этом разностную схему можно строить на основе любого из эквивалент
ных видо|В дифференциальной системы. В частности, обычные консерватив
ные схемы строятся на основе дивергентных Уравнений. 
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Сформулируем разностную схему, аппроксимирующую систему урав
нений магнитной гидродинамики в виде (2.1) — (2.7), 

Для этого в рассматриваемой части пространства х, t введем разност
ную сетку {Xi, V), xi+i = Xirfmtj i = О, 1, . . . , N — 1; tj+i = V + тЛ / = 
= 0, 1, . . . . Для простоты сетку будем считать равномерной (mi = т = 
= const, TJ* = х = const), хотя все полученные ниже результаты справед
ливы и для случая неравномерных сеток. 

Определим на сетке сеточные функции, причем значения сеточных 
функций скорости Vi\ эйлеровой переменной гД напряженности электри
ческого поля плотности тока Ij и силы Лоренца Fj будем относить к 
узлам сетки (xi, t3), а значения сеточных функций плотности рД давле
ния :pj, внутренней энергии е^, магнитного поля izV, электропроводности 
oV и джоулева тепла (V — к серединам массовых интервалов (х{+ч2, Р)у 

Xi+% = Xi + 0.5т. 
В дальнейшем, следуя [ 4 ] , будем пользоваться удобными для проведе

ния выкладок безындексными обозначениями 

^ yij = y, У1+1=У, У^ = оу(1-о)у1 y(±l) = yLu (2.11) 

У-У _ —У У — У ( — 1 ) / 2 1 2 \ —Г~Уь — - У ^ 

N-l \ ' N-l N 
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| yiumi = (y,u)> ^ УгЩ7Пг = [г/, и), у.ю<иг< = (г/, и] „ (2.13) 
г'=з1 г ^ О г — 0 , 

Для разностного суммирования справедливо следующее правило: 
[У, их] = — [г/-, и] + — У-\и0. (2.14) 

В выкладках при разностном дифференцировании по времени произведе
ния будет использоваться формула 

{у-и)г='ущ + иуи (2.15) 

а также разностное тождество 
у^) = у(^+ (Gi-a2)%yt. (2.16) 

3, Рассмотрим следующее многопараметрическое семейство разностных 
схем, аппроксимирующих уравнения магнитной гидродинамики: 

v, - P ; v i f . рл> 

г, = 1*4 (3.2) 

( ;^)=^ а 4 ) , . (з.4> 
Я - = 4я / . , • ( 3 . 5 ) 

- , : х р(— 1) 4 ' 

i=e(-i)E, ; (з.б) 
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Здесь 0 ^ Oh ^ 1, к .=== 1, 2, . . . . , 8,—параметры схемы, позволяющие 
осуществить выбор конкретного вида интерполяции по времени соответст
вующих чл'рнов уравнений. 

Для достижения единообразия записи в граничных точках сетки урав
нений схемы, а также разностных формул, встречающихся ниже, введем в 
рассмотрение два фиктивных сеточных интервала тп-\ = 0 и mN = 0. Тог
да, например, в (3.1) под р~\ и pN следует понимать значения сеточной 
функции давления в граничных узлах, при этом само уравнение (3.1) с о 
храняет си£у для i = 0 и i = N. 

Очевидно, для схемы (3.1) — (3.7) закон сохранения массы выполняется 
автоматически в силу использования массовых координат. В данном случае 
вместо него следует требовать выполнения некоторого соотношения для 
объема, j 

N-l ^ \ 

\ гИ=0 

которое справедливо, согласно [*], при 

| :, <т 3 =. а 2. (3.8) 

Использование в разностной схеме недивергентного уравнения энергиж 
обеспечивает выполнение баланса внутренней энергии 

1;ЕЪ — ЕЬ = % ^ А ) ' + В ) , (3.9) 

\ & = [е,1), А5 = -[р«»\№), В1 = [0,1). 1 

Соотношение (3.9) получено суммированием по сетке уравнения (3.7) для 
0 ^ i Nf- 1, /1^/^/2 и выражает тот факт, что изменение внутрен
ней энергий фиксированной массы газа [хо, xN] происходит за счет сум
марной работы сил давления над газом А и джоулева тепла В. 

Вычислим в схеме (3.1) — (3.7) изменение полной энергии. Используя 
(2.14) и (2Д6), преобразуем выражение для А: 

I А> = - [МЧ v™) = lpf\ v^] - W+ Dx\ (ЗЛО) 
где .• j | 

4 = P & W H l W * . Dx[ = ( 0 б - 0 Х ) т [p-v v ^ \ : 
После умножения уравнения (3.1) на гАа*\ суммирования его по сетке» 

и учета (2.J6) имеем i 

[pf\ vM] - [F, i f «>] = V t ] = _ 0.5 [(v% 1] +Dt\ (3.11) 

j ZV = (0.5 - с 6 ) ф Д 1 ] . 

Прообразуем далее электромагнитные члены: 
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(3.12) 

-Здесь мы воспользовались разностными уравнениями для электромагнит-
л о г о поля (3.4) — (3.5). 

Исходя из формулы (2.15) для разностного дифференцирования произ
ведения, можно убедиться в справедливости разностного тождества 

Р / 1 \ р / 1 \ р 
которое после замены производных по времени в соответствии с (3.3) й 
(3.4) можно переписать в виде 

Я<о.5)£ ™ = 0.5 f Ц- OSHHv™. 

Принимая во внимание последнее соотношение, продолжим цепочку пре
образований (3.12); 

+ 
н н 
8я 

НН 
8я ) х 

, H N H N ( ( Г | | ) 

-^^v™-DJ-D6\ 

Сводя все результаты в (3.9), получаем разностный аналог закона сохра
нения полной энергии для фиксированной массы [хо, xN] на отрезке вре
мени [ Р 1 , Р 2 ] : 

(3,13) 

Как видно, в общем случае этот закон не выполняется. Дисбаланс пол-
жой энергии АЕ накапливается со временем и на гладких решениях имеет 
порядок 0(%). На разрывных же и сйльноменяющихся решениях, как еле-



Полностью консервативные разностные схемы 995 

дует из структуры членов Dv\ дисбаланс может стать значительным и 
существенно исказить характер решения. 

Примечательно, что дисбаланс не зависит от шага сетки m и потому не 
может быть уменьшен путем сгущения пространственной сетки. 

Наличие дисбаланса .полной энергии в рассматриваемой схеме связано 
с недивергентностыо уравнения энергии (3.7). Однако использование в 
схеме дивергентного уравнения, например, в виде 

Н(в7) ( _ 1 ) £ ( а 8 ) 

+ I — — ) 

приводит к; аналогичным трудностям. При выполненном законе сохранения 
полной энергии в такой схеме будет нарушен детальный баланс энергии, 
т, е. баланс по отдельным видам энергии. Так, баланс внутренней энергии 
имеет вид | 

И 1 ) | , : - - ^ { [ Р < Ч О + [ ( - ^ . ) « ^ ) } = А 1 : 

( 3 . 1 5 ) 

h 6 

1 ^ = ( 0 . 5 ^ а 9 ) г { ( ^ + ^ ^ ^ {V0)t} , 

: 71./ - (а, - <т8) г « p . v . . , ) # - ( / > _ , ) Д Я , ) } , 

' Dj = (а 7 - 0.5) t {(Нм^Е^ - (Н^Е^}, 

i Л 4 ' = ( а 8 ^ , а 4 ) т { Я ^ ( а д - Я ^ 5 ) ( Е 0 ) ( } , 

А»1' = (?з - 0.5) т 
НН , 5=5 J _ 

В общем случае АЕ'Ф 0, что свидетельствует о плохой аппроксимации 
в схеме внутренней энергии. Указанный дефект схемы не менее опасен, 
чем нарушение закона сохранения полной энергии. По этой причине, на
пример, в! ряде расчетов наблюдался такой нефизичный эффект, как 
уменьшение температуры некоторой массы газа на стадии сжатия при на
личии джоулева нагрева. Особенно недопустимы подобные явления при 
расчете задач, в которых присутствуют функции, сильно зависящие от тем
пературы, такие, как коэффициент электропроводности, теплопроводности 
ит..д. • ; . „" . 
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Чтобы обеспечить в схеме (3.1) — (3.7) соблюдение разностного закона 
сохранения полной энергии АЕ = 0, Dvi = 0 в (3.13), а в схеме с дивер
гентным уравнением (3.14) — соблюдение баланса внутренней энергии: 
АЕ == 0, Dpi = 0 в (3.15), достаточно выполнить условия 

cra = <rle (тв = о-3 = 0.5, ау = 0.5, а 8 = а 4, F = - ( ^ г ) _ . ( 3 . 1 6 ) 

При этом обе схемы оказываются эквивалентными, уравнение (3.7) 
алгебраически сводится к дивергентному уравнению (3.14) и наоборот. 

Очевидно также, что равенство ве = . аз обеспечивает алгебраическую 
эквивалентность уравнения (3.7) разностному уравнению 

которое аппроксимирует дифференциальное уравнение (2.8). 
Условия (3.16) однозначно определяют разностный вид силы Лорен-

чца F. Это выражение аппроксимирует дивергентную дифференциальную 
форму в (2.10) и обеспечивает в схеме соблюдение разностного аналога за
кона сохранения импульса. , 

Дивергентное разностное выражение для силы (3.16) можно преобра
зовать к недивергентной форме 

^=-^ [ ( тр1 Т ) (*+»<- 1 »+^ ё + ; ? ( - 1 ) ) ] . : 

которая аппроксимирует недивергентное соотношение в (2.10). 
Итак, условия (3.8) и (3.16) выделяют из восьмипараметрического се 

мейства разностных схем (3.1) — (3.7), аппроксимирующих систему урав
нений магнитной гидродинамики, двухпараметрическое семейство схем (со> 
свободными параметрами а и р ) , являющихся полностью консерватив
ными: 

Для семейства схем (I) справедливы не только основные разностные 
законы сохранения массы (объема), импульса и полной энергии, но также 
ряд дополнительных балансных соотношений, необходимость выполнения 
которых диктуется физическими соображениями, например детальный 
баланс энергии, т. е. баланс по отдельным видам энергии — внутренней,, 
кинетической, магнитной. Схема (I) одновременно аппроксимирует воз
можные эквивалентные виды системы дифференциальных уравнений маг
нитной гидродинамики. Схема имеет порядок аппроксимации 0{х-\-пг)^ 
при значениях параметров а = (3 = 0.5 порядок аппроксимации равеэ 
0(%* + т). 
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Q = [ ^ № > ( - И ) . 

При этс|м условия полной консервативности (3,16) сохраняются, 
а уравнение!; энергии (3.7) оказывается эквивалентным следующему ди
вергентному уравнению: , 

/ ' Я2 Л г / НН\ 1 /Н<°&Е№\ 

(8 + 0 .^ ( -и> + _) = - [ ( г + т г ) *»]ж + (-с-)., 
I: |' 

Здесь испол|ъз6вана другая форма аппроксимации кинетической энергии. 
Это семейство схем также имеет порядок аппроксимации 0(%-\-т), 

-а при а = р|:= 0.5 —" порядок О (т 2 + ш). 
Построенные схемы Записаны на несимметричных шаблонах и потому 

имеют первый порядок аппроксимации по пространству. Используя сим
метричный шаблон, можно получить полностью консервативные схемы со 
.вторым порядком аппроксимации: 

(а) _ (, НН \ v _ 7 , f 0 . M / J _ j _ „(о.б) 

^ f ^ i t e M " C r * ' H 1 1 ] . 
-Здесь иЬпользовано обозначение г/* = 0.5 (у + у ( — 1 ) ) . 

Недивер|?ентное уравнение энергии в схеме (II) алгебраически преоб
разуется к федующему дивергентному: 

| е _|_ 0.25(̂ f + г . 2 ( + 1 ) ) = • 

! - [ И + ^ . ^ . + ( ^ ) . -
Значение параметров; а = р = 0.5 выделяют из семейства (II) единст

венную полностью консервативную разностную схему для уравнений маг
нитной гидродинамики со вторым порядком аппроксимации О (т 2 + ш2). 

5. Полностью консервативные разностные схемы, аппроксимирующие 
систему уравнений магнитной гидродинамики, были реализованы при рас
чете сильноточного разряда в плазме [ 5 ] . В задаче рассматривались про
цессы, развивающиеся в плазме в результате разряда через нее батареи 
конденсаторов. Как показали расчеты, возникает сложное магнитогидро-
динамическ^е течение с большими пространственными градиентами и рез
кими изменениями параметров во времени. 

При расчете этой задачи по обычным неявным схемам с недивергентным 
уравнением! энергии [ 6 ] -наблюдался дисбаланс полной энергии, который в 

j: • , 

4. Семейство полностью консервативных схем, аналогичное семейству 
( I ) , можно построить при использовании несколько иной разностной ап

проксимаций джоулева тепла в уравнении энергии (3.7): 
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различных вариантах составлял 20—50% от общей энергии системы. Это* 
приводило к физически абсурдному результату: энергия, вышедшая иа 
системы в виде оптического излучения, к концу процесса превышала на
чальный запас энергии, заключенной в батарее конденсаторов. 

Применение полностью консервативных схем устранило этот дефект^ 
6. Для решения системы неявных уравнений обычно используются ите

рационные методы, причем процесс итераций продолжается до достижениям 
заданной точности или заданного числа итераций. Это означает, что фак
тически вместо принятой разностной схемы реализуется некоторая другая 
схема, зависящая от способа решения разностных уравнений. Эта схема, 
вообще говоря, не обладает свойством полной консервативности и даже не 
является консервативной. Поэтому в реальных расчетах дисбалансы уже 
не будут в точности равны нулю. Их величина зависит от количества про
веденных итераций и может служить показателем «доитерированности» 
схемы. 

В силу того что в полностью консервативных разностных схемах соот
ветствующие дивергентные и недивергентные разностные уравнения алге
браически эквивалентны, безразлично с точки зрения выполнения баланс
ных соотношений, какой именно вид уравнения использован в схеме.-
Однако на практике удобнее пользоваться менее громоздкими недивергент
ными уравнениями. 

f Поступила в редакцию 17.12.1969 
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