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В работе рассмотрены вопросы, связанные с численным решением не
самосопряженных краевых задач, возникающих при исследовании полей 
электрических! токов или температуры в среде с анизотропной электропро
водностью и теплопроводностью [^.Использование вариационного подхо
да позволяет перенести важнейшие свойства оператора исходной задачи 
на аппроксимирующий его разностный оператор. Построена дивергентная 
разностная схема второго порядка 
точности для [дивергентного положи
тельно определенного оператора 
исходной краевой задачи. Получен
ная схема использовалась при числен
ном решении ряда конкретных физи
ческих задач* j; 

1. Требуется найти функцию 
и(хи хг), непрерывную в замкнутой 
прямоугольной области G (см. 
фиг. 1) с границей Г = 1 \ + Г2 + у, + Y 2 (Y.I = АВ, у2 = CD, Г4 = AD, 
Г 2 = ВС) и удовлетворяющую во внутренних точках области G уравне-
лию i 

\ &u=*f, (1) 
/I ^ (и д и \ д /, ди \ д / ди \ д t ди\ 

Фиг. 1 

с краевыми условиями 
j и =с= 0 на уЛ и у2, 

. ди ди л т. ш 

[• au=kw2-rwr0™rinl*> 
| k{Xi, хг) ^ d > 0, с, = coast. 

Квадратичная форма 
ди\*-

(3) 

(4) 

(5) 
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положительно определена: 

[и, и] > б 0 ( ^ , и), д0= const > 0, (u,v) = ^uvdx1dx2. (6) 
G 

В классе достаточно гладких коэффициентов к, г ж функций и, удов
летворяющих (3), (4), дифференциальное выражение (2) задает линей
ный, положительно определенный оператор .s$, который является самосоп
ряженным только при г = 0. Обсуждение вопросов, связанных с сущест
вованием и единственностью решения задачи (1) — (4), содержится в [ 2 ] . 

2. Краевые задачи вида (1) —(4) тесно связаны с вариационными 
принципами описания сплошных сред [ 3 ] , поэтому для построения разно
стной схемы естественно воспользоваться вариационным подходом [ 4 ] , ос
нованным на определении решения задачи с помощью интегральных тож
деств., . . . . . . 

Пусть С^2) — семейство функций, дважды непрерывно дифференцируе
мых внутри G и удовлетворяющих краевым условиям (3). Функция и 
G C / 2 ^ является решением задачи (1) — (4) тогда и только тогда, когда 
для любой i; G C / 2 ) выполняется тождество 

- V ' Ф{щ и) = [щ v)=>0, (7) 

[u,v] —^I(u,v) dxxdx^ (8) 
' ' G 

j , ^ / du dv du dv\ ( ^ / du dv du dv \ (9) 

Справедливость этого утверждения следует из первой формулы Грина 

\) ^udx.dx, = \u,v\- \ v ( k ^ ~ r ~ ) d x 1 - f ф - r^)d:rx 

^ , •; • ... (10) 
и из произвола в выборе и & 6\<2). В свою очередь, (7) может служить оп
ределением обобщенного решения задачи (1) — (4). / vr . 

; 3 . Характерным для рассматриваемой задачи является положительная 
определенность и дивергентностъ оператора бФ. Естественно потребовать, 
чтобы разностный аналог А .оператора Ы обладал такими же свойствами. 
Построение оператора разностной краевой задачи, которая аппроксимиру
ет задачу (1) — (4), проведем исходя из равенств (7) — (9). 

-СБ прямоугольнике G — (0 < ха ^ 4 , а = 1, 2) построим сетку 

= {Щц — hhh Хгц'=,ггЩ j.<% = 0 , 1 , . . . . . . , Na, К=? lal'N2f а = 1,2} 

с шагами hi и h2 по направлениям Xi и х2. 
Аппроксимируем интегральную билинейную форму [и, v] разностным 

выражением - -

'''' \u,v\n= 2 W u A ^ . .'(li) 
i i=0 , 4=0 
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Аппроксимация [и, v] может быть выполнена неоднозначно. Среди воз
можных аппроксимаций "отберем только те, которые удовлетворяют сле
дующим естественным требованиям: 

1) локальная аппроксимация билинейной формы I(u, v) разностным 
аналогом v) на гладких функциях имеет второй порядок: 

I(u,v)-Ih(u,v) = 0(h*), h=m&x (huh2);, (12) 
• a=i,2 

2) квадратичная фррма [и, и] h положительна: -

[и, u]'H>0, ифО. (13) 

Билинейный разностный функционал (11) посредством тождества 

Ni - l , N2 ' • 

[и, u].h = (v, Au)h = 2 KuvAuhJb^ 
j i i = 0 , i 2 = 0 

(14) 

4 = j 
1 / . * 2 ^ 0 , iV2, 

0.5, i2 = 0,JV2, 

которое является разностным аналогом формулы Грина (10), Определяет 
оператор А. Аналогичным образом определяется сопряженный оператор А * 

' j • N r - 1 , iV 2 • 

[и, v]h = {и, A*v)h =, 2 ^uA*vhxh2. 

Построенное таким образом разностные операторы Л и Л* определены 
на произвольных сеточных функциях у , удовлетворяющих краевому усло
вию г/ = 0 в узл.ах сетки, принадлежащих Yi и ,у2, и являются дивергент
ными. Возможность построения разностных схем на основе интегрального 
тождества (7) рассматривалась в [5> 6 ] . 

Используек следующую аппроксимаций)' 1(щ v), удовлетворяющую 
(12) , (13): j 

1 I ^ 

2 ] 
i 1 

Лг/ = — 

t ( u x | ) i r + a , i 2 (^xr ) i i , ' i ?+3 ( w * i ) i i , i 2 +3-' ( V 3Ca)i i+Qt, i 3 ] • 

Для Л согласно (14) получаем выражение 

1 ' • . , 1 |1 ( ^ - 5 , ) x a ; + ( Ч , + Р+Уъ) - ~Y (ЧУхг + ?+^) (15) 

во внутренних|точках, ' 

,н$участке границы Гх и ,; 

ЛУ = Г(кгУ*)*гj-тг^Иъ-?>. ^ -fr-.irjiix + r+yXl) (It) 
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на участке границы Г 2; здесь р = дг / ду, q = дг I дх. Смысл обозначений 
£+, 1+ для функций %(х) (1{х)-^ один из коэффициентов кх р, q, г) 

показан на фиг. 2. 
Разностный аналог тождества (7) > 

ФЛУ, и) = [У, и]*-(/, и>Ь ^ 0, (18) 
где 

^ iVi— 1, Nr-l 1 

( / » ^ ) = " Т - 2 2 га+а ^ i i + a , i 2 + a ^ i ^ 2 
ii=*0, г 3 = 0 a = 0 

определяет разностное решение у. Нахождение такого решения эквива
лентно решению разностной краевой задачи 

•Г 

4 у = / , (19) 

где оператор. Л определяется формулами (15) — 
(17). Остановимся на свойствах оператора А. 

Отметим, что для разностного оператора Аг 

так же как и для дифференциального операто
ра справедливо неравенство положительной 
определенности 

(*/, Ay)h^d\\y\\\ 6 > 0 , (20) 

Фиг. 2 где б = const и не зависит от h. 
Введем в рассмотрение самосопряженный 

оператор А0 = (А + А*) / 2 и кососимметрич-
ный оператор Ai = (А — А*) / 2 , так что А = А0 + Аи 

Области определения операторов А0 и Ai совпадают с областью опреде
ления А. Оператор А0 положительно определен: 

(у, A0y)h=(y,Ay)h^b\\y\\\ 

что позволяет ввести норму 

Согласно (15) —(17), 
Nu Nr-l 

\\y\U =-ША0у). 

iV t—1, N2 

MH^h.hJ S k_(yX+ S A-(^)'+4-2[ft-(»i,)U+ (2i> 

+ U )̂l=ivj}. 
Для оценки скорости сходимости решения у разностной задачи к реше

нию задачи (1)—(4) введем погрешность 

• z = y — u. (22) 
Подставляя у — u-\-z в (19), для погрешности z получим уравнение 

Az = $, (23> 
где 

ч|5 = / — Л и = (s£u)h — Аи 

file:////y/U
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есть погрешность аппроксимации дифференциального оператора разно
стным оператором А на решении и. Для достаточно гладкого решения и 
исходной задачи локальная погрешность аппроксимации \|> (в равномер
ной метрике)|| есть величина порядка 0(h2), что следует из аппроксимации 
билинейной формы [и, *>] с порядком 0(hz) разностным аналогом [и, v]h. 

Таким образом, 

} HzlLo2 = (Aoz, z)h = (Az, z)h = (t|>, z)h. [ (24) 

Пользуясь оценкой [ 7 ] , имеем 

j • (Ф, Ф ^ З Д д г ' Ы и (25) 
и, принимая во внимание (24), получим 

(26) 
единичный оператор) Из положительной определенности А0 ^ 

следует неравенство 
А0-{^ 6-{Е, 

6Я (Е-

Отсюда и из 

Так как ||-ф|| =0(fr) и 

(27) 

(28) 

пользуясь которым получаем оценку 

iiiif A-w (А0-^, - ф ) < б - ' ф , - ф ) = б - ' и - Ф И 2 . 

(26) следует априорная оценка для задачи (23) 

lizlL0 < 6-ЩЩ]. 

6 > 0, то скорость сходимости разностной схемы 
в сеточной норме HV будет О (h2). 

4. При численном решении (19) использовались итерационные схемы, 
основанные на методе переменных направлений. Для этого А представ
лялся в виде li суммы двух одномерных операторов Ai и '4 2 , так что 

! : . A=A,+AZ. • 

Проведенс| сравнение двух итерационных схем —- продольно-цоперечной 
схемы (ПЛС)| [ 8] и схемы Дугласа — Рекфорда (СДР) [ 9] — по числу ите
раций, которое необходимо затратить для достижения заданной точности. 
Расчеты проводились с постоянным итерационным параметром т. 
Из фиг. 3, которая относится к решению (19) при к = г == 1, видно, что 
лри любом т ППС (кривая 1) сходится за меньшее число итераций, чем 
СДР (кривая 2). На фиг. 4 представлены результаты решения (19) с 
сильно переменными по пространству коэффициентами к = 1, г = 
= a sin ух siniiyz/ - j - b, a, b, у — постоянные. Отсюда видно, что в этом слу
чае для каждой из схем имеется свое критическое значение т*, при превы
шении которого итерации расходятся, причем для СДР (кривая 2) значе
ние т* больше, чем для ППС (кривая 1). Такое ограничение параметра т 
при сильно переменных коэффициентах появляется в результате потери 
знакоопределенности операторов Ах и А2, несмотря на положительную оп
ределенность tax суммы. Для СДР кривая зависимости числа итераций от 
т имеет «платр». Это обстоятельство облегчает выбор оптимального итера
ционного параметра и позволяет при использовании СДР ограничиться 
меньшим числом итераций, чем при ППС. 
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V 
100 

01 

Фиг. 3 

5. Приведем результаты численного решения некоторых характерных 
задач. Описание результатов не претендует на полноту и носит иллюстра
тивный характер. 

Большой интерес представляет изучение различного рода двумерных 
эффектов в краевых зонах магнитного поля или вблизи электродов [*].. 

В этой области имеется ряд точных 
решений для простейших случаев.. 
Однако возможности аналитического* 
аппарата ограничены даже при весь
ма упрощенном подходе к рассмотре
нию задач с постоянными заданны
ми параметрами проводящей жидко
сти. В общем случае переменных 
коэффициентов численное решение 
задачи практически единственно до
ступно. 

Рассмотрим течение электропро
водной среды с постоянной ско
ростью v (Vi = 1, v2 = 0) и постоян
ной электропроводностью а — 1. 

Течение происходит в плоском 
канале —оо ^ ^ оо, 0 ^ х2 ^ f 
с параллельными стенками (см. 
фиг. 5), которые являются идеаль
ным диэлектриком всюду, за исклю
чением участков, занятых сплошны
ми идеальными электродами —0.5 ^ 
^ х ^ 0.5. Между электродами под
держивается заданная разность по
тенциалов U = 0.7. Магнитное поло 
постоянно в электродной зоне и рав
но Я = ' 1 , а вне зоны спадает по 
экспоненте с показателем 2. Пара
метр Холла Q = ЗЯ. 

Результаты численного решения; 
этой задачи позволяют построить 
распределение электрических токов,, 

представленное на фиг. 4, а также найти такие энергетические интеграль
ные характеристики, как мощность работы плазмы, электрический к.п.д. 
и др. В [ 1 0] приведены результаты серии аналогичных расчетов, имеющих 
целью выяснение влияния распределения по пространству магнитного по
ля и электродов, параметра Холла и др. на картину распределение тока ж 
интегральные энергетические характеристики магнитогидродинамических 
каналов. 

Значительный интерес с общефизической и прикладной точек зрения 
представляет явление ионизационной неустойчивости в низкотемператур-

0.005?*, 0.01 

Фиг. 4 
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ной замагниченной плазме. При определенных предположениях принципи
альное математическое ;описание этого явления сводится к решению си
стемы уравнений 

1 дг|) \ . д ( Н 
о. дх2 J дхг V ov дх2 

д ( Н д\^_ 
дх* \ ov дхх 

(29) 

дхг 

1 df 
а' д±х 

дхо 

= 0, 

дп 
дх1 

"С ЭФ 
Л дх2 

nTv, 

где п — концентрация электронов в единице объема, а = п / v — электро
проводность. В математическом отношении характерной особенностью яв
ляется сильная зависимость v от п, что приводит к сильноменяющимся по 
пространству! коэффициентам в уравнении (29). Численное решение зада-

А 4 7Г 

4 4 4 
S 7f ?г 

* k \ \ \ 

Х Ч Ч Ч VH 
" т ^ Ч ч Ч Ч ^ 

* f t "* * * * 
/ f f Ч 

у t * V ч 

* 1 ' \ f * * * * * & * 
1 t г / 
1 . - j i / 

л Ч Ч \ л 4 

чч ч ч ч ^ 
\ ч \ ч ч х 

Фиг. 5 

чи позволило!получить качественную картину и количественные характе
ристики процесса зарождения и развития страт, наблюдаемых в экспери 
менте. На фи|г. 6 представлены линии уровня п = 1 электронной концен
трации в момент времени £ = 1 . 8 интенсивного развития страт при значе
нии параметр|а Холла .£2 = 1077. Область п > 1. (страта) заштрихована. 
Векторное поле плотности электрических токов показано стрелками. Отчет
ливо видна тенденция жгутования электрического тока вдоль сильно иони
зованной страты. Геометрия задачи ясна из графика. Граница области 
ABCD — идеальный диэлектрик, за исключением идеально секционирован
ных электродов аЪ и cd, на которых задана постоянная плотность нормаль
ной компоненты электрического тока j X i = — = — 1. В начальный мо
мент времени \t = 0 концентрация электронов была постоянна, п = 1. Связь 
температуры Т и концентрации п электронов задавалась по формуле Саха. 
Учитывались столкновения электронов с ионами и нейтральными атомами. 
При дальнейшем развитии процесса распределение концентрации п и элек
трических токрЕ перестает носить регулярный характер и напоминает 
турбулентную картину, наблюдаемую в эксперименте. 
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Более подробный анализ результатов численного решения аналогич
ных задач содержится в [ и ] . 

Приведем в качестве третьего примера результат численного решения 
двумерной задачи о входе сверхзвукового потока проводящего газа в маг
нитное поле. Явление описывается системой уравнений магнитной газоди
намики. Требуется найти стационарное решение задачи, которое достига-

Фю% 6 

ется интегрированием нестационарной системы уравнений методом уста
новления. Остановимся на следующей постановке задачи. Имеется канал 
постоянного сечения d = 1. Магнитное поле распределено по пространст
ву следующим образом: 

* i > 0 , . 

\ * 1 < 0 . 

Область решения задачи ограничим сечениями xt = ± 1 . 5 (см. фиг. 7). 
На входе в канал (сечение xt = —1.5) задан сверхзвуковой поток газа с 
параметрами: плотность р = р 0 , температура Т = Т0, скорость и = и0, 
давление р = /) 0, постоянная адиабаты у = 1.12. Проводимость определя
ется концентрацией электронов цезиевой присадки, посчитанной по фор
муле Саха: 

Основными безразмерными параметрами, характеризующими течение, яв
ляются число Маха М и параметр гидромагнитного взаимодействия Йм. 
В сечении xt = —1.5 они имеют значения М = 2.92, Ru = 0.5. Стационарные 
значения распределенных по пространству параметров приведены на 
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фиг. 7. Указако отношение значения параметра на линии уровня к значе
нию соответствующего параметра во входном сечении. Более подробно 
см [ 1 2 ] . На ф|иг. 7 показан токовый вихрь, возникающий при входе про
водящей среды в магнитное поле. Существование такого вихря известно [*] 
из решения этой задачи при заданном движении среды, т. е. в приближе
ний Ru ^ 1. ; 

Фиг. 7 

Ход линий; уровней на фиг. 7 показывает, что вход сверхзвукового 
потока проводящего газа в магнитное поле при RM = 0.5 сопровождается 
его значительным торможением и сжатием к оси. В свою очередь, измене
ние параметров потока приводит к резкому затуханию электрического то
ка в зоне постоянного магнитного поля при Xi > ' 0 . 

В заключение авторы приносят благодарность И. В. Фрязинову за 
плодотворные! обсуждения, а также Т. А. Горбушиной, Е. Е. Мышецкой, 
В. А. Равинской за создание программ и проведение расчетов, 

i •' 
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