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В этой заметке рассматриваются двухслойные (одношаговые, двухчлен­
ные, схемы первого порядка (1) ) итерационные схемы для решеиия урав­
нения Аи =  f, где А  — линейный самосопряженный оператор, заданный в 
гильбертовом пространстве (г. п .). Для исследования неявных схем приме­
няется метод (2) изучения устойчивости по начальным данным двухслой­
ных разностных схем. Неявная схема общего вида сводится к явной схеме 
(схеме простой итерации). Основная задача теории итерационных схем 
трактуется как задача оценки нормы разрешающего оператора эквивалент­
ной явной схемы и выбора итерационных параметров из условия минимума 
этой нормы. В случае «стационарных» схем решается задача о минимуме 
нормы оператора перехода явной схемы. Изучение вычислительной устой­
чивости итерационных схем сводится к задаче об устойчивости схем относи­
тельно возмущения всех входных данных •— операторов схемы, правой 
части и начального приближения. При построении схем используются ме­
тоды (3). Рассматривается класс схем с факторизованным оператором 
В =  (Е  +  G)i?i) (Е  -)- со-Дг), где R\ и i?2 — сопряженные («треугольные») 
операторы.

1. Пусть Н  — вещественное г. п.; ( , ) — скалярное произведепие в Н; 
(Н  ->~Н) — множество линейных операторов, действующих из Н  в Я. Все 
рассматриваемые ниже операторы принадлежат (Н  —>- Н ) . Пользуемся 
обозначениями (2): А  >  0, если (Ах, х) >  0 для всех г е Я ,  ||;г|| Ф- 0; 
А  ^  В, если (А х , х) ^  (Вх , х) для всех х е  Н  и т. д. Наряду с Н  рас­
сматриваем энергетические пространства Ни, где D =  D* 5> 0, с нормой
Iklic == У (Dx, x ) , D  ( H - + H ) , D  =  A  или В.

Пусть дано операторное уравнение
Ли =  /, (1)

где w — искомый, / — задавный- векторы из II. Для приближенного реше­
ния уравнения (1) рассмотрим одношаговые итерационные схемы, которые 
записываем в каноническом виде
Bk (yk+i — уь) / Tfe+i +  Ayk =  f, к =  0, 1, . . . ,  уо е  Н  — любой вектор. (2) 
Здесь к — номер итерации, у% — к-я итерация, > 0  — параметр, В& — 
произвольный оператор, имеющий обратный ВъГ1. В дальнейшем всюду 
предполагается, что начальное приближение у0 — произвольный вектор 
из Н. Так как решение и уравнения (1) удовлетворяет (2), то для погреш­
ности Zk =  уь. — и имеем:

Bh(zh+1 — zh) j Tft+1 +  Azh =  0, к — 0 ,1 , . . . ,  z0 =  уо — и. (3)
Итерационная схема (2) по форме совпадает с двухслойной схемой (2) , 

соответствующей абстрактной задаче Коши В du, / dt -j- Аи =  /, 0 ^  t ^  £0, 
и(0) —  и0. Поэтому естественно вместо «одношаговая итерационная схе­
ма» (метод) говорить «двухслойная итерационная схема». Если Вк = Е  — 
единичный оператор, то (2) называется явной схемой, если Bk Ф  Е, то 
(2) — неявная схема. Семейство схем (2) определим условиями

А =  А* > 0 ,  Bk =  B k* >  0. (4)
Согласно (2), неявная схема (3) эквивалентна явной схеме x^+i —  SkXk- 

к —  0 ,1 , . . . ,  где xk ~  A4*zu, Sk+l =  Е  — xh+iCk, Ck =  А ^ В ь^ А \  Sk+i —
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оператор перехода (от ft-й итерации к (к-\- 1 )-й итерации) для явной 
схемы. Отсюда следует, что

х п =  Тпхо, Т п =  SnSn- 1 . . . S i ,  Iknll С  Н ^ Л Ы ,  \\xh\\ =  1Ы1а, (5) 
где Тп — разрешающий оператор явной схемы, эквивалентной схеме (3). 
В силу (4) Т п — Тп и Нr j  =  sup | (Тпх , х )  | при Ы1 =  1.

I! х =  ju
Л е м м а  1. Пусть ||7\г11 ^  qn- Тогда для (2 ) верна оценка

\\Уп — в||д ^  qn\\yo — » I U ,  п =  1 ,2 , . . . ,  (6)
«  если А и В перестановочны, го

!14уп — /II <  ffnlUtyo — /II- ' (7)

Итерации по схеме (2) сходятся в НЛ, есля qn ~+ 0 при п-*- оо.
Обычно требуется найти приближенное решение задачи (1) с относи­
тельной погрешностью е Г> 0, либо с абсолютной погрешностью во: 
(Иу« — в||л / IIУо — ttlU) <  в, либо ||у„ — ы||а  <  €о при условии ЦцЦа 1 . 
Первое требование выполнено при ЦГЛ <  е или дп ^  е. Число итераций 
п — щ(е) ,  при котором ИГЛ <  е, зависит от выбора В & и т&, который под­
чиняют требованию inf ЦГЛ (или min qn)~

2. В дальнейшем всюду рассматриваются схемы (2) с постоянными
операторами Bk — В  в предположении, что '

А =  А* >  О, В =  В* >  0, yiB <  А <  -узД Тг >  yi >  0» (8)
где Yi и уг — заданные постоянные (А и В  — энергетически эквивалент­
ные (3), сходные (4), эквивалентные по спектру (5) операторы с постоян­
ными эквивалентностями ^  и 72) ■ (3) при В ^ = В  эквивалентна явной схеме

, Xk-\-i —  — Е  ' ~ \-iC, к ~ 0, 1 , • ,
(9)

С =  CW =  A'/*B~lA lk при x.k =.A'^Zft . 
или С =  С® В~Ч*АВ~ - п р и  Xk =  B l/2Zh.

Отсюда и из (8) следует, что
с  =  С* >  0, y i E ^ C  <  у2Е. (10)

Введем обозначения
То =  2 / (yi +  Уг), Ро =  (?2 — Yi) /JV2 +  •Vi) =  (1 — 5) / (1 +  1).

. P i =  ( l - n ) / ( l + V l ) ,  € =  Vi / T2- (11)
Для схемы (9) разрешающий оператор Т п =  Тп (С)  есть операторный 

полином степени п, норма которого \\Тп{С) [| ^  max |ГП(£) | (см. (6) ) .

Параметры ть Тг, . . .  ,тп находятся из условия inf ||7,П(С,)||, что сводится 
к задаче об отыскании min max | Т п ( t ) |; ее решение имеет вид (1)

(Tfc) f<= [Yi.Yj]
Tfe =  T0/ (l +  Po^)1 К  =  cos [(2ft — 1 ) я / 2и], к — 1, 2 -, . . .  re, (12 ) 

при этом lTn\\<qn, ?n =  2pj^/(1 + P f* ).
Отсюда и из леммы 1 при В^ =  В следует для (2)

IIУл. — и(1в ^  ?п|1уо — »||в, где D =  А или D  =  В. (13)
3. Обратимся к «стационарным» схемам с постоянными В^ =  В 

и % = т :
B( y h+1 — Ук) 1 т +  =  /, ft =  0, 1 ,. . .  , задан т/0 €=Я. (14)

Для Zfe =  у^ — и получим однородное уравнение (Зо) с Bk =  В  и 
Tfc+1 =  т. Ему эквивалентна явная схема с постоянным оператором пере­
хода хк+\ — Sxh, S =  #  — тС, ft =  0, 1, 2, . . . ,  где С — С№ нри xk =  A'^zk 
или С =  С®> при хр,, — B 4iZh. В этом случае Тп =  Sп, НГ̂ Н =  И£||п, так как 
S =  S*, и задача об iaf ||7\*|| сводится к задаче об отыскании inf И̂ П. Вос~

Т Т
пользуемся известным результатом (1) для явной схемы:

Т е о р е м а  1. Пусть S =  Е — тС и  выполнены условия (10). Тогда 
Ц£|| <  1  при 0 <  х <С 2 / Y2, a, in f ||5|| достигается при t  =  т»: in f ||*S|| =

=  11̂  -  ТоСИ =  ро. ■■ Т "
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С л е д с т в и е .  Для схемы (14), (8) при т — То верны оценки
II Уп — u\\D <  pon II у о — u\\D, D =  А или D — В. (15)

З а м е ч а н и е  1.В (2) показано, что необходимое и достаточное усло­
вие оценки ||zJb ^  pnll2olli), р <  1 {D =  А или D =  В)  для схемы (14)

1  1
имеет вид —  (1 — р)В  ^  А  ^  — (1 +  р)В.  Сравнивая его с (8 ), получаем т т
“X — То, р ро*

З а м е ч а н и е  2. Для конечномерного Я  оценки (15) были получены 
в (4, 7) методом разделения переменных. Оцепки (15) неудобны для про­
верки, так как они содержат неизвестное точное решение и уравнения ( 1 ). 

Т е о р е м а  2. Для задачи (14) при (8) и при х =  т0 верны оценки

1Упч — У п 1 п < Р $ Ь 1— У9101 или

1 Ауп ~  / 11в-1 <  92II АУо / Ив—** (16)

Если АВ  =  В А, го верна оценка (7) с qn =  роп.
Условием окончания итераций может служить неравенство 

||уг<+1 — Уп\\п ^  ell^i — yQ\\n. Число итераций при этом п >  щ( г ) ,  где 
щ (г )  =  [In.(1 /-е) /1п(1 / ро) ( [а ]  — целая часть числа а). Без ограниче­
ния общности можно считать || и II а =  1. В этом случае критерием оконча­
ния итераций может служить неравенство || уп — и Но ^  во.

Л е м м а  2. Для схемы (14) при (8) имеют место неравенства

■ ^ 1  —  У п  I d  <  I! У п  —  и \\п <  - ^ 1  У п п  —  У М °  =  ^ В ) -

Отсюда следует, что условие I\уп — и\\в ^  So будет выполнено, если 
И у ,1+1 — yn\\D ^  81; где 61 =  TYie-o.

4. Остановимся на вопросе о вычислительной устойчивости схемы (14). 
Если вычисления ведутся с конечным числом знаков, то из-за ошибок 
округления, решая задачу (14), мы находим ее приближенное решение г/5>. 
которое можно рассматривать как точное решение задачи с возмущенными 
входными данными

B(yh+i — уь) I  to +  %Уи =  fh, k =  0 ,1 , . . . ,  yo e  H. (17)
Будем предполагать, что A  =  A* I> 0, S  =  S* >> 0, т. e. (17) принад­

лежит исходному семейству схем (14). Мерой возмущения операторов А 
и В естественно считать относительное изменение энергии этих операторов

j ( ( i f  — А)х,  х)  | ^  а(Ах, х) ,  | ( (Л  — В)х,  х)  | ^  а(Вх, х)  (0 ^  а <  1)

, , ^для всех х е  Н, что эквивалентно условиям I\A~'l2(A  — А)А~'Щ  ^  а, 
\ \ В ' Ь {Б - В ) В ~ Ч  <  а.

Т е о р е м а  3. Пусть уп — решение задачи (17) и выполнены условия 
(8 ), (18). Тогда при а ^  £ / (4 +  I ) ,  1 =  Yi / Y2 справедливы оценки

II У п  ~  и  t o  <  P n  II Уо  —  u \\d  -\~а у Г + P n )  l l / l b - 1 +

+  шахrl 0--С/г<п—1

где р — Po +  i z r ^ ( l  +  P o ) < ^ - ^ < 1 при D =  A или В.

5. От выбора оператора В  в схеме (14) зависит не только число дей­
ствий Q для вычисления одной итерации, но и число итераций щ(е) .  
Поэтому естественно выбирать В  в некотором допустимом семействе опера­
торов так, чтобы: 1 ) отношение 5 =  Yt /"Уг было максимальным (ро мини­
мальным) , 2) В  был экономичным оператором (Q минимально в некотором 
смысле, например, по порядку относительно | при \ 0). При построении
В  обычно исходят из некоторого оператора R =  R* >  0 (см. (1-7) ) ,  энер^е-
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тически эквивалентного о, А ж В'.
CiR ^  А ^  c2R, С2 ^  ci >  0; (19)

Yitf 5̂  R  Y2-S. (20)
о Ф

Тогда справедливы перавенства (8) с постоянными yi =  £iYi> Y2 =  C2Y2. 
Исследуем случай факторизованного оператора (ф.о.)

Б =  (Е  +  coi?i) (Е  +  ©Л2) , Д =  +  Я2, (21)
где i?i и i ?2 — сопряженные операторы, Rz =  так что В =  В* i>  0,

о о
а со !>  0 — параметр. Числа 71 и 72 в этом случае зависят от параметра 6),

о о

который следует выбрать так, чтобы отношение 7 1/ 7 2  =  /(со) было макси­
мальным (8)

Т е о р е м а  4. Пусть R z =  # 1 * ,  R  =  R i  +  /?2о и R ^  бЕ , \\Rzx\\z ^

^  У : A (ff.r, х ) ,  А ^  б >  0. Тогда постоянные у\ и у2 в (20) находятся по
формулам

Y1 =  6/2(l +  y rri), 7а =  Л/4 У ц ,  Y i/ Y *= 2 V"1,l/’( l  +  y"Tl). 
т] =  6/А герм со =  2/УбД *.

О О  0 9

З а м е ч а н и е  1. Зная 7 1 , 72, находим 71 =  ayi, 72 =  С272 и То =  
=  2 / (yi +  72) • Для числа итераций тго(е) при rj 0 верна оценка По(е) =

З а м е ч а н и е  2. Если воспользоваться схемой (2) при Вк “  В , где В
/1  1 \есть ф.о. (2 1 ), a Xu+i определяются согласно ( 1 2 ), то «о(в) =  О/------ln~—).
v / л L

Вопрос о вычислительной устойчивости такой схемы остается открытым. 
Рассмотрим еще один ф.о.

В =  (Е  -f- ) (Е  -[- согйг)? где R±R% == RzRi, Ra =  Ra* О,
а = 1 , 2  , R i  +  R z =  R  (22)

Т е о р е м а  5. Пусть выполнены условия баЕ ^ R a ^  AJE-, Аа >• 0; 
ct =  1 , 2 ; 62 0; 6i [ l  -f- 62(1 /At ~Ь 1 /Аг)] -f~ 2̂ 0.
Тогда при значениях параметров o>i и <02, равных  <Oi =
=  (Do / (1 —  tDoCo) 0, сй2 —  <Оо / (1  Н~ юоСо) О, coo == 1 / У б / Л /  =

—  I I  Vi62/A 2/, б/ =  '61 +  Со, 62' =  62 — со, А / =  А 1 +  Со, &2 =  Аг — Со, 
Со =  ( 62Д2 — 61А 1 ) / (61 -J- 62 +  .Aj +  Л 2), постоянные эквивалентности 
R  =  R t -j- R 2 и ф.о.' (22) равны

О 1 ----  Р ° 1 +  Р 71 1 ---  Р —_  ̂ ^
Yl <01 +  «а ’ Y2 0)1 +  Ша ’ Y2 1 +  р ’ Р 1 +  1 +  ’

g'
т£,= —1 а =  1, 2.

Схемы с ф.о. вида (22) встречаются при решении разностных эллипти­
ческих уравнений методом переменных направлений (см., например, (®^°)).
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*  При доказательство теоремы i использовано указанное Е. Николаевым нера­
венство В  ^  2<йЛ.
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