
Д о к л а д ы  А к а д е м и и  н а у к  СССР  
1968. Том 179, № 3

УДК 518 МАТЕМ АТИКА

Член-корреспондент АН  СССР А. А. САМАРСКИЙ

О ВЫБОРЕ ИТЕРАЦИОННЫХ ПАРАМЕТРОВ 
В МЕТОДЕ ПЕРЕМЕННЫХ НАПРАВЛЕНИЙ ДЛЯ РАЗНОСТНОЙ 

ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ ПОВЫШЕННОГО ПОРЯДКА ТОЧНОСТИ

Рассматривается разностная задача Дирихле повышенного порядка 
точности 0{\h\k) или 0(1гв) при hi =  ĥ  =  h для уравнения Пуассона 
в прямоугольнике. Для ее решения предлагается итерационный метод 
переменных направлений с двумя наборами параметров {t s}  и {cos} . Ми
нимаксная задача о выборе оптимальных параметров сводится к задаче, 
решенной Жорданом (1). При таком выборе параметров число итераций 
для схемы 0(\Ь\А) увеличивается по сравнению со схемой 0(\h\2) незна
чительно (не более чем на 10% при hi = - h2 =  h <С I f  10 в случае квадра
та со стороной I ) .

1. Рассмотрим схему повышенного порядка точности на прямоуголь
ной сетке «л  =  {{hhi, khz), ==. 0, 1, . . . ,  Na, ha =  1а/ N a, а =  1, 2}  
(обозначения см. (3) ).

— (Ах +  А 2 +  Via (/4 +  Ю  A ]A 2) у = — ф(£)> х ЕЛ У [ yh — f* (ж) ?

(где <Ой =  {(M&i, 12J1 2 ), 0 <  ia <С Na, а =  1, 2}, ун — множество гранич
ных узлов), соответствующее задаче Дирихле для уравнения Пуассона в 
прямоугольнике G —  (0 =sC Х\ 4 , 0 ^  ^  fe ):
A u — —f ( x ) ,  # = ( # 1, х2), 0 <  ха <  la, а =  1, 2; м|г=М-(я:). (2)
Здесь Аа.у =  у£лха , Ф =  / +  Vi2&i2Ai/ +  Vi2̂ 22A 2/, Г — граница прямо
угольника. Схема (1) имеет точность 0(|/г|4), |h \2 =  hx2 -j- /г22, а при 
hi — hz — h и соответствующем ф — точность О (h6) . Для ее решения в 
(2“̂ ) были предложены схемы неременных направлений с циклическим 
набором параметров {xs}- Однако, как следует из (*), циклический набор 
параметров пе является оптимальным даже в случае схем О ( | h |2) .

2. Для решения задачи (1) предлагается следующая схема перемен
ных направлений с двумя наборами параметров {т8}  и {cos} :

S+Vs s

(Е — (тя — иО'ЛО у =  (£  +  (*в +  и*) Л а) у +  (тв — хОф;
s+V2 _

у =  [1 при хх =  0, li, 0 < хг <  г2; “Й =  И- +  («1 +  И г )  Л 2|а;
s+ l S+Va

(Е —  (<в8 — Ха) Л 2) у =  (Е  +  (щв 4- %г) у -(- (сов +  кх) ф; v '
S+1

У -  |Л(х) при X2 =  0, 12,

где ка =  а =  1,2, Е  — единичный оператор (Еу =  у).
Если уравнение (1) записать в матричной форме, то краевые условия 

на уь будут однородными, у\у h =  0, а правая часть ф в (3) заменится 
функцией ф, которая отличается от ф только в пограничных узлах: 
ф = ф  при ha<^xa<^la — hat а =  1 , 2 ;

Ф =  Ф + 4 r ( M ' “ l a ) - i - ( » « i 4 - x a) A p ( x )  п р и  х а  =  /га , а  = f  f>, а ,  0  =  1 ,  2 ;
hl

~  1
ф =  ф +  - у  (М-+1<*) !- (их +  х2) Л ри) прк Жа =  го — Ла, а^=р, а, |3 — 1, 2.
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Тогда будут ставиться однородпые краевые условия:
' s «т 1 s +7 2 ■

У =  У =  У — 0 при ж е г ъ

а в уравнениях (3) вместо ф надо написать ф.
Оптимальный набор параметров { t s} и {o)s}  находится по методу 

Жордана (*) для операторов —Л а (а = 1 ,  2), наименьшие и наибольшие 
собственные значения которых определяются по формулам

л аа и  Ь ъ  4 . 9 Л Ь  /, 2т£Л

й“ =  =  Т = ’ где “ “ -  1* • Ж 00 _ 2 Г '

.  (4=)
3. Перейдем к обоснованию предложенного метода. Рассмотрим опе

раторное уравнение

А и =  ф, А ' =  А\ -j- Лг — (mi +  х )̂ Л 1Л 2, xi > 0 ,  хг >  0, (5)

где 4̂i и Лг — линейные операторы, заданные на конечномерном линей
ном пространстве Н со скалярным произведением ( , ) и ф е  Н.

Предположим, что:
I. А\_ ж А% — положительные, самосопряженные операторы с граница

ми аи Ъi и а2, &2 соответственно, так что ааЕ ^  А а ^  ЪаЕ (аа >• 0), а - -  
=  1, 2 или аа(х, х ) sC (А ах, х) ^  Ьа(х , х) для всех х е  Я.

II. К в ' ч Г 1 так что существуют положительно определенные операто
ра

ртд (£  — ка^а)-1, а =  1, 2. i
III .  Операторы А\ и Аг перестановочны, А\Аг =■ АгА\.
Л е м м а  1. Если выполнены условия I и II, го оператор

Аа =  {Е — 'KaAa)~iA a (а =  1, 2) (6 )

имеет границы аа и Ьа, определяемые формулами

аа — . и f > а — 1,2. (7)
1 *а яа 1 %аРа

Представим А а в виде Аи =  (Л а-1 — х »# )-1. Из условия aJE ^  А а ^  
^  б»»/?, в силу самосопряженности Д«, Ла-1 и АаГ1 — x«Z? >■ 0 , следует,

что -^ -Е  <  Аа1 <  —  (-^-----ха) £■ <  Аа1 — ха.# <  (-J------- ха) Я; так как
° а  a v а . / . '  “ а 7

\
Ка <С » то а-*/? 5̂  il«. =  {Аа" 1 — х» # )-1 ^  bJE. Лемма доказана.

Отметим* что лемма верна для неперестановочных операторов А\ и А 2, 
заданных на гильбертовом пространстве любого числа измерений.

Т е о р е м а .  Если выполнены условия I — III, то уравнение (5) экви
валентно уравнению

(A i +  Az) v =  ф, ф =  (Е  — x H i ) -1(i? -  Х2Л 2) _1ф, (8)

где Jfi и Ж% определяются согласно (G) и являются самосопряженными 
положительными операторами с границами aj, Ъ\ и а,2, Ъг- 

В самом деле, (5) можно переписать в виде

А\{Е — х2Л 2)у  +  (Е — %\A\)Azv =  ф. (8/)

Примепяя к (8') оператор (Е — xiyli)_1(Z? — хгАг)^1 и учитывая пере
становочность всех операторов, получим (8 ). Обратный ход рассуждений 
очевиден.

Итак, решение уравнения (5) сведено к решению уравнения (8 ) с 
перестановочными, самосопряженными и положительными операторами
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&\ и Az, собственные значения операторов А\ и Аг принадлежат отрез
кам [ai, 2м], Г« 2, ^2] ■

Итерационная схема переменных направлений для решения уравне
ния (8 ) рассматривалась в (1), где, в частпости, приведем принадлежа
щий Жордану способ выбора оптимальных (точнее, практически опти
мальных) итерационных параметров {т.,}, {со*}. Напишем соответствую
щую схему (*)

(Е  +  ха&^{Е  -| <вД2) у =  (Е  — и Д 1){£' — г Д а ) У Ч- (гв +  &>s) ф.

Применим к обеим частям этого уравнения оператор (Е  — у^А <) (Е  —
— Х2А 2 ) и учтем, что все операторы перестановочны и (Е  — щАл) (Е  -J- 
-j- %,SA 5) =  Е  — -j- t S(E  — KiA-i)A\ — E  -j- (t,s — Xi) Л*,, (E  — XtA\) X
X (E — о>8ЛУ) — E — (cos — xi )А\ и т: д. В результате "получим схему

s+1
■ . : . (Е  +  (TS — Ki) А ±)(Е  -I- (ms ™  x2) At) у 'Ш .

=  (E  —  (ros 4 - xi) Аг) (E  — (ts +  x e) Л2) у +  ( t s.Jh (os) Ф- ’ (9)

Записывая ее в каноническом виде . .
s+ i s .

(Е  ( t s — Xi) At) (E  +■ (ros.— x2) A2) ^  +  A\y =  <p,

убеждаемся в том, что она точно аппроксимирует (4) на решении v. Схе
му (9) реализуем при помощи алгорифма '

S+Va S ' , S -

(Е  +  (ts — х,) A t) у =  (Е  —  (тв Н - Ха) Ла) у 4- (тв ф,
. (Ю)

«St I  5 + * / з

(Е  +  (0), — Ха) Ла) у = { Е —  (ш8 +  х г) А г). у +  (<вв 4- xt) ф.

Эквивалентность (9) и (10) доказывается по аналогии с (5). Из (10) 
находим

S+Vs S
(м8 +  *«) У =  (ив +  * i )  (Е  — (ts +  х2) Ла) У +

S+1
4' ( f 8 —Ki)(E 4- (t'V"'- ка) Л 2) у • (11)

Подставляя (11) в (10), получим (9). Обратный ход рассуждений 
очевиден.

Заметим, что все предыдущие рассуждения сохраняют силу и в слу
чае абстрактного гильбертова пространства II, если At и А 2 удовлетворяют
условиям I—TTI.

Полученные в этом пункте {результаты; очевидно, применимы не толь
ко для задами Дирихле (1 ) ,но и для других задач, приводящих к урав
нению вида (5).. . • >: • . ,

4. Обратимся теперь к схеме повышенного порядка' точности (1).
В этом случае .

Аа =  —  Ла, ха =  г'/ М , аа — т г  sin2 , Ъа — -^-cos2-^-— , а=1 , 2.
. а  21 a  h \  21 а

в-РЛ .
Если для у мы хотим поставить обычные условия на ун, то следует 

использовать уравнение (11) при ян =  0, k. В самом деле, полагая в
S 8+1 . - i

(11) у =  у —  (х, х <= yh, получаем

si-1/* _  _  '
t/ = | i, }Л =  ц +  (X! 4- х2)Ла|х при % =  0, lu 0 < ж 3< г 2.

Порядок счета: 1) вычисляются аа и Ьа; 2) по аа, Ьа согласно (*) на
ходятся параметры { t s} и {cos},  соответствующие схеме (8); 3) после
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этого методом прогонки решается система (3) (се разрешимость следует 
из того, что Аа, >  0, тг8 >  0, (03 >  0) • и

В (*) получена приближенная формула для числа итераций у ( г ) , обес
печивающих точность s !>■ 0. Для задачи (5) она имеет вид

(12)

где

I - * - /
(bl -- ffll) (&2-- з̂)
(bl ~j— йз) (&2 —j- й±)

Пользуясь этой формулой, нетрудно сравнить числа итераций для пя
титочечной схемы второго порядка точности (v (e ) ) и для схемы повы

шенного порядка точности (v ( s ) ) .  Из (12) видно, что v |ej "  ^  ’

где *П| определяется по тем же формулам, что и rj, если заменить в них 
аа на da и Ъа на Ъа. Приведем результаты сравнения для случая квадрата 
-со стороной 1\ =  1% =  1 и квадратной сетки hi =  h% =  h(r\ =  а IЪ, т} —
— alb,  a* =  аг —  a, hi —  Ъ2 =  Ъ)

1,1 при h =  0,1.
1,05 при h =  0,02.
1,04 при h =  0,01.

V

V

. Объем вычислений на каждую итерацию для обеих схем практически 
■одинаков, а различие в числе итераций незначительно. Так как схема 
повышенного порядка точности позволяет пользоваться более грубой 
сеткой для достижения заданной точности, то ее применение особенно 
выгодно в тех случаях, Когда решение и — и\х) задачи (2) обладает 
достаточной гладкостью. *
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