
Доклады Ак ад ем ии  н а у к  С С С Р  
1968. Том 181, № 5

УДК 518:5,17.944/947  . МАТЕМА ТИКА

А. В. ГУЛИН, член-корреспондент АН СССР А. А. САМАРСКИЙ ,

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ РАЗНОСТНЫХ СХЕМ В КОМПЛЕКСНОМ 

ГИЛЬБЕРТОВОМ- ПРОСТРАНСТВЕ

В работах (1л;4) изучались вопросы теории разностных схем как опера­
торных-уравнений в вещественном гильбертовом пространстве. В настоя­
щей заметке показано,- что основные методы и результаты работ (1_4) 
можно перенести на случаи .комнле,ксш>1х пространств. Для двухслойных 
схем с постоянными операторами получены необходимые и достаточные 
условия устойчивости по начальным данным в различных энергетических 
пространствах. Получены также достаточные условия устойчивости трех­
сложных схем. Выделение классов устойчивых, схем "позволяет проводить 
регуляризацию и построение абсолютно устойчивых ;факторизованных схЪм 
в комплексном гильбертовом пространстве.: Отметим  ̂что, априорные одон- 
ки для некоторых разностных схем в комплексном гильбертовом простран­
стве получены в работах (5‘ 8) .

1. Поясним обозначения: {IIh} -- множество комплексных . гильберто­
вых пространств, зависящих от параметра A; h — элемент некоторого нор­

мированного пространства с нормой \h\; =  {tn =  пх, п 0, 1,. .  .
. . . ,  тг0} — сетка на отрезке 0 ^  t(> с шагом т =  to/ Щ] y{t) =  У к,-1 (O'—
функция действительного дискретного аргумента I =  1п со значениями 
в //д. Индексы /г, т в дальнейшем часто опускаются.

. В Нн определено скалярное произведение (г/, и) =  (и, у), и норма 

|| у || =  I/). Любой линейный оператор А можно представить в виде
суммы А =  Ао + iAi, Ао =  Re Л =  '/г (А* + А), Л\ — Im А —

=  ^  (А* ~  А).

Оператор А, действующий в комплексном гильбертовом пространстве 
Щ называется положительным, А 1> 0, если А =  А* и (Ах, х) 0 для 
всех ж е Я ,  х Ф  0; неотрицательным, А ^  0, если А =  А* и (Ах, х) ^  О 
для всех ж е Я .
. .Если А >  0, то можно рассматривать гильбертово пространство На 
элементов у, и g  I I  со скалярным произведением (у, р ) а ~  {Ау, и) и нор­

мой ~\\у\\А = i ( A y , y ) .  "
Мы рассматриваем двухслойные разностные схемы (см. (0)

Byt + A y  =  0t у(0) =  уо, (1)

где А и В — линейные операторы на /Д, у о е  Нь, — заданный элемент* 
у =  Уп =  у {tn), yt =  (yn+i — уп) /т, п =  0 , 1 , . . m — 1. . v

2. Следуя (2), будем говорить, что схема (1) устойчива но начальным
дапным в НА, где А >• 0 — постоянный липейный оператор над I Ih, если 
существует такое действительное число со, пе зависящее от т и ft, что при 
достаточно малых т и \h\ для решепия задачи (1) с любыми начальными 
данными у о е  Hh верна оценка .

II Уп ]Ц <  Уо ||А =  ръ | Уо \\А, tn =  xn, п — 1, 2, *. . ,  /г0. (2)

Схема (1) абсолютна устойчива, если (2) выполняется при любых 
т >  0 и \h\ 0.
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В данной заметке мы ограничиваемся изучением устойчивости с по­
стоянными операторами А и В. 4 х '

Наряду с (1) будем рассматривать явную схему

Xt +  Сх =  0, #(0) ■ = хо (3)
или, в другой записи,

Xn+i =  Sxn, п —  0, 1, . .  ., по — 1, S =  Е — хС. (4)

Следующая лемма позволяет свести изучение устойчивости схемы (1) 
к изучению устойчивости явной схемы (3).

Л е м м а  1. Пусть в (1) А и В — постоянные (не зависящие от t) опе­
раторы. Тогда, если 4  >  0 м существует J5-1, то устойчивость в П схемы 
(3) с С =  А^В~1А'/2 эквивалентна устойчивости в На схемы (1). Если 
В  >  0, то устойчивость в Н  схемы (3) с С — B~l/iAB~lk эквивалентна 
устойчивости в Ни схемы (1).

Доказательство этой леммы, ввиду полной аналогии со случаем дейст­
вительных пространств (см. (2) ), опускаем.

Так же как ив (2), можно показать, что, если оператор С — постоянный, 
то для устойчивости в Я  схемы (3) необходимо и достаточно выполнения 
оценки

\\s\\ < Р, • (О)
где р =  еСоХ и S =  £  — хС.

Если в (1) А и В — постоянные положительные операторы, то сохра­
няют силу все теоремы из (2), и поэтому мы не формулируем здесь соот­
ветствующих результатов для схем в комплексном пространстве.

3. Докажем леммы, которые позволяют исследовать устойчивость явной 
схемы (3).

Л емма  2. Пусть S =  Е — хС, где С =  Со +  iCi, Со ^  0 и оператор 
С”1 существует. Тогда условие

(1 + р)(СМ)о5*тЯ, (С-1)о =  Re С-1, (6)

при р ^  1 достаточно и при 0 -< р ^  1 необходимо для выполнения 
оценки (5).

Д о к а з ате ль ст во .  Замечая, что (6) эквивалентно условию

40*11* <  (1 +  р) (Со%, х), (7)

получим, что, если выполнено (6), то для любого х ^ Н

\\Sx\\2 =  \\х\\2 — 2x{Cqx, х) + ■х®||Са?||а ^  \\х\\2 +  т(р — 1) (Сох, х ) . (8)

Далее, из (7) и из неравенства

(Со*,*)2<  \\х\ПСхр . (9)
получим оценку

х(СоХ,х) ^  (1 +  р)Ы|2,

подставляя которую в (8), видим, что при р ^  1 для любого х ^ Н  будет 
ll&e|i2 ^  р2||я||2, т. е. справедливо неравенство (5).

Обратно, если выполнена оценка (5), то при любом х ^  Н  имеет место 
неравенство

(.1 — р2)1Ы12 — 2т(Со#, х) +  т2||Са:!|2 ^  0, (10)

откуда, учитывая (9), получим, что

(1 + (р)1Ы! ^  х\\Сх\\. (11)

Если р ^  1, то из (10) и (И ) следует (7).
Л ем м а  3. Пусть S =  Е — хС, где С — Со ~Ь iCi, р >  0 — число. Тог­

да условие .
 ̂ тСо ^  (1 +  р)Ё (12)

необходимо для выполнения оценки (5).
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Д о ка з а те ль с тв о .  Так как для любого’ оператора ||Re 511 ^  ||5|J, та 
из (5) следует оценка

||Е  — tCoII ^  IIЕ —  тС'Н ^  р .

Отсюда, учитывая самосопряженность оператора Со, имеем

—рЕ ^  Е — тСо ^  pjЕ.

Из этих неравенств получим, в частности, условие (12).
4. Сформулированные ниже теоремы являются следствиями лемм 1—3 

настоящей работы, теоремы 1 и леммы 2 из (2) .
Т е о р е м а  1. Пусть в схеме (1) А и В  ■— постоянные операторы, В =  

=  Во + iBu Во ^  0. J5-1 существует, А >  0; р =  <?Со\ с0 ^  0.
Тогда условие

■ (1 +  р ) Я о ^ т Л  (13)
достаточно и условие

(1 +  рМ -1 . (14)

необходимо для устойчивости в Н а схемы (1). Условие (13) с р =  1 не­
обходимо и достаточно для устойчивости (с Со =  0) схемы (1) в Н а - 

Т е о р е м а  2. Пусть в схеме (1) А и В — постоянные операторы, 
В !> 0, А =  Ао + iA\, Ао ^  0, А~1 существует и р =  еСаХ, с 0.

Тогда условие ^
. (1 +  р) (^ _1)о ^  тB~v (15)

, достаточно и условие
(1 +  p)J5 ^  х4о (16)

необходимо для устойчивости в Нц схемы (1). Условие (15) с р =  1 не­
обходимо и достаточно для устойчивости (с Со =  0) схемы (1) в Нв-

Условие (15) содержит обратные операторы и поэтому неудобно для 
проверки. Приведем две теормы, дающие достаточные условия устойчи­
вости при более сильных ограничениях на операторы разностной схемы.

Т е о р е м а  3. Пусть в схеме (1) А и В — постоянные перестановочные 
операторы, В >  0, А —■А0 -j- iAx, А0 ^  0, А — нормальный оператор, 
А*А '=±-АА*, и пусть существуют неотрицательные постоянные Ci и Сг, не 
зависящие от Них, такие, что при всех х ^  I I  выполнены условия

Tj%\.{AiX,x) | с2(Вх, х), (17)

. (1 -f p)j3 ^  тА0, (.18)

где р =  еС]Х. Тогда схема (1.) устойчива в Нв с Са =  с± .-f- Угсг2.
Т е о р е м а  4. Пусть в схеме (1) А и В — постоянные операторы,В !> 0, 

А =  Ао + iAi, А ^  0 и пусть существуют неотрицательные постоянные 
С\ и Сг, не зависящие от h и т, такие, что при всех х е  Н  выполнены 
условия '

. | {Ахх., х) 1 ^  сг{Вх, х) , ^19)

(1 +  р)В ^  ъАо, (20)

где р =  ес,%. Тогда схема (1 )  устойчива в Нв с со — ci С2. • . .
Не останавливаясь на формулировке достаточных условия устойчивости 

по правой части и для схем с переменными операторами, отметим тодько, 
что и в этом случае справедливы оценки, аналогичные тем, которые полу­
чены в работах (2, 4) .

5. Достаточные условия устойчивости (13) позволяют осуществить ре­
гуляризацию (см. (3) ) неустойчивых двухсл;ойпых схем и построение абсо­
лютно устойчивых факторизованных схем. , ■ ■ - ;

Рассмотрим, например, явную двухслойную схему .

iyt +  Ay =  *р(*), А=А^-\-Аг, Аа >  0, а =  1, 2. (21)

Согласно теореме 1, эта схема устойчива по начальным данным (с р === 1)
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в На тогда и только тогда, когда выполнено условие ^

Во ^  Ч&А. (22)

В данном случае В =  iE\ Bq = 0 ,  В\ — Е. Следовательно, схема (21)
абсолютно неустойчива. Поэтому вместо (21) надо пользоваться регуляри-
зованной схемой

iyt +TRyt +  A y = q ( t ) ,  (23)

которая, согласно теореме 1, абсолютно устойчива в Б  а (с р =  1) йри 
всяком R , удовлетворяющем условию

. Re R =  R 0 ^  Ч 2А .  (24)

•Пусть выполнено (24) и, кроме того, j

R =  Ri -f- R2, R-a >  0, a =  1,2, =  RzRir
Тогда факторизованная схема f-

■ . а

+ А у =  Ф, В == — г П ( ^  + т#а) -  + тД — 1Т »ад  (25)
а=1

абсолютно устойчива в Н а с р =  1, так как

Re В  — xR ^  72̂ -4.

6. Сформулируем достаточные условия устойчивости трехслойной раз­
ностной схемы

Ву$ + t *RyTt + Ay =  0, у (0) =- г/о, У (т) =  уъ (26)

где А, В, R — линейные оперторы в Нн, У =  Уп =  у {tn) ,

Уt =  (2/n+i — У»)/т, yj =  (Уп — Уп-i)/tr у^ =  Va (*/< + У*), =  (у(—уТ)1г.

Т е о р е м а  5.' Пусть в схеме (26) операторы A, R — постоянные и само­
сопряженные, В =  Во +  iBi. Тогда, если выполнены условия

В о ^ О ,  4 R ~ A ^ Q ,  А >  0, (27)

то для решения задачи (26) справедлива оценка

(28)
где

IIУп 1(1) =  Хи (А  (Уп + Утг-1) ,  Уп + Уп-0 + {(R — ги А )  (у п —  у п- х ) ,  У п— Уп-0-

Поступило 1
28 III 1968
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