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В р ] при изложении метода регуляризации схем мы использовали тео
ремы о достаточных условиях устойчивости и априорных оценках для 
двухслойных и трехслойных схем. В данной статье мы даем доказательст
ва этих теорем.. 

Пусть {HN} — последовательность вещественных унитарных прост
ранств, {UN,%(t)} — последовательность абстрактных функций yN,x(t) 

дискретного аргумента t е сот со значениями в HN, где сот = {tj = /т, 
/ = 0, 1, . . . , /о} — сетка на отрезке 0 ^ t ^ tQ с шагом т. Рассматрива
ются линейные операторные двухточечные (трехточечные) уравнения, 
связывающие точки yN,x(t-\-x) и yN,x(t) (точки # 2 V , T ( £ + T ) , y N , x ( t ) , 

yN,x(t — т)) пространства HN- Эти уравнения естественно назвать двух
слойными (трехслойными) операторно-разностными схемами. 

Отправным пунктом исследования является каноническая форма за
писи схем. Рассматриваются множество двухслойных схем 

y(t + x) — у It) 
B(t) и к ^ ^ * к } + A ( t ) y ( t ) = 4 ( t ) r 0 < t = tj < to, 

(0.1) 
У(0)=Уо, y0^HN, 

и множество трехслойных схем 

B(t)- U ( t + X)~U{t~X)+R(t)(y(t + x)-2y(t) + y(t-r))+ (0.2) 

+ A{t)y(t)=v(t)x y(0) = y 0 , y(x) = y u Уо, yi^HN. 

Здесь y(t) =yN,x\t) —искомая функция I е сот; q>N,%(t) —заданная 
абстрактная функция t е сот со еначениями в HN; у 0 и у \ — заданные век
торы из HN; A(t) = A N ) X ( t ) , B(t) = BNt T ( 0 , # ( 0 = #лм;(0 — линей
ные (аддитивные и однородные) операторы, отображающие HN на HN. 

Вводя предположения весьма общего характера относительно операто
ров схемы (например, положительность В и А , самосопряженность А для 
(0.1)), выделяем из множества всех возможных схем исходные семейства 
двухслойных схем (ИС-2) и трехслойных схем (ИС-3). 



Классы устойчивых схем 1097 

Устойчивость схем, следуя [ 2 ] , [ 3 ] , определяем как свойство равносте
пенной по N, т непрерывности {JJN,%(t)} относительно входных данных 
{Ч>лг,х(*)>, {У*,х{0)} и {yN,x(%)}. 

Ставится задача: выявить запас информации относительно операторов 
схемы, достаточный для устойчивости схемы. 

Найдены необходимые и достаточные условия устойчивости двухслой
ных схем (§ 2) и достаточные условия устойчивости трехслойных схем 
(§3) . Эти условия выделяют классы устойчивых схем. Достаточные усло
вия устойчивости имеют простой вид, например 

где ( , ) N — скалярное произведение в H N . 
При изучении устойчивости для конкретных разностных схем, аппрок

симирующих уравнения математической физики, необходимо привести 
схему к каноническому виду (0.1) или (0.2), ввести пространство сеточ
ных функций H N , проверить принадлежность схемы к ИС-2 или к ИС-3 
и, наконец, проверить выполнение достаточных условий (0.3) или (0.4). 

Применяемая автором методика вывода априорных оценок основана на 
использовании элементарных теорем функционального анализа и энерге
тических неравенств. Она является естественным развитием энергетиче
ского метода получения априорных оценок, применявшегося многими авто
рами при изучении устойчивости конкретных разностных схем для диф
ференциальных уравнений математической физики, а также для разност
ных аналогов этих уравнений. Сюда относятся, например, работы [ 4] — 
[ 2 3] и др. (в этих статьях можно найти ссылки на другие работы). 

Мы не имеем возможности останавливаться на обзоре этих работ. Сде
лаем лишь одно замечание. Общая тенденция развития теории априорных 
оценок состоит в стремлении получить решение разностной задачи в воз
можно более сильной норме через правую часть в возможно более слабой 
норме. Это важно для исследования скорости сходимости схем для урав
нений с разрывными коэффициентами, на неравномерных сетках и т. д. 

В качестве примера приведем работу [ 8 ] , где для неявной схемы, ап
проксимирующей уравнение типа С. Л. Соболева, автор получил оценку 
решения у в сеточной норме W2

l через | | T ] | I L 2 , предварительно представив 
правую часть в дивергентном виде ф = div/г и, где div/i — разностный ана
лог оператора div. Эта норма, как следует из § 1, совпадает с нормой 
I k p L - 1 = У(^1 - 1 ф, ф ) в энергетическом пространстве НЛ

 1 для случая кон
сервативного или дивергентного оператора А = T*ST при S = Е (ср. [ 1 0 ] ) . 
Оценки Цг/llw,1 через \\г\\\ь2 были получены для разностных эллиптических 
задач в [ 9] — [ 1 0 ] , оценки \\y\\wJ и \\у\\с через ||т]11ь2 —в [ 1 8 ] , оценки \\у\\с-
через ИцИь, —в [ 2 4] (для одномерной задачи). В [ 1 6] для схем с весами, 
являющихся разностными аналогами уравнений параболического и гипер
болического типов, получены оценки, содержащие правую часть в норме 
вида | | Л - 1 ф | | + 1 И - 1 ф II и т. д. Простейшие априорные оценки для схемы 
Роте, аппроксимирующей абстрактную задачу Коши, имеются в [ 2 5 ] . 

(By, y)N ^0.5х(Ау, y)N для (0.1), 
(Ry, у) N 2^ 0.25 (Ay, y)N для (0.2), 

(0.3) 
(0.4) 
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Некоторые априорные оценки для операторно-разностных схем в гиль
бертовом пространстве приводятся в [ 3 ] , [ 2 6 ] . 

Основные результаты работы изложены в § 2 и 3; § 1 содержит вспомо
гательный материал, используемый в § 2 и 3, а также некоторые априор
ные оценки для операторного уравнения I рода Ау = ср. 

§ 1. Введение 

Прежде чем переходить к теории устойчивости эволюционных (двух
слойных и трехслойных) схем, введем необходимый математический аппа
рат и продемонстрируем возможности энергетического метода получения 
априорных оценок на примере уравнения I рода А у = ф, где А — линейный 
оператор, заданный в вещественном унитарном пространстве. Получен
ные в пп. 2 и 3 априорные оценки представляют и самостоятельный ин
терес для теории разностных агпроксимаций краевых задач для эллипти
ческих уравнений. 

1. Н е к о т о р ы е н е р а в е н с т в а и т о ж д е с т в а . 

Пусть HN — вещественное унитарное пространство со скалярным про
изведением (,)JV и нормой \\X\\N = У(х,х)я, A N — линейный (однород
ный и аддитивный) оператор, заданный на HN, где N принимает целые 
положительные значения. В общем случае N = (Л г 1, Л т

2 , . . . , Nm) — состав
ной индекс, т. е. набор целых чисел i V i , N2,... ,Л 7

Ш , Ns > 0, где т конечно. 
Условие Nоо означает, что все Ns ->- со, s — 1, 2, . . . , т. Мы будем рас
сматривать последовательности пространств {HN} и операторов {AN}. 
В тех случаях, когда рассматривается любое Лг, индекс N опускаем. 

Нам понадобятся некоторые элементарные неравенства (х и у — лю
бые векторы из Н) [27] — [29]: 
1) неравенство треугольника 

\\х + у\\^Ы\ + \\у\\; (1) 
2) неравенство Коши — Буняковского 

\{х,у)\<\\х\\\\у\\- (2) 

3) обобщенное неравенство Коши — Буняковского 

(Ах,у)^ (Ах,х)(Ау,у), (3) 
или 

\(Ах,у)\^\\х\\а\\У\\а, \\х\\а = У(Ах,х), (3') 

где А — произвольный неотрицательный ((Ах, х) ^ 0 или А^О) само
сопряженный оператор; 
4) неравенство 

» / * ч'/|/ * ч'Л 
2 lall* < ( S ^ 2 ) ( 2 И«2 ) , (4) 
« = 1 4 сс=1 а = 1 
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где А а , Ра — любые неотрицательные числа; 
5) е-неравенство 

\аЪ\ < еа2 + - ^ Ь 2 , ( 5 ) 
4е 

где а, Ь, 8 > 0 — любые числа. 
Кроме того, мы будем пользоваться следующими свойствами линейных 

операторов (см. [ 2 7] — [ 2 9 ] ) . 
Пусть X и Y — линейные нормированные пространства с нормами || • 111 

и !! • || 2 соответственно, А — линейный оператор из X в Y. Для того чтобы 
обратный оператор Л - 1 существовал и был линейным (как оператор из 
У в X), необходимо и достаточно, чтобы существовала такая постоянная 
б >- 0, что для всех х е X 

\\Axh>b\\xh. (6) 

При этом справедлива оценка 

| |4-»| |<1/6. (7) 

Доказательство этой теоремы см. в [ 2 7] — [ 2 9 ] . 
Все последующие леммы и теоремы относятся к линейным операто

рам А в вещественном унитарном пространстве Я . 
Будем пользоваться теми же обозначениями, что и в [*] (х, у — любые 

элементы из Н, б и с* — положительные числа): 
А неотрицателен, А ^ 0, если (Ах, х) ^ 0; 
А положителен, А > 0, если (Ах, х) > 0 для всех х Ф 0; 
А положительно определен, А ^ 6Е, если (Ах, х) ^ 6|[#||2; 
А полуограничен снизу, А 5> — с ч Е , если (Ах, х) ^ —с*||«г||2; 
А самосопряжен, А * = А , если (Ах, у) = (х, Ау). 
Здесь Е — единичный оператор. 

Формулируем ряд элементарных лемм. Для полноты изложения при
водим их доказательства. 

Л е м м а 1.1. Если А — положительно определенный оператор, 

А > ЬЕ, (8) 

то справедливы неравенства 

\\Ах\\*^Ъ(Ах, х), (9) 

Ц4*|| ^ 6 Ы , (10) 

\\А-Ч < 1 / б . (11) 

Из (2) и (8) следует: (Ах, х) < \\Ах\\\\х\\ < (1 Ц8)У(Ах,х). 
После сокращения на У (Ах, х) получаем (9). Неравенство (10) следует 
из (9) и (8): \\Ах\\2^Ь(Ах, х) > б2И2; неравенство (11) — из (10) 
и (7). 

Таким образом, положительной определенности оператора А достаточ
но для ограниченности обратного оператора А'1. 
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Л е м м а 1.2. Если А > 0 и выполнено условие 

II Ах ||2 ^ А (Ах, х), А > 0, для всех х <= Н, (12) 

то обратный оператор А-1 положительно определен 

А - ^ ^ - Е . (13) 
А 

В самом деле, так как А > 0, то А"1 > 0. Обозначая х = Ау, у = А~*х 
и пользуясь условием (12), получим \\х\\2 = \\Ау\\2 ^ А(Ау, у) = 
= А ( Л - 1 * , х), т. е. Л - 1 ^ (1 / А)Е. Отсюда в силу леммы 1.1 следует, что 

^ (1/А)\\х\\. Сравнивая с (7), находим \\А\\ ^ ' А . Условие (12) 
означает ограниченность А. 

Л е м м а 1.3. Если А* = А — линейный ограниченный и неотрицатель
ный оператор, то 

\\Ах\\2^ \\А\\(Ах, х). (14) 

Доказательство леммы дано ь [ 3 3 ] . 
Л е м м а 1.4. Пусть А* = А, А > 0. Тогда для любых у и ф из Н вы

полняются неравенства 
| ( У , ? ) | ^ ||у||а!1<Р«аЛ (15) 

| ( У , Ф ) | < е | М | а

2 * + ^ | | ф | ! а

2 - 1 , ( 1 6 ) 
4 8 

где 8 > 0 — любое число, а 

\\у\\а = У(Ау, Ij), | |ф | | а - ' = У(4-*ф, ф) . 

В самом деле, (у, ф) = ( Л - 1 ф , А у) = (Ау, А~Лц>). Применим нера
венство (3 ' ) : | ( г / ,ф ) | = (Ау,А-Лу) < l l ^ U l ^ q p l l a = ii^LIMIcT 1, так как 
М_1ф11а2 = ( Л _ 1 ф , ф). Неравенство (16) следует из (15) и (5). 

Л е м м а 1.5. Если А —произвольный линейный оператор, то для лю
бых и, и е Н справедливо тождество 

(Av, v) + (Аи, и) =Ч2(А(ъ+и), и + и) +42(A(v-u), v-u). (17) 
В самом деле, (.4 (и + и), и + и) + (А (и — и), v — и) = [ (Аи, и) + 
+ (Аи, и) + (Аи, v) + (Аи, и)] - f [(Av, v) — (Av, и) — (Аи, v) + 
+ (Аи, и)] = 2[(Av, и) + (Ащи)]. 

З а м е ч а н и е 1. Если А = А * > 0, то (17) можно записать в виде 

1 1 
1М!«2 +Ыа2 = —\\V + «||a2 + —И *> - U\\a\ (18) 

2 2 

Л е м м а 1.6. #с/ш Л * = А, то 

(Av, и) = iU(A(v + и), v + и) — *Д(Л (у — и), v — и) , v, и ^ Н. (19) 

Лемма доказывается по аналогии с леммой 1.5, если учесть, что 
(Аи, v) = (Av, и). 

Л е м м а 1.7. Если А* = А,то 

(A(v + и), v —- и) = (A(v — и), v + и) = (Лу, У) — (Ли, и) . (20) 
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Л е м м а 1.8. Если А* = А , то 

(A(v~u), v) = i/2[(Av, v) - (Аи, и)] +у2(А(и-и), и-и). (21) 

Для доказательства (20) и (21) достаточно написать выражения для 
(А (и + и), v — и) и, соответственно, для (A (v — и), v — и) и учесть, что 
(An, v) = (Av, и). 

Л е м м а 1.9. Для любого линейного неотрицательного оператора 
(А ; з > 0) и любых и, v е Н 

(A(v-u), v — u) ^2[(Av, v) + (Аи, и)]. (22) 

В самом деле, в силу леммы 1.5 имеем (A(v — и), v — и) = 2[ (ЛУ, V) + 
+ (Аи, и)] — (A(v + и), v + и) ^ 2[(Av, v) -\- (Аи, и)], так как 
(Ах, х) ^ 0 при любых х = v — и. 

З а м е ч а н и е 2. Если А* = А > 0, то (22) можно записать в виде 

\\v-u\\a^2[\\v\\^+\\u\\a^]. (23) 

2. А п р и о р н ы е о ц е н к и д ля у р а в н е н и я А у = ср 

Рассмотрим последовательность уравнений I рода 

ANyN = qN, q>N е #;v, (24) 

где Л Y — линейный оператор, отображающий HN на #л. 
Задача (24) поставлена корректно (задача (24) корректна) [ 2 7 ] , если 

д л я любых JV ̂  7V 0 : 1) ее решение существует при всех (pN^HN, 2) су
ществует такое положительное число М, не зависящее от 7V, что 

| 1 Ы 1 ( 1 ^ < ^ 1 Ы 1 ( 2 И , (25) 

где II • il(i jy) и || • ||(2^у) — некоторые нормы на множестве HN. 
В дальнейшем рассматриваются унитарные вещественные пространст

ва HN (вообще говоря, бесконечномерные) со скалярным произведением 
(,)лг и нормой \\X\\N = }'(x,x)N. Если AN*: = A N > 0, то можно ввести на 
множестве HN скалярное произведение (ANx, y)N и норму \\x\\aN = 
= У(ANx, X)N, Т . е. рассматривать энергетическое пространство H A N 

Чтобы не усложнять терминологию, будем говорить, что на HN введены 
нормы || • \\(iN), \\-\\(2N) и т. д., например = \\х\\N , \\x\\i2N) = \\х\\а^ 
и т. д. 

Ниже доказывается ряд простых теорем об устойчивости уравнения 
(24). Предполагается, что все постоянные, фигурирующие в априорных 

оценках, не зависят от N. Индекс N в дальнейшем всюду будем опускать 
и вместо (24) и (25) писать 

Ау = ср, (26) 

Mm ^ М||ср|! ( 2 ). (27) 
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Т е о р е м а 1.1. Если 

т 

А=У}Аа, Aa=Aa>0r ( 1 = 1 , . . . , 771, 

то для решения уравнения (26) верна оценка 

т т 

2 W« e <S 1 М 1 а ; « , (28) 
а = 1 а = 1 

где ф а — произвольные векторы из Н, удовлетворяющие условию норми
ровки ф ! + . . . , + ф а + . . . + ф ш = ф, 

\\у\\1а^=(Ааугу), | |ф|| (?-1 = ( Л а 1 ф а , ф а ) , а = 1, 2, . . . , Ш. (29) 

Умножив (26) скалярно на у, получим основное тождество 

(Ау,у) = (<р,у). (30) 

Подставляя сюда Ф = ф1 + . . . + ф т и пользуясь оценкой | (ф а, у) | ^ 
^ \\у\\аЛ ПфаНа" 1 (лемма 1.4) и затем неравенством (4), получаем (28). За
метим, что из (30) и леммы 1.4 сразу следует оценка \\у\\а ^ I M L " 1 . 

Т е о р е м а 1.2. Пусть даны операторы А и А0* = А0 > 0. Если выпол
нено неравенство 

(Ау, у) ^ а(Ам, у) = с,\\у\\а?, где а > 0, (31) 

то для решения уравнения (26) верна оценка 

\\у\\о.*< — 11фНа71. (32) 
C i 

В самом деле из тождеств (30), (31) и (15) следует 

*1 II У Ik" < II Ф Ik" 1 II У I L Т - 6 . Сг\у \\ай < || ф l^-i. 

Т е о р е м а 1.3. Пусть А = А0 + Аи где А0* = А0 > 0 и 

| (ААХ,я) | < v(Аох,х), 0 < у < 1, х е Я . (33) 

Тогда для решения уравнения (26) справедлива оценка 

Ма,<Т^—М*-*- (34) 1 — У о 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из тождества (А0у, у) = (<р, у) — (Aiy, у), 

леммы 1.5 и (33) следует || у | | „ 0

2 < || Ф Ц0о-« 1У L + УIIУ к 2 или (1 — уЦу |ао < 
< 1 ф к - > -
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Т е о р е м а 1.4. Пусть А = А0 + Аи где А0* = А0 > 0 и 

HiyW < ylU 0z/||, 0 < у < 1, » е Я . (35) 

Тогда для (26) имеет место оценка 

UoyW^^Wl (36) 
Умножим (26) скалярно на А0у: (А0у + А{у, А0у) = (ф, Л0г/) или 

\\А0у\\2 = (<р, Л 0у) — (А{у, А0у). Учитывая (2) и (35), находим \\А0у\\2 ^ 
^ ИфШИо^И + YlUWIi 2 . Сокращая на \\А0у\\, получим (36). 

З а м е ч а н и е . Из теорем 1.3 и 1.4 следуют априорные оценки в сеточных нор
мах W2

1 ж W2

2 решения первой разностной краевой задачи для схемы повышенного 
порядка точности, аппроксимирующей уравнение Пуассона в /7-мерном параллелепи
педе (р < 4). Эти оценки были получены в [ 3 0], [ 2 3]. В данном случае у = (р — 1) / 3,. 
где р — число измерений. 

3. К о н с е р в а т и в н ы е о п е р а т о р ы 

Пусть Н и Hi — два вещественных унитарных пространства со скалярным произ
ведением (,) и (,] соответственно. Рассмотрим линейные операторы Т, S, Т*, где 
Т отображает Я на Hi, S отображает Hi на Hi, Т* отображает Я 4 на Н. Операторы 
Т и Т* сопряжены друг другу так, что 

(Ту, и] = (у, T*v) для любых J / Е Я , i ? e f t . (37) 

Операторы вида 
А = T*ST, (38) 

заданные на Н, будем называть консервативными (дивергентными) [3]. Оператор А. 
самосопряжен, (Ay, z) = (y,Az), если самосопряжен оператор S, 

(Su, w] = (и, Sw], и, w Е Я Ь 

В самом деле, (Ay, z) = (T*STy, z) = (у, T*S*Tz), у, z^H. Из тождества 

(Ау, у) = (STy, Ту] (39) 

видно, что А положительно определен, если 

(Su, и] > d II v]\\ где || i>]| 2 = ( У , У ] , Р Е Я , , С 4 > 0; (40) 

II Г у ] | > с 2 | | у Н , с 2 > 0 . (41) 

Т е о р е м а 1.5. Если S ^ ciE и существует обратный оператор ( Г * ) - 1 , то для 
решения уравнения (26) с оператором (38) справедлива оценка 

ПГУ]К -М (Г*ГФ] | (42> 
Эта теорема следует из теоремы 1.2, если учесть, что 

Л ^ с 4 Л 0 , где Л 0 = Т*Т, А0* = 4 0 , (43), 
и, следовательно, 

\\у\\а*=(Т*Ту, у) = \\Ту]\*,т. е. \}у\\а=\\Ту]\; 

N f - i = ( 4 f ^ p . Ф) = ( 2 ^ ( ^ Г Ф , Ф) = | | ( ^ ) " 1 ф ] 1 в , т. е. | | ф | | _ 1 = | | ( Г * Г ф ] | . 
«о о 

Рассмотрим случай «многомерного» консервативного оператора 
v 

- 4 = 2 ад, («> 
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являющегося аналогом разностного эллиптического оператора в пространстве р из
мерений. Если £ а р = 6 а з £ а а , то оператор 

р 
A = ^ T a ' S J a , r n e S ^ S ^ , (45) 

а = 1 

можно трактовать как аналог оператора спу/г(& grad/г), не содержащего смешанных 
производных. Пусть, На (а = 1, 2, . . . , р)— пространство со скалярным произведением 
(,]« и нормой j| v]\<x — i(v, v]a, а Г а , £ а р, Та* — линейные операторы, причем Та дей 
ствует из Я в Я а , S a p действует из Яр в Я а , а Та* — из На в Я и выполнено условие 

(ТаУ, V]a = (у, Ta*v), у GE Я , V GE Я а . 

Условие (40) заменяется условием положительной определенности матрицы-опе
ратора S = (£ а р): 

р р 

2 ^ J a > °i 2 И ^ И а 2 Д л я любых г?а е # а . (46) 
а, 3 = 1 а = 1 

Т е о р е м а 1.6. Если выполнено условие (46) и существуют обратные операторы 
( Г а * ) - 1 , а = 1, 2, то для решения уравнения 

р 

2 T a * V ^ = (P» у . ф е я (47) 

а, 3=1 

справедлива априорная оценка 

v Р 

S l l ^ ] l a i ! < f 3 1 1 < 7 ' - * > Г Ц Р » ] 1 - 2 ' ( 4 8 ) 

0\ 

а = 1 а = 1 

где ф а — произвольные векторы из Н, удовлетворяющие условию нормировки 
ф1 + фг + . . . + фо + . . . + ФР = ф. 

Теорема следует из теоремы 1.2, если учесть доказательство теоремы 1.1 и вы
брать 

a = l 

В самом деле, условие (46) при va = Тау дает 

Р Р р 

(<4у, у ) = 2 ( r a * V g 2 / . » ) = 2 ад»'ГА>^ ^WT^^c^Aoy, у.) 
а, $ = 1 а, £.=1 а = 1 

С другой стороны, имеем 

(ф. У) = ( ^у , У ) . 

(фа, г/] ^ || ф а L - i Ц у | | а а , 

Р Р 

(Ф, У)=2<Ф«. У ) < I] II Ф а II - l H H a a , 
а = 1 а = 1 ° а 

где 

Ц ф а Л - ^ К ^ с Т Ф а И . » Ыаа = \\Т*У]\*. 
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Пользуясь затем неравенством (4), получаем 

г v -1V2 г р 
(Ф. УХ ЗПФ.Е-! 2 

L a = l a J L a =«i 
Отсюда и из неравенства 

р 
Сг(А0у, у) = С1 ^\\Тау]\ а

2 < ( Л у , у) = (ф, 2/) 

следует оценка (48). 
З а м е ч а н и я . 1. Теоремы 1.5—1.6 доказаны без предположения самосопряжен

ности оператора А. 
2. Из теорем 1.5—1.6 следуют априорные оценки в норме WV для разностных 

аналогов эллиптических уравнений и систем уравнений. 
3. Аналоги теорем 1.5 и 1.6 для самосопряженных эллиптических уравнений были 

получены в [9], [ 1 0], [ 1 8]. 
4. Теоремы 1.5 и 1.6 позволяют оценить скорость сходимости в норме W2

l раз
ностных схем на неравномерных сетках для эллиптических уравнений и систем урав
нений. 

Чтобы применить теоремы 1.1 —1.6 в теории разностных схем, надо 
предварительно ввести соответствующие пространства сеточных функций 
(зависящие от структуры А) и изучить свойства оператора А в этих про
странствах. 

Пусть {3$iN} и {332N} —последо1вательно|ст:и нормированных линейных 
пространств; сот = {tj = jx, / = 0, 1,... , / 0 } — сетка на отрезке 0 ^ t ^ 
^ / 0 <*• шагом т = to/jo; AN = ANjX(t), BN = BxjX{t) ш т. д. —линейные 
(аддитивные и однородные) операторы, отображающие 3H\N на 33 2N', 
yx.x(t) —-абстрактная функция дискретного аргумента t ^ сот со значе
ниями в 3?jiN; (pN,x(t) —функция t <= б)т со значениями в 332

N. 
Двухслойной юхемой мы называем линейное операторное уравнение, 

связывающее две точки yN,x(t-\-x) и yN,x(t) пространства 33iN: 

B(t)y(t + r) = C(t)y(t) + т Ф ( 0 , ^ с о г , у(0) =y0ez®i*\ (1) 

где ф(£) — заданная функция, сот = {tj, 0 ^ / < /о}. 
Зависимость функций у и ф, а также операторов от т и N не указыва

ем, выделяя лишь зависимость от t. При этом условимся относить опера
торы к «нижнему слою» t = tj, что удобно для записи схемы в безьщ-
дексной форме. 

Любая двухслойная схема может быть записана в каноническом виде 

y(t + x)—y(t) 
B(t) УК ^ } У К }

 +A(t)y(t) = y(t). (2) 
т 

В дальнейшем нам понадобятся обозначения 

§ 2. Классы устойчивых двухслойных схем 
1. Д в у с л о й н ы е с х е м ы 

У = У (Ы) 

t = t: t + t — tj+i, 

yn\ y=yi~\ 

t — X — tj^i, y = y(t]) = yj, 
y(t + x)-y(t) 

X 

10 Ж В М и МФ, M 5 
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У! — х — ^ , У\ — 2т + 

№ = | - Ут) = ^ ~ 2 j + " . А = А (*), 

Л = 4 (*-т) , л 7 = ^ - = ^ - . 

Нетрудно заметить, что г/* == г/*, ут = yt. 
Уравнение (2) можно также записать в виде 

yj И _ у] 
Во- --\-Aiy3 = yi. (2') 

т 
Пользуясь введенными выше обозначениями, вместо (2) и (2') на

пишем 
Byt + Ау = ф, t GE сот, г/(0) = г/0. (3) 

Определение корректности схемы (3) дано в [*]. Остановимся несколь
ко подробнее на понятии устойчивости. Определение устойчивости отно
сится не к одной конкретной схеме (3) при фиксированных Л7, т, а к се
мейству схем, соответствующих всем возможным Л7 и т. Таким образом, 
рассматривается последовательность решений {IJN,x(t)} задач (3), соот
ветствующих входным данным {tyN,x(t)} и {z/jv,т(0)}. Устойчивость схе
мы (3) означает равностепенную (по Л7 и т) непрерывность решения 
уравнения (3) относительно правой части и начальных данных. 

Пусть ||-!l(iN) и Mi ( 2 N ) — нормы в SB±

N и 332

N. Обычно 33 iN и 332

N 

состоят из одних и тех же векторов (сеточных функций) и отличаются 
лишь нормами. Нормы могут зависеть от £, так что II • li(i) = II • ll(i, 
II • 11(2) = II • 11(2, t) и т. д. (индекс .V опускаем). 

Схема (3) называется устойчивой [ 2 ] , [*], если существуют такие чис
ла А7о > 0, То > 0 и не зависящие от т и Л7 числа М{ > 0, М2 > 0, М2 ^ 0, 
что при т ^ т0 и А ^> Л7с для решения задачи (3) выполняется неравенство 

h(t+ т) lb, t) < М11| у (0) 0 ) + М2 max || Ф (*') ||(2, п + (4) 

+ М2' max | |ф г(Окп-
0<*'<* 

Мы не стремимся дать максимально общее определение устойчивости и 
приводим его в той форме, в которой оно используется в данной статье. 

Примерами норм, зависящих от £, могут служить энергетические нормы, 
связанные с операторами схемы (3) (см. п. 4): 

\\y(t + Т) t) =\\y(t+x) | | a W = 1(А (t)y(t + X),y(t + X))9 

\\y(t + T,)\\{I,T) = \\y(t + r) Н а д , 
или 

II У » 1 Ik- = II у V = VW, У ) , II yj+1 lj = I У «ь = V(By, у). 

Имея в виду зависимость || -|l(i) от t, мы иногда не будем ее указывать, 
а будем писать вместо Ц^ ' + 1 Цау просто | | ^ + 1 | | а = || у \\а, если это не вызовет 
недоразумений. 
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Изучение устойчивости по начальным данным и по правой части удоб
но проводить отдельно, т. е. рассматривать задачи 

Byt + Ау = 0, * е= он, у(0) = Уо; (З а) 
Byt + Ay = q, tEE о т , у(0)=0. (Зб) 

Решение задачи (3) представим в виде суммы у — у + г/, где у — ре
шение задачи (З а), а у—решение задачи (Зб). В силу неравенства тре
угольника 

Ну11 (1)< l ly l ld ) + ( 5 ) 

Поэтому из устойчивости задач (За) и (Зб) следует устойчивость (3). 
Схема (3) устойчива по начальным данным, если для решения задачи (За) 
верна оценка 

ii^(^ + T ) | | ( i , / )< 'Mil i^(0) | | ( 1 ,o) ; (6) 

устойчива по правой части, если для (Зб) верна оценка 

b(t + t) la, t) < М2 max || Ф ( О ||(2, п + М2' max || Ф ? (*') ||(2, п . (7) 

Если схема (3) устойчива по начальным данным на любом отрезке 
[*' = / т , * + т = (/ + 1)т],т.е. 

\\y(t + т) Ц'(1> t) < Mt\\y(t') V h t^t'^Q, (8) 

то она устойчива по правой части [ 2 ] , так что для решения задачи (Зб) вер
на оценка 

t 

\\УУ + Х)\\Ч.Ц<М1 2*11ФЮ11<2, П ( 9 ) 

t'=0 
дри условии, что нормы || -||(2) и H-ll(i) согласованы следующим образом: 

1 1 9 ( 0 1 1 ( 2 , * ) = 1 1 # - Ч * ) ф ( 0 1 1 ( М ) . (Ю) 

Доказательство этого утверждения проведем методом суперпозиции (ме
тодом Дюамеля). Пусть Y(t4 f) — У решение задачи 

YB(t)[Y(t + %,t')—Ytt,t')] + A(t)Y(t,t')=0 при t'<t; (11) 

Y(t\t') = 0 . B(f)Y{f + x,t') = ф ( 0 , (12) 

т. е. У ( £ ' + т , t') = B-l(t')q)(l'). Тогда решение задачи (Зб) можно пред
ставить в виде 

t-i 

y(t)= %tY(t,t'). (13) 
t'=0 

В этом можно убедиться, если подставить (13) в (3) и учесть (И) и 
(12). В силу условия (8) имеем 

\\Y(t + т, П t) < Mi\\Y(t' + т, I') lid, v) = ЛГ1||Д-1(* /)ф(0 ||(1, п = 

10* 



1108 Л. А. Самарский 

Пользуясь неравенством треугольника, получаем 
t t 

\\y(t + х) „ ^ 2 | | F ( i + т, *') ||(1, t) s£ Mi 2 т||ф(0 Hp, n . 
*'=o r=o 

Условие согласования норм (10) ограничивает область применимости 
доказанной теоремы, поскольку для теории разностных схем важно оце
нить у в возможно более сильной норме через правую часть в возможно 
более слабой норме. 

Основной задачей теории является формулировка достаточных усло
вий устойчивости разностных схем. 

Е с л и 5 - 1 существует, то из (1) следует, что 

у = В-^Су + тД-Чр. 

Отсюда видно, что схема (3) устойчива, если существует В~1 и 

\\В-*С\\ < 1 + Й Т , (14) 

где d = const > 0 не зависит от т и Лг. При этом справедливы оценки (8) 
и (9). 

Условие (14) означает, что B~YC равномерно по Л т , т ограничен по нор
ме числом 1 + с±х. В общем случае В ж С {В ж А) — неограниченные или 
неравномерно по Л 7 , х ограниченные операторы. Какими свойствами долж
ны обладать операторы В я С для выполнения этого условия? Ответ на 
этот вопрос удается получить в удобной для проверки форме, рассматри
вая схемы (3) в вещественном унитарном пространстве Н. 

2. И с х о д н о е с е м е й с т в о с х е м 

Пусть HN — линейная вещественная система, AN = A N , x(l), BN ~ 
= BN,T(t), CN = CN,x(t) и т. д.—линейные операторы, при каждом 
t е (от отображающие H N на BN- На линейной системе HN будем вводить 
скалярные произведения и нормы (индекс N всюду опускаем): 

(y,v) и \\у\\ = У(у,у), 

{У, V)a(t) = (A(t)y, V) И 1И* + Т ) | | В ( * ) = V (У (t + т) , У(t + т) ) а (0 , 

(У, v)b(t)= (B(t)y, и) и \\y(l~x)\\b(t) = l/(y(t + i;), y(t + x))b(t) и т. д., 

где A (t), B(t) — самосопряженные положительные операторы. Для оценки 
правой части q>(t) будут использованы нормы ЦФ(£) ||(2) = ИФ(£) II, 
11Ф(011<2> = 1 1 £ - Ч 0 Ф ( 0 И , ! 1 Ф ( 0 « ( 2 ) = 11ф(011а-(о = У ( ^ - 1 ( 0 ф ( * ) . < р ( 0 ) 

и т. д. 
Будем рассматривать то же исходное семейство двухслойных схем 

(ИС-2), что и в f 1 ] , предполагая выполненными условия: 
1) А — A(t) самосопряжен, положителен и липшиц-непрерывен по t: 

A*(t) = A(t) > 0, (15) 

(A-ty, у) \^с2(Ау, у) или (Ау, у) ^ (1 + с2т) (Ау, у), А = A(t — x), 
(16) 

с2 = const > 0 не зависит от т и Л7; 
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2 ) В = B(t) положителен, В(1) > 0. 
Отметим, что самосопряженности оператора B(t) не требуется. Усло

вие B(t) > 0 обеспечивает разрешимость схемы (3), так как при В > 0 
существует обратный оператор Z? - 1 . 

3. Э н е р г е т и ч е с к и е т о ж д е с т в а и н е р а в е н с т в а 

Пользуясь очевидным тождеством 

1 1 1 т 

перепишем уравнение (3) в виде 

(В - О.БхА)yt + 0.5А (у + у) = у. (18) 

Умножим (18) юкаляряо на 2xyt = 2 (у — у): 

2x((B-0.5xA)yt,yt) + (A(J+y),y-y) = 2x(<p,yt). (19) 

Так как А — самосопряженный оператор, то, в силу леммы 1.7, 

(А(Р + У), У — у) = (Ау, у) — (Ау, у). 

После подстановки этого выражения в (9) получаем основное энергетиче
ское тождество для двухслойной схемы: 

2х((В- 0.5xA)yt, yt) + (Ау, у) = (Ау, у) + 2т(<р, yt). (20) 

Учитывая, что А = А + (А — А) = А + хАт, перепишем (20) в виде 

2т((В-0,ЪхА) yt,yt) + i = g + x(Ату, у) + 2т(ср, yt), (21) 
где 

$ = !S(t + T) = (Ay,y), S=e(t) = (Ay,y), (22) 

8 — «энергия» оператора А. Пользуясь условием (16), получим энергети
ческое неравенство 

2x((B-0.5xA)yuyt) + 8 < (i + c*)g+ 2%(V,yt). (23) 

При изучении устойчивости схемы (3) мы будем исходить из энерге
тического тождества (21). В зависимости от условий на В и А слагаемое 
2т (ф, yt) оценивается различными способами. Укажем некоторые из них 
(см. лемму 1.4): 

2 т | ( ф , г , 01 < 2 т 8 | Ы 1 2 + -^-1М1 2, (24) 

Z8 

2т| ( ф , yt) | < 2хг(Вуи yt) + ^ ( Я - 1

 Ф , ф ) при В' = В, (25)' 

где е = const > 0 — любое число. 
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Нам понадобится 
Л е м м а 2.1. Если А*(I) = A(t) > 0, то при любых v(t), y(t) e f l 

имеет место неравенство 

2т(ср, vt) = 2т (Ф, 1) г )<2т(ф, ^ + Т 8 ( Л У , у) + Y{A~1(fi> Фг)- ( 2 б ) 

Воспользуемся тождеством 

2т(Ф, ? г ) = 2т(Ф, v) г - 2т( Ф г , i;), (27) 

в справедливости которого легко убедиться непосредственно: 

2т(ф ,у) г — 2т(ф г, v) = 2(ф, у ) — 2(ф, у) —2(ф —ф, v) -

= 2(ф, 5 — !7) = 2т(ф, ut). 

Применяя для оценки 2т | (ф^, и) | лемму 1.4, получаем (26). В частно
сти, при v ~ у имеем 

2t (Ф, у,) < 2 (Ф, у) - 2 (ф, у) + 2Т8 ( А у, у) + J L ( Л 1 ф ? , Ф г ) . (28) 

Подставляя в (21) оценки (24) — (26), (28), получим различные энер
гетические неравенства. 

Для решения неравенств будем пользоваться разностным аналогом лем
мы Гронуола. 

Л е м м а 2.2. Пусть 8 (I) uf(t) — две неотрицательные функции, опре
деленные на сетке {tj = /т, /' == s, s + 1, . . . , / 0, s = 0, 1}, и выполнено 
неравенство 

i 

8(t + %Xc0 2 + с <>>0, £ = *т, (* + 1)т , . . А . 
*'={.з+1)т 

Если f(t) — неубывающая функция (f(t + т) ^ f(l)),To 

8(t+x) ^e^fit). 

Если f(i) — произвольная неотрицательная функция, то 
t 

(* + *)</(*) +сов*'2 T / W -
t'=st 

Л е м м а 2.3. Если f(t) ^ 0 и 8 (sx) = 0, то из неравенства 

8 (t + т) ^ (1 + с0т) 8 ( П + xf(t'), V = sr, (s + 1)т,. . 

следует оценка 
t 

tf—s% 

Доказательство лемм 2.2 и 2.3 см., например, в [ и ] , [ 1 6 ] . 
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4. Д о с т а т о ч н ы е у с л о в и я у с т о й ч и в о с т и 
и а п р и о р н ы е о ц е н к и 

Т е о р е м а 2.1. Если выполнено условие 
Я ^ 0 . 5 т ( 1 —с 4 т)4, (29) 

где а = const > 0 не зависит от % и N, то схема (3) устойчива при 

т ^ То, то < iUci 
к для решения задачи (3) справедлива оценка 

b(t + ^)L(t)<MiWy{0)hw + M2 max 1 ^ ( 0 1 1 ^ ' ) + (30) 

+ М2' max \\<ft{t')\\ar\t>) 

где Ми М2, М2 — положительные постоянные, зависящие только от Си 
(•'г, to. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обратимся к тождеству (21). Условие (29) и 
лемма 1.7 дают 

2r((B-0.5rA)yt,yt) ^ -c^(Ayuyt) ^ ~2с,х[(Ау,у) + (Ау,у)]. 

Подставим эту оценку в (21): 

(1 - 2счт) (Ay, £ ) < (1 + 2CIT) (Ау, у) + 2т (ср, yt). (31) 
1. У с т о й ч и в о с т ь по н а ч а л ь н ы м д а н н ы м . Полагая ср = О 

и учитывая, что 4CIT <С 1, получим для задачи (З а) неравенства 

(l-2Cix)S(t + x) ^ (l + 2ax)(i + c2x)&(t) < (l + 2(ci + c2)x)e(l), 
8(t + x) < (1 + 4(CI + C 2 ) T ) # ( 0 при £ > 0 , (32) 

* ( T ) < ( l + 4 ( C i + c 2)T)| |y(0)| |a(0) при i = 0. 

Отсюда находим <У (t + т) < ехр [4(Й + с2)£] II г/(0) | |^ ( 0 ) , т. е. 

\\y(t + т) I U < Mt II у(0) Leo), где АП = ехр [2 (а + с2)*0]. (33) 
2. У с т о й ч и в о с т ь по п р а в о й ч а с т и . Для решения задачи 

(З а) вместо (32) получим неравенство 

( 1 - 2 С 1 т ) ( Л ( 0 ) И т ) , у ( т ) ) <2(<р(0),г,(т)). (34) 

Подставим в (31) оценку (26): 

(1 - 2 C l t ) ( A y , # ) < (1 + 2(сг + е) т)(Ау, у)+ 2(ф. 0) -

- 2 ($,*/) + 2 ^ ( ^ Ч . Фг)-

Учитывая затем липшиц-непрерывность А (I) и выбирая е так, что 
2(c'i + е)т <" 1, получаем 

(1 - 2с х т)ff (*' + т ) < (1 + 2 (d + с8 + в)т)Щ(Г) + (35) 

+ 2(ф(г'), ! , ( « ' + t ) ) - 2 ( ф ( Г - т ) , г , (0 )+ 2 ^ И " Ч Ю , ФГ(0), 



1112 А. А. Самарский 

так как (1 + 2 (а + е)т)(1 + с2т) = 1 + [2{су + е) + с2]т + 
+ 2(ci + е)тс2т < 1 + 2(ci + с 2 + е)т при 2(с4 + е)т < 1. 

Просуммируем (35) по == т, 2т , . . . , учтем (34) и воспользуемся 
леммой 1.4: 

2 ( Ф , £ ) < е 1 | + ^ - ( Л - 1

Ф , <р), 

Выбирая 8 i = V4, приходим к неравенству 

#(* + т ) ^ с в 2 Т # ( 0 + Ф(*)> 

где 

2т * 
Ф ( * ) = 4(Л-* Ф, Ф) + — S (t')y(t'), Ф ( f ) ) , 

c 0 = 4(2ci + c 2 + 8 ) . 

Применив теперь лемму 2.2 и выбрав е так, чтобы 2(с\ -f- S)T < 1, най
дем 

t 

g(t + x)^Q>(t) + c 0 e ^ тФ(*')-

Отсюда непосредственно получаем 
\\y(t + т ) | | а ( 0 < М 2 шах ||Ф(0||я-чг) + М2' max ^ ( О й п . ( 3 6 > о<*'<£ о<г<* 

где г/ = у — решение задачи (Зб). Из (33) и (36) в силу (5) следует 
оценка (30). Теорема 2.1 доказана. 

Теорема 2.2. Если выполнено условие 

В^гЕ + 0.5хА, е > 0, (37) 

то для решения задачи (3) справедлива априорная оценка 

\\y(t + x)\\a<t)^Mi\\\y(0)\\a(o) + -^-(yi т||ф(*')112У1 . (38) 

Доказательство 1. При ф = 0 неравенство (23) дает 
8(t + т) ^ (1 + C£t)g(t) при * > 0 , 

ё (т) < (1 + cST) II г/(0) ||f(0) при < = 0. 
Отсюда следует & (t + т) < е с ^ (г) < е°2<° |j у (О) ||* (0 ) , т. е. 

№(* + t) L(o < ЛЫ1г/(0) |!о(0), где ЛГ4 = ехр (0.5с2*0). (39) 

2. При i/(0) = 0 имеем 
2 т е | Ы 1 2 + # ( * + т) < ( 1 + с 2 т ) # ( 0 +2т(ф,у , ) , 

~ НУ(т)II2 + -g" (т) ^ 2(Ф(0),у 
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Подставим в эти неравенства оценку (24) и получим 

^ ( ^ + т ) ^ ( 1 + с 2 т )^ (0 + ^ - 1 1 ф ( О Н 2 при * '>0 , 

#СО^-^-11ф(0)11 2 при * '=0 . 

Суммируя по f = т, 2т , . . . , t и пользуясь леммой 2.2, находим 

л / i * 2 MO и2. ( 4 ° ) 

Из (39) и (40) следует (38). 
З а м е ч а н и я . 1. Может оказаться, что схема (3) принадлежит ИС-2 при доста

точно малом т ^ to 7 и достаточно большом N ^ No'. Тогда теорема 2.1 верна при 
X ^ t 0* и N ^ No', где То* = min(x 0 , т 0 ' ) , а теорема 2.2 —при т ^ ; т 0 ' и N ^ iV0' 
Чтобы не усложнять формулировки, мы будем предполагать, что принадлежность 
схемы (3) исходному семейству ИС-2 имеет место при любых т и N. Это не является 
ограничением общности, если иметь в виду сказанное выше. 

2. Теорема 2.2 сохраняет силу, если А — А0 + А{, где A0(t) удовлетворяет (15) 
и (16), a Ai(t) — несамосопряженный оператор, подчиненный A0(t): 

M i ( О Н < С 3 1Ы1а.(0» 

где с3 = const > 0 не зависит от т и N. При этом в (38) вместо || у \\а будет сто
ять || у \\ао. 

Условие (29) выделяет из ИС-2 класс Ко устойчивых схем. Схемы, 
удовлетворяющие условию (37), очевидно, принадлежат Ко. 

5. О н е о б х о д и м ы х у с л о в и я х у с т о й ч и в о с т и 
Нами найдено достаточное условие устойчивости (29) схемы (3) из 

ИС-2. Рассмотрим вопрос о необходимом условии устойчивости по началь
ным данным в норме \\у\\щ = \\у\\а. Выделим из ИС-2 класс схем Ки удов
летворяющих дополнительным требованиям: В — самосопряженный опера
тор, В* = В , А и В не зависят от t. 

Т е о р е м а 2.3. Для устойчивости любой схемы (3) из класса К{ по 
начальным данным необходимо, чтобы выполнялось условие (29). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть схема (3) из К\ устойчива по начальным 
данным, т. е. существует такое число М\ > 0, не зависящее от т и Л7", что 
для решения задачи ( З а ) выполнено неравенство \\y(t) \\а ^ ^ i l l ? / o i l a для 
всех I е (ох и, в частности, 

\\y(to)\\a^Mi\\y0\\a (k = №). (41) 

Так как оператор А положителен и самосопряжен, то существует оператор 
Л 1 / 2 — (^4,/2)*>>0. Перепишем теперь схему ( З а ) в виде А1/2 у = 
= (Е — хАЧ*В-*АЧ*)АЧ*у и обозначим 

х = АЧ>у, х = АЧ*у, С = АХ1*В-*А\ (42) 
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Тогда схема (З а) преобразуется в явную схему 

xt + Сх — О, или х = (Е — %С)х, х(0) — «го, х0 = А1/2уо. (43) 

Неравенство (41) принимает вид 

И*о)Н < № Л так как \\х\\ = \\у\\а. (44) 

Пользуясь затем уравнением х — (Е — хС)х, найдем x(t0) = {Ё — хС) %о, 
\\x(U) || = || (2? — тС)% 0 | | . Отсюда и из (44) следует 

|| (# _ тс) j 0 | | = ||Я _- тСН̂ 'о ̂ : Afi, т. е. \\Е - тС|| < М^ = М ? ' \ 

Для любого Mi можно указать такое число с\ > 0, не зависящее от т и N, 
что будет выполнено неравенство М^и 1 + 2CIT. Для этого достаточно 
положить, например, с\ — (1/2/': 0)MilnMi. Таким образом, из (44) сле
дует оценка 

\\Е—гС\\ < l + 2cit. (45) 

В силу известной теоремы функционального анализа [ 2 8 ] , ||Z? — тС|| = 
= тах \ ( ( Е — %С)х,х) \ при \\х\\ = 1, так как Е — хС = (Е — т С ) \ По-

II х \\ 
этому | ( ( Е — тС)я, ж) | ^ (1 + 2CIT||^||2, Т. е. 

— (1 + 2CIT)£ ^ : Е - X C ^ Z (1 + 2ах)Е. (46) 

Отсюда находим £ ^ 0.5тС/ (1 + сгг). Так как С* = С, то С~ь ^ 
^ 0.5xi? / (1 + CIT), или 

0.5т „ 
(С~1х,х) 1 + CiX 

Подставляя сюда (42), получим 

0.5т 
(By, у) ^ — (Ау, у) ^ 0.5т(1 - Ci%) (Ау, у), 

1 + CiX 

т. е. условие (29) выполнено. Теорема доказана. 
Рассмотрим теперь класс схем: К2 (см. п. 6), который выделяется из 

ИС-2 дополнительным требованием B(t) =B*(t). Для схем из К2 имеет 
место следующее утверждение (оно доказывается тем же методом, что и 
теорема 2.3): 

пусть схема (3) из К2 устойчива по начальным данным. Тогда най
дутся такие векторы у е Я , для которых выполнено условие 

(By, у) > 0.5т(1 - ctf) (Ау, у), 0 < у < 1, с± > 0, (46') 

где а и у не зависят от т и Л7. 
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Из этого утверждения следует, что условие 

(Вх, х) ^ 0.5т(1 — CiXy) (Ах,х) для всех х е Я (47) 

достаточно для неустойчивости схемы (3) из К2. 
Отметим, что условие (46'), выполненное для всех у^Н, при у = 1 

совпадает с достаточным условием устойчивости (29). 

6. С л у ч а й с а м о с о п р я ж е н н о г о о п е р а т о р а B(t) 

При определении исходного семейства ИС-2 мы не предполагали само
сопряженности и непрерывности по t оператора B(t). 

Рассмотрим теперь другое исходное семейство ИС-2* схем (3), опреде
ляемое требованиями: 

1) B*(t) =B{t) > 0 ; 
2) B(t) лишпиц-непрерывен по t с постоянной с2, 

\(Вту, у)\^с2(Ву, у): (48) 

3) A*(t) =A(t) ^ 0 . 
При этом мы не требуем непрерывности A (t) по t. 

Для схем, принадлежащих ИС-2*, можно получить априорные оценки 
в норме 

\\y(t + т) t)=\\y(t+ т) \\b{t) = V(B(t)y(t + x),y(t + т)). 

Выведем сначала энергетическое тождество. Для этого умножим урав-
А 

нение (3) скалярно на 2ху: 
2х{ВуСу) + 2ч(Ау, у) = 2т(Ф, у). (49) 

Применяя лемму 1.7 при и = 1\г(у + у), и = 11г(у — у) и лемму 1.8 
при v = у , и = у , находим 

{Лу, у) = V* (А (у + у),у + у)- lU {А {у -у),у-у)= (50) 
1 „ х 2 2 _ | | „11 2 = -^\\У + У\\а — X 1 1 V t 

\а 1 

2т (Byt, у) = х (By, у)т + х* (Byt, yt) - ХХВТ у, у). (51) 

Подставив (50) и (51) в (49), получим энергетическое тождество 

(Bp, у) + т2 (Вуь yt)—~(Ayt, yt) 2 
= (Ву, у) + х(Вту, з,) + 2т(Ф, у) 

+ -1-{А(у + у),у + у)= (52) 

Отсюда видно, что выражение в квадратных скобках неотрицательно 
при 

В>^А. (53) 
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При этом условии из тождества (52) следует неравенство 

IУ 1ь2 + ^У + У V < (1 + с2т) I у I g * + 2т (ф,, 0), (54) 

если учесть, что (5г/, у) == (By, у) + т (Я Гу, ?/)< (1 + тс 2) (£г/, у) == 
= (1 + tc2)||2/|g2 в силу условия (48). Перепишем (54) в виде 

» С + *) + \ * М ' + т ) + у ( 0 | г ( 0 < (1 + с 2т) ( 0 + 2т (ф, у), f > 0, (55> 

где 

^(^ + т) = 1г/(< + т ) | ( 0 = ||^||ь

2. (5б> 

Т е о р е м а 2.4. Если схема (3) из ИС-2* удовлетворяет условию (53), 
го <?./ш решения задачи (3) имеет место априорная оценка 

\\У(1 + т) Над < Af4||»(0) Нед + М2 Г 2т | | Ф (0 НьЧо 1 ̂  , 
*'=о 

(57) 
где Mi > 0, if2 > 0 зависят только от с2 и t0, || ф |||_, = (5-1ф, ф). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как А ^ 0, то из (55) следует 

ё(1 + ч) < ( 1 + с2т)#(*) + 2 т ( ф ( 0 , » ( * + т)) при * > 0 . (58) 

1. У с т о й ч и в о с т ь по н а ч а л ь н ы м д а н н ы м . Если ф = 0, то 

Ш(t + т ) < (1 + с2х)%(t) < er*%(г) < I)у (0)||*(0), так ка* g(т)<|| у (0)|£ (0 )• 

Отсюда следует для (З а) оценка 

\\у(1 + г) Над ^ Mi II у(0) Нед, где Mi = ехр (0.5crfo). (59) 

2. У с т о й ч и в о с т ь по ц р а в о й ч а с т и . Пусть у(0) = 0. Тогда 
уравнение (3) при t = т примет вид 

= т Ф ( 0 ) . 

Умножая его на у (т), получим 

ё(х) = т ( Ф ( 0 ) > г , ( т ) ) . 

Подставив в (58) оценку 2т (ф, у)<^г&(Ву, у) + — (/Г*ф, ф), получим 

(1 _ т е ) щ (t' + т ) < (1 + тс2) $ (tf) + 1 - т I ф ( О [ W ) п р и Г > 0 , 

(1 _ t e ) g { х ) < JL i ф (0) | . 1 0 ) при *' = 0, 

хде 0 < е < 1 / т. 
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Отсюда суммированием по t' = О, т , . . . , t находим 

* (* + т ) < ^ ± - - 2 *8 (О + - 7 7 ^ — ^ 2 Т|1Ф(0 ИьЧо-1 - е т г = т e ( l - e t ) i ( / = 0 

Применяя теперь лемму 2.2 и выбирая 8 из условия минимума М2\ по
лучаем 

# ( t + T ) < w 2 i M O i i 6 - v > , (во) 
/ ' = 0 

где Л/г' зависит только от C<L и £о- Объединяя (59) и (60), получим (57). 
Т е о р е м а 2.5. Если схема (3) иг ИС-2* удовлетворяет условиям 

Я > 0 . 5 т ( 1 + е)4, A(t) > 0, (61) 

где е >> 0 — любое число, то справедлива априорная оценка 

IIУ (t + т) IIb(t) < М,||у (0) ||Ь ( 0 ) + Л/а Г S t | | Ф (О ИаЧо ] \ (62) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно найти оценку для задачи (Зд). Учи
тывая, что у — 0.5(г/ + у) + 0.5(г/ — г/), и пользуясь леммой 1.4, имеем 

2т (Ф, у) = х (ф, # + у) + т (ф, у — у ) , 

9т Т (ф, 0) < - 1 Т (1 у + У | а

2 + | |ф | | а - . ) +^г\\У[ ||а2 + ^||Ф f a - П Р И t > 0. 

Так как Л < ( 2 / т ) 5 , т о т( Ф (0) , t / ( t ) )< */4 т (Л (0) г, (т ) , г,(т)) + 

- f т ( Л - 1 ( 0 ) ф ( 0 ) , ф ( 0 ) ) < 1 / 2 ( В ( 0 ) у ( т ) , 2 / ( т ) )+т | |ф (0 ) | | 2 - , ( 0 ) = - | $ ( т ) + т | ф ( 0 ) | а - ч о ) . 

Подставим эти оценки в (55): 

1 У 1ь2 + т* [ 1 у , ||ь2 - i t (1 + в) || ] < (1 + rc2) I j , l s « + « t '̂ 1 + i j 1 ф | а -ь 

У (Г + т ) < (1 + xc2)g(П + i - у 1̂ + 4") I I Ф С ) п р и V > 0, 

#(т)<2т | |ф(0)Ё-*(о) при Г = 0. (63) 

Применяя лемму 2.3, получаем (62). 

З а м е ч а н и я . 1. Если оператор В постоянен, т. е. не зависит от t, то в (57) и 
(62) следует положить Mi = 1, так что для схемы (З а) получим оценку 

II y(t + x) lib ^ II y(t) Пь или || yi + i ||ь ^ || yi | | b . (64> 

2. Оценка решения задачи (З а) по норме \\у\\ь в конечномерном случае приме
нялась в [ 3 l ] , [ 3 2] в связи с изучением сходимости двухслойных итерационных схем 
для решения системы алгебраических уравнений А и = <р. Спектральным методом бы
ла получена оценка 

\\yj+ih ^p\\yjh (65) 
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при двусторонних ограничениях на оператор В вида 

yiA ^ В ^ Y : ^ » Yi > °> Y2 > 0, (66) 

и найдено значение 
2yiY2 

тг = • •, (67) 
Yi + Y2 

при котором достигается минимум р, равный 

Y2 — Yi 
p m l n = ' • (68) 

Yi + Y2 
Этот же результат может быть аолучен на основании теоремы 2.3 без предполо

жения о конечномерности Н. 
В самом деле, полагая y(tj) =-- pjv(tj), tj = /т, получим для и задачу 

1 - р 
pBvt + Av = 0, г (0) = г/ (0), А = Л — - 5 . 

т 
Условия pi? ^ 0.5г.Г, А ^ 0 даю! 

Т Л ^ £ < С _ 1 _ л . (69) 
1 + р 1 — р 

Сравнивая (69) с (66), убеждаемся в том, что минимум р достигается при 

т т 
== Yi. = Y2-

1 + р 1 

Отсюда и следуют (67) и (68). 

7. А п р и о р н ы е о ц е н к и д л я с х е м с в е с а м и 

Рассмотрим однопараметрическое семейство схем (схем с весами) 

Уг + А (ay + (1 - о) у) = Ф , tzE сот, у(0) = у о, (70) 

где A (t) — положительный линейный оператор. Устойчивость схемы (70) 
зависит от выбора вещественного параметра а. 

Чтобы применить теоремы 2.1 и 2.2, запишем схему в каноническом 
виде (3): 
(E + axA)yt + Ay = q>9 t е= сот, у(0)=у0, В = Е + охА, (71) 

воспользовавшись тождеством оу + (1 — о)у = у ~\- oxyt. Так как 
A (t) > 0, то существует обратный оператор А ~ х . Применяя оператор А ~ л 

к уравнению (71), получим 

Byt + Ау = у, teEuu У (0) = уо; (72) 

В = А-1 + охЕ, А = Е, Ф = 4 - у (73) 

При выводе априорных оценок будем пользоваться записью (70) в од
ной из форм (71) или (72). 

Т е о р е м а 2.6. Если A*(t) == A(t) > 0 и 
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то схема (70) устойчива и для решения задачи верна оценка 

Ь (t + т ) К I у (0) || + М2 max || А ' 1 (?) ф ( ? ) || + М 2 ' max || (Л" 1 (*') Ф (* ')) г ||, 
0<f'<f o< i '< t 

где # 2 ^ Л^ ' зависят только от to. 
(75) 

З а м е ч а н и я . 1. Требование самосопряженности A(t) можно заменить требо
ванием (см. [34]) 

\\Ах ||2 ^ &(Ах, ж), а; Е Я . (76) 

Теорема сохраняет силу при 

О ^ Оо, 
1 II 

тА 
(77) 

так как из (76) следует, что А-1 ^ (1 / А)Е (лемма 1.2). 
2. При о ^ 0.5 оценка сохраняет силу для любого несамосопряженного операто

ра A (t) > 0. 
3. Если A(t) — неограниченный оператор, то в (74) следует формально положить 

1 / || А 1! = 0, так что а ^ 0.5. 
4. Если A(t) = A*(t) > 0 и выполнено условие липшиц-непрерывности A(t) по 

t, то верна оценка (38) при 

1 1 - е 
О ^ Ое = • 

1\\А\\ 
0 < е < 1. (78) 

Т е о р е м а 2.7. Если А (I) — A*(t) > 0 и выполнено условие (78), то 
для решения задачи (70) имеет место априорная оценка 

г. t 

№(* + т ) | К № ( 0 ) | 2т | |ф(ои«-

Воспользуемся тождеством (20) для схемы (72) с А = Е: 

2х((В- 0.ЪтА)уи yt) + II У II2 = II У II2 + 2т6, yt), Ф = 

Учитывая, что из а ^ 0 8 следует Л — 0.5т-? ^ еА~1, так как 

5 — 0.5x2 = еА'1 + (1 — г) А ' 1 + (а — 0.5) т£ > еЛ" 1 + 

(79)-

( 1 - е ) ^ + ( 6 - 0 . 5 ) 

получаем 
2хг(А-%,у() + \\у\\*^ \\y\\*+2x(A-^,yt). 

Подставив сюда оценку, следующую из (1.3) и (1.5), 

2x(A-i<p, yt)^2xz(A-lyt, yt) + 2 ^ ( ^ - 4 , Ф), 

имеем 

Ш 2 < 1 Ы 1 А + 2^11<Р||-

(80). 
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Отсюда следует (79). 
Запишем схему с весами (70) в виде (Е-\-охА)у=-

— (Е — (1 — о)хА)у + тгр и найдем у = (Е + GxA)~I(E — (1 —- в)хА)у-\-
+ х(Е + ат4) _ 1 ф. Отсюда получаем 

\\лу\\^ЦЕ + <пА)-ЧЕ- (i-a)xA)\\ \\у\\+ х\\(Е + тА)-Ц\ ||Ф||. 
(81) 

Пусть ф = 0. Тогда из замечания 1 к теореме 2.6 следует 

\\(Е + охА)~1(Е- (1 — а)тЛ)|| < 1 при а ^ 7 2 - 1 / тД, (82) 

если \\Ах\\2 ^ А (Ах,х). Из условия (76) следует, что 

1 

Е 3> —А, Е + <тЫ = (а — а е)т4 + 0.5тЛ + е£ + 

+ (1 - е) (Е - ~А^ > 0.5т4 + е£ > е£ 
п р и 

(78') 

и, следовательно, (лемма 1.1), 

| |(Я + ( г г 4 ) - 1 | К — . (83) 
8 

Подставляя (83) и (82) в (81), видим, что верна 
Т е о р е м а 2.8. Если выполнены условия (76) и (78'), то для реше

ния задачи (70) имеет место оценка 
А * 

1И*+т)н < ну(о)н + - 2т | |ф(ои. ( 8 4 ) 
Если A(t) > 0 — произвольный несамосопряженный оператор, то при 

а ^ 0.5 справедлива оценка (84) с е = 1. 

З а м е ч а н и е 5. Пусть A(t) полуограничен снизу, A(t) ^ — с*Е, с* = const > 0. 
Тогда при 0.5 ^ о ^ 1, г ^ то, т 0 < 1 / 2с* имеет место оценка 

t 

\\y(t + x)\\^ Mi||у (0) II + М2 ^ т||Ф (*') Н, (85) 
г' = 0 

тде Mi и Д/ 2 зависят только от с* и t~}. 

Доказательство этой теоремы опускаем. 
Т е о р е м а 2.9. Пусть А > 0 постоянный оператор и ст ^ 0.5. Гогда 

для задачи (70) имеет место оценка 

I 4» (* + т) 1 < || 4 ? (0) || -f М 2 max || Ф (*') \\ + М2' max || фГ (*') |, (86) 

где Мч > 0, Мг / > 0 зависят только от t0. 
Перепишем (71) в виде 

(Е + (а - 0.5) т Л ) ^ + 0.54 (у + у) = Ф (87) 
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п умножим (87) скалярно на 2тЛy t — 2А (у — у) : 
2х(Ауи yt) + 2хЦа - 0.5) || Ayt ||* + || Ау ||* = || Ау ||* + 2т (Ф, у,) . 

Если ф = 0, то отсюда сразу следует 

II Ay (t + х) | | < II Л у (0) || при а > 0.5. 

Преобразуем 

2т;(ф, Л*,,) - 2т(ф, Л£) 7 — 2т(ф г, Л?/)<2т(ф, Ау)т - f 

+ ет||Л2,[» + - ^ 1 Ф г р при *>0 , 

i ак что 

2x{AVl, yt) + 1 | Ау | Р < (1 + ет ) || Ay f + ^ | Ф г f + 2т(<р, Л0) г . 

Дальше проводятся те же рассуждения, что и при доказательстве тео
ремы 2.1 при у (0) = 0. 

З а м е ч а н и я . 6. Самосопряженности оператора А не требуется. Если | | Л д ; | | 2 ^ 
<: \(Ах, х), то теорема 2.9 верна при а ^ Оо, 0о = V2 — 1 / тА. Если Л = А*, то 
ч е р н а оценка 

!1Л у (* + т) II2 < \\Ay(0) II2 + — 2 т | | ф Ю L 2 . 
*' = 0 

7. Теорема 2.9 сохраняет силу в случае зависящего от t оператора A(t), удовле-
г норягощего условию 

\\АГу\\<с2 \\Ay\l 

Априорные оценки вида (86) для многомерных двухслойных схем, аппроксими
рующих уравнение теплопроводности, были получены в [ 2 3]. 

§ 3 . Классы устойчивых трехслойных схем 

1. И с х о д н о е с е м е й с т в о т р е х с л о й н ы х с х е м 

Рассмотрим множество трехслойных схем 

Ву\ + x2RyFt + Ау = Ф , 0 < * € = ю т , »(0) = уо, у(х) = уи (1) 

где уо и у\ — любые векторы из Н; В, R и Л — линейные операторы из Н 
на Н. 

Исходное семейство трехслойных схем ИС-3 задается при помощи 
у< ловий (ср. с [1]): 

1) Л*(*) =A(t), A(t) > 0 ; 
2) !Г(1) = R{t), R(t) > 0 ; 
3) A(t) и R(i) липшиц-непрерывны по t с постоянной сг, не завися-

(цей от х и N. 
Требования на оператор B(t) формулируются по ходу изложения. 

Основные оценки получены без предположения самосопряженности B(t) 
и его непрерывности по t. 

11 Ж П М и МФ, .V* 5 

file:////Ay/l
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2. Э н е р г е т и ч е с к о е т о ж д е с т в о 

Для вывода априорных оценок используется энергетическое тождест
во, соответствующее схеме (1). Учитывая, что 

У + У т'2 

У = \^~-^УТг 

перепишем схему (1) в виде 

Byt + т 2 (R - Ч,А) уъ + угА (у + у) = Ф . (2) 

Умножим (2) скалярно на 2тг/« = т (yt + yj) = у — у и учтем, что 

Щ, = У, — Ут: 

2т (Byf ,у{) + т 2 ((.« - 7 2 Л ) (г/( - ут), yt + j , r ) + (3) 

+ Чй(А(у + у), у-у) = 2х(ц>,у.). 

Нам понадобится 
Л е м м а 3.1. Если А и R — самосопряженные операторы, то 

(-4 (# + У), У — У) = — (Л г/, ?)), (4 
( ( Л - 7,4) (у, - j , r ) , ^ + j/ F ) = ((Л - 4*A)yv yt)-((R- Ч2А) уу, У[). (5) 

Эта лемма является следствием леммы 1.6, если положить и — у + у, 
и = у — у и v = yt — i / 7 , и ~ yt -\- yj (заменив /1 оператором /? —1/2./1). 

Прибавим и вычтем справа в (3) (Ау, у), после чего воспользуемся 
леммой 1.5 при v у, и = у и v = у, и = у: 

(А (у + у), 9 — у)= [(Ау, у) + {Ау, у)} — [(Ау, у) + (Ау, у)} = 
= V2 [(Л (у + у),$ + у) + (А(у - у), у -»] -

— V2[(^(j/ + y), y + y) + (A(y-y), у-у)], 
так что 
(4 (у + у),у-у) = 7 * [(Л (0 + у),у + у) + т 2 г,,)] - (6) 

- 7 а [ ( Л ( у + Jf), 2/ + у) + т 2(Лг/ Г, 

Подставляя выражения (4) и (6) в (3), получим 

2т (Ву° ,у°) + {7* (А (у + у), у + у) + т 2 ((# - 7 И ) у,, г,,)} = 
= ША (У + у), у + у) + т « ( ( Д - 7 И ) у Г , ут)} + 2т(ф, у . ) . 

Операторы А и Л зависят от £, так что 

A=A(t), R = R(t), t = tj. 
Учтем теперь, что 

(A (t) v, и) = (Av, v) + ({A — A)v,v) = (Av, v) + x (A-v, v). 

В результате получаем основное энергетическое тождество для трех
слойной схемы 

2х(Вуо,У[) + i = S + xF + 2r(% yt), (7) 
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где 

£ = 7 « (Л (у + у),Р -г у) - f т 3 ((Я - 7 4 Л ) j,,). У . = J ^ = X ' 

_ v (8) 
g' = 7 4 ( i (у + У),у + у)+ т 2 ( ( Й - 7 И ) 2 , г , 2 / т ) , г / 7 = У—У-, 

F = 7 4 й г (у + У), У + У) + t 2 ((R - lUA)lVT, ут). (9) 

Тождество (7) справедливо для любой трехслойной схемы в предполо
жении, что А (I) и R(t) — самосопряженные операторы. 

Операторы A(t) и R(t), по условию, липшиц-непрерывны по t. Поэто
му справедлива оценка 

\F\^c£ + V^(AyT, ут). (9') 
В самом деле, 

\ F \ (А {у + У), У + У) + Т 2 с а (RyT, ут) + 

+ 7 4 т 2 г 2 (Аут, ут) = с$ + 1Ыс<!.хг(Ау1, ут). 

Если R — XUA = R удовлетворяет условию 

| ((R - 7 И V j r , j , ) I < с, ((R - yj) у, у), 

то вместо ( 9 ' ) получаем оценку 

\F\ ^ сгШ. ' (9") 

В дальнейшем будем полагать А(0) = А (т), R(0) = R(x). 

3. О к о р р е к т н о с т и с х е м ы 

Корректность схемы (1), по аналогии с § 2, означает ее разрешимость 
и устойчивость. Запишем уравнение (1) в виде 

(В + 2%В)у = Ф(у, £ , < р ) , 

где Ф зависит от ф и уже известных векторов у, у. Отсюда видно, что схе
ма (1) разрешима, если существует обратный оператор (В + 2т/?) - 1 . Для 
этого достаточно, чтобы 

В + 2xR > 0. (10) 

Условие (10) выполнено, в частности, при 
В^О. 

Будем говорить, что схема (1) устойчива по начальным данным и по 
правой части или просто устойчива, если найдутся такие числа Т о > 0 и 
Д о > 0, что при х ^ то и N ^ No для решения задачи (1) имеет место 
одна из оценок: 

\\У(* + *)lid,t)< Мг||у (т)|| ( 1 > 0 ) + М2 max | | Ф (* ' ) | | ( 2 , п , (11) 
0 < Г < * 

!! У (t + т) о < Мг || у (х) | | ( l t 0 ) + М 2 max || Ф ( Г ) ||(2, п + М2' max || ф г (Г) ||(2, п , 

(12) 
11* 
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где II • 11(1) —- норма вида 

\\y(t + т||(1) = \\y(t + т) +y(t) ||(f0 +\\y(t + r ) - y(t) \\1ГЪ (13) 

II * ll(i,), II • ll(i2), II • 11(2) — некоторые нормы на линейной системе HN (завися
щие, вообще говоря, от t), Мi, М2, Мг — положительные постоянные, не 
зависящие от т и N. 

Если *(11) или (12) выполнены при любых т и Л г , то схема (1) назы
вается абсолютно устойчивой (при этом, разумеется, предполагается, что 
схема (1) принадлежит ИС-3 при любых т и N). 

Перейдем к изучению достаточных условий устойчивости схем (1) из 
ИС-3. Для удобства изложения решение задачи (1) представим в виде 
суммы у = у + у, где у — решение задачи 

By о + %Щуъ + Ау = О, 0 < / G © : , У(0) = уо, у (г) = г/ь (1а) 

а у — решение неоднородного уравнения с однородными начальными 
условиями 

Byt+T*RyTt + Ay = <y, 0 < * G = < o t , у(0) = 0, * , ( т ) = 0 . (1б) 

5. Д о с т а т о ч н ы е у с л о в и я у с т о й ч и в о с т и . А п р и о р н ы е 
о ц е н к и 

При выводе априорных оценок будем исходить из тождества (7). От
метим прежде всего, что 

% > 7 4 \ \ y - y t П Р И R>XUA> (14) 

* > Ц 1 ^ 16 +У I + х (II У + У Е + * 2 A Vt fa) > <14') 

>^^и + у1 + ^ Ш + \уЬ при д > Ц ^ л , 

где е0 > 0. 
Всюду используются нормы 

\\y{t + т ) | | ( 1 , о = \\y\\w = }'(8(t + x)), (15) 
хде ё' ' (t + т) = & определяется формулой (8). 

Т е о р е м а 3.1. Пусть выполнены условия 

В > — С&А, (16) 

1 + 8 о . 

П>—т—А, (1/) 4 
где so = const > 0, с\ = const ^> 0 не зависят от % и N. Тогда схема (1) 
из ИС-3 устойчива при достаточно малом т ^ To(ci) и для решения зада
чи (1) верна оценка (12), в которой || • ll(i) определяется по формуле (15), 

11<Р(0Н(2,*) = У ( ^ - 1 ( 0 Ф ( 0 1 Ф ( 0 ) = M O L - ' w или I M I ( 2 ) = И ф Н а Л (18) 

Л / j , Мч и М2 зависят только от Ci, С2, /о, £о и то < 1 / 4cj. 

file:////y-y
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Используем условие (16). Для этого нам пона
добится лемма 1.9, в силу которой 

(BvT, vJ)>-c1x*(Avj, vT)>-2Cl[(Av, v) + (Av, и)]. 

Подставляя сюда v = у + у, будем иметь 

2т(Byу>) = ±-(В(у+ у)т, (у + у)г)> (19) 

> — с1тЦА(у + у),у + у)+(А(у+у), у + у)]. 

Замечая, что 

%>Ъ\\У + у\\\+^г^\\ут% приД>1±*>4, (20) 

и пользуясь оценкой (9х), получим 

\F\^c2[l + ~)s. (21) 

Подставим (19) и (21) в (7): 

-Clx(Aiy + y),y + y) + $<^(i+ct[l + 2-) т)# + (22) 

+ сц(А(у +у),у + у) + 2т(ф, у-). 

1. У с т о й ч и в о с т ь по н а ч а л ь н ы м д а н н ы м . Пусть ф = 0. 
Учитывая (20) и из § 2 формулу (16), будем иметь 

( l - 4 d T ) f < (1 + а(1 + 2/г0)т)8 + Аах(1 + с2т)ё ^ (1 + с2'х)ё, 
(23) 

где сг — 2с2(4 + 1 / е0) + 4ci, причем 4cit < 1. Из (23), по аналогии с 
и. 5, § 2, получаем 

ё (t + т) ^ M / g 5 (т), т < то, т 0 < 1 / 4с ь (24) 
а зависит от ci, с 2, е0, £о и то. Из (24) следует 

\\У (t + т) ||(1, t) ^М,\\у(х) | | ( 1 | 0 ) . (25) 

2. У с т о й ч и в о с т ь по п р а в о й ч а с т и . Пусть г/(0) = у(т) = 0. 
Тогда е(т) = 0. Применим лемму 2.1 при v = у -\- у и оценим: 

2т (Ф, уо ) = х (ср, (у + у) Г ) < х (ф, £ + + (26) 
1 

+ ei (Л {у + у), у + у) + ( i l 'V , ФГ), 

где 8 i > 0 — произвольное число. Так как (Аи, и) ^ (1 -f- с2т) (*4г;, г;), то 
-С1т(А(9 + у), y + y) + £ < ( l + c , ( l + А - ) t ) g + 

+ t (в! + сх) (1 *+ с2т) (Л (у + у), у + у) + ^ - (А-1цт, фГ)+т (ф, у+ у)т. 
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Учитывая (20) и предполагая, что 4 ( e i + сч)т < 2, получим 

(1 _ 4 c i t ) £ < (1 + c ; t ) £ + ( Ф , ;•/ + у) - (ф, у+ у) + А - х (А~\г, Ф г ) , (27) 

где с 2 = 6*2(3 + 2 / i?o) + 4(ei - j - й ) . Это неравенство решается по анало
гии с неравенством (23). Повторяя рассуждения из § 2, п. 5, получаем 

$(t + т ) < max [ М 2 ( Л - 1 (*')Ф(*'), Ф ( О ) + М-2(Л' 1 (* ' )Ф г (О, Фг (0)1 - (28) 

При этом предполагается, что ф(0) = ф(т), так что Фр(т) = 0. Из (24) и 
(28) следует (12) при т ^ т0, То < 1 / 4с/ . 

З а м е ч а н и я . 1. Если вместо (16) выполнено условие неотрицательности В: 

В ^ 0, 

то теорема 3.1 верна при любых т > 0. В этом можно убедиться, если в (23) и (27) 
положить Ci = 0. 

2. Из (15) следует, что схема (1) устойчива по правой части в норме 

№(* + т)||( 2

М ) == \\y(t + r)Ct)+\\y(t)\\lit) (29) 

Оценка (28) сохраняет силу, если вместо g (t + т) подставить (29). 
3. Условие разрешимости В + 2rR > 0 выполнено при т ̂  72<м, так как 

£ + 2xi? ^ (1 + е 0 —2с,т)тЛ / 2 . 

Т е о р е м а 3.2. Пусть для схемы (1) из ИС-3 выполнены условия 
(17) и 

B^z дЕ, 8 = const > 0, (30) 

где Е — единичный оператор. 
Тогда для решения задачи (1) имеет место оценка (11), в которой 

!|г/(/ + т) 11(1, / ) определяется по формулам (15) и (8), а 

11Ф11(2) = ИфИ; 

постоянные Mi и М2 зависят только от с2, ео, 6 и to. 
1. У с т о й ч и в о с т ь по н а ч а л ь н ы м д а н н ы м . В силу В ^ 8Е 

имеем 

2хд 12/? р + 1 < (1 + с2 (1 + 2/ео) т ) Ш + 2х (Ф, у •). ( 3 1 ) 

При ф = 0 отсюда следует 

&(t + x) ^ (1 + с 2 (1 + 2/ео)т)#(0 < M I # ( T ) , 

(32) 

11^(< + т ) ||(i, *) ^ i l / i H j , ^ ) ||(i,o). 

2. Устойчивость по п р а в о ii части. Подставим оценку 

2т(<р,у?) < 2T6||J,? II 2 + (т/2б)|1ФЦ2в (31): 

| < ( 1 + с 2 ( 1 + 1 - ) т ) ^ + ^ - | | ф | р . (33) 
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Применим к (32) лемму 2.3: 
t 

£(* + т)<м2 2 Т ! Ф ( О Р - ( 3 4 ) 
t' = T 

Объединяя оценки (32) и (34), получим (И) с ||<р||(2) = ||<р||. Теорема 
доказана. 

6. С х е м ы с п о с т о я н н ы м и о п е р а т о р а м и i и Л 

По ходу доказательства теорем 3.1 и 3.2 видно, что эти теоремы сохра
няют силу при 

R ^ lUA, 

если оператор Я = R — lUA липшиц-непрерывен по t (см. (9")). 
Рассмотрим теперь случай, когда А и R — постоянные операторы. По-

;тгая в (23), (27) и (33) с2 = О, получим 
(1 — 4 c ! T ) g ' < ( l + Ьс1х)ё, С 2 3 ' ) 

(1 - Ьут) I < (1 + 4 ( в 1 + C l ) t) £ + (Ф, у + y) — fay + $)+*- х(А Чт.фТ), 
(27') 

£ < £ + ^-||Ф|| 2, ( 3 3 ' ) 

п р и ч е м А и Л не зависят от £. 
Из этих неравенств видно, например, что справедлива 
Т е о р е м а 3.3. Пусть А и Rue зависят от t и 

В 5> О, R 5> уАА. 

Тогда, для решения задачи (1а) верна оценка 

' 1 И * + т ) | | Н ) < \\y(x)\ki). ' ( 3 5 ) 

/ г Ъ ш Z? 2> дЕ, где б = const >> 0, то для решения задачи (1) выполняется 
неравенство 

I! 9 (* + t) < I) (t) + [ 2 x I Ф (*') |pl 2. (36) 
у (26) L r = = T -» 

7. А п p и о p H ы e о ц e н к и д л я с х е м ы с в е с а м и 

Bet ьма часто встречаются на практике схемы с весами 

у . + Ayio, ъ) = <р (* ) } 0 < t ЕЕ (от, у(0) = у о, у(х) = у и (37) 
где 

у(о, oB) = Q l y + ( ! _ 0 1 0 2 ) у + ^ А = A(t) > 0. 

Лдегь (Т] и 02 — вещественные числа, от выбора которых зависят устойчи
вость и точность схемы. 
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Приведем схему (37) к каноническому виду (1). Пользуясь формулами 

У = У + tyt = У + у У! + 1k*%v У = У — ХЫХУ1 + г/&*Уп, 

найдем 

yi«u *) = у + (0l - а а) t j / f + 0.5 (а± + 0 2 ) т % г (38) 

После подстановки (38) в (37) получим 

(Е + (ах - а 2) хА)уо + 0.5т2 (аг + а 2) 4j , r , + Ау = Ф> 

9(0)-г/о, У(т) = 1,ь ( 3 9 ) 
Сравнение (39) с (1) дает 

В = Е + (еп - а 2)тЛ, Л = 0.5(а4 + а2)-4. 

Так как А > 0, то существует Л _ 1 . Применим А~* к (39): 

#2/? + r2RyTt + Ay=<p, qT= Л^ф». У (0) = Уо, 9 (т) = у ъ (40 
где 

В — А - 1 + (СЧ - а 2 )т£, Л = 0.5(0! + а 2)#, Л = Е. (41) 

Схемы (39) и (40), очевидно, эквивалентны схеме (37). Схема (39) 
(или (37)) принадлежит ИС-3, если А = A(t) самосопряжен, положите
лен и липшиц-непрерывен по t и 01 + 0 2 > 0. Схема (40) принадлежит 
ИС-3, если А = A (t) > 0, 01 + 0 2 > 0, так как операторы Л — Е и 
Л = 0.5(01 + СУ2)Е являются постоянными и самосопряженными; при 
этом оператор А и, следовательно, Б •— А ~ 1 + ( 0 1 — 0 2 ) %Е не являются 
самосопряженными. В зависимости от свойств оператора А мы будем при
менять общие теоремы 3.1 и 3.2 к схеме (37) в форме (40) либо в форме 
(39) (ср.с§ 2, п. 7). 

Для разрешимости схемы (37) должен существовать обратный опера
тор (В + 2 x R ) - 1 = (Е + 2аMY"1. Так как Е ^ А / | |Л||, то Е + 2а&А ^ 
^ (1 / | Щ | + 20!т)Л > 0 при 0 t > —1 /2т||Л|| и схема (37) разрешима 
при 0 i ^ 0. Нетрудно заметить, что 

II (Е + 2в1%А)-Ц\ < 1 при 0 ! ^ 0, (42) 

так как Е + 2о±гА ^ Я при 01 ^ 0. 
Т е о р е м а 3.4. Схема (37) устойчива и для нее справедливы: 
1) априорная оценка (12) гг/ж любом т > 0w 

l l ^ w = 4 l l ^ + ^ L 2 + ( ~ ^ 2 ~ 4 ) t 2 | l j / i l l a 2 ' "ч>11<?>= "ф"» (43> 

ес./ш выполнены условия 

A(t) =A*(t) > 0, Л(£) липшиц-непрерывен по t, (44) 

Ci + 02 5- 0.5, 0 i ^ 0 2 ; (45) 

2) оценка (12) с ||г/||(1), определяемым по формуле (43), & 1!Ф||(2) = 
= И ф И с Г 1 , если при этом выполнены условия (44) — (45) и 01 + 0 2 ^ 0.5, 
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o~i ^ 02 — 1 / х\\А\\ — CIT, Ci = const ^ 0, т ^ To(ci) достаточно мало 
(то = оо /г/ш ci = 0). 

Первое утверждение следует из теоремы 3.2, второе — из теоремы 3.1,. 
если применить их для схемы с весами в канонической форме (39). 

Если схема (37) симметрична, т. е. Oi = 02 = ст, то для ее устойчивости 
достаточно, чтобы о ^ 

Покажем, что схема с весами устойчива в другой норме без предполо
жений о самосопряженности и липшиц-непрерывности по t оператора A(t).. 

Т е о р е м а 3.5. Если A(t) > 0, то при (45) схема (37) устойчива и для 
нее верна априорная оценка 

I! У (t +т) || (Т ) < I у (т) || т + max (М а || А'1 (*') ср (*') | + МД (А~* (f) <p (t'))T ||). 
0<* '<* 

(46) 
где М2 > 0 и М2 > 0 зависят только от t0, 

\У(*+ »)«(1) = 1УIfe = V41У + УТ + - V4) х-1у,р. (47) 

Для доказательства применим теорему 3.1 к схеме (40) с постоянными 
операторами А = Е и R = 0.5 (01 + 02) # при ci = 0. 

Т е о р е м а 3.6. Если выполнены условия теоремы 3.5, то для схемы (37) 
имеет место априорная оценка 

t 

h(t + *) J г < || у(х)\\(1) + / ( 2 (ох + о2)) S f 11Ф С ) II- (43 

Схема (37) устойчива по начальным данным. Для схемы (40) тождест
во (7) при ф = 0 принимает вид 

2х (Byhy;) + \\ у |{ Т ) = Ь | { Т ) . (49). 

Так как В = A~l + x(di — о2)Ь^ А~* > 0, то 

п, следовательно, 

II У (0 l b < II У ( О Id, п Р И (50) 

Рассмотрим теперь задачу (40) при z/(0) = 0, |/(т) = 0. Ее решение 
будем искать в виде суммы 

t 

y(t)=%TY(t,t'), ( 5 1 ) 

где Y(t, if) как функция t удовлетворяет однородному уравнению (37) и 
начальным условиям 

Г(*' + т, t') + 2oixA(t/)Y(t/ + x, t') = 2 ф ( 0 , Y(t', t') = 0 . (52) 
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Подставляя (51) в (37) и учитывая уравнение для Y(t, t') и условия 
(52), убеждаемся в том, что (51)—решение задачи (37). При t = 0 и 
t = т, как видно из (51) и (52), получаем у(0) = у(х) = 0. Для функции 
w(t) = Y(t, tf), согласно (50), имеет место оценка 

\\Y(t, I ' ) ||(Т) ^ | |У(*' + т, V) ||(i) при фиксированном t' ^ t. (53) 

Из (52) находим У ( * ' + т , V) = 2(Е + 2aixA)-^(tf). Так как oi > 0, 
то, согласно (42), имеем 

Щ * ' + М')11 < 2 | | Ф ( 0 1 1 . (54) 

В силу начального условия Y(f, t') = 0 и 

Y(t' + t, O|JD = 74 | |Г (* ' + t. 0 IP + 

+ ( ^ ^ - V 4 ) 1Y(f +. t, o p = ^ ± ^ 1 ! У <«' + *, O f , 

!| 7 (f' + т, *') ||(T) = у ( ° - 5 ( 0 i + <*>)) И 7 С + О II- ( 5 5 > 

Подставляя (55) и (54) в правую часть неравенства 

I у ( 0 I D < 2 * I У с о 1!(7) < 2 * |У(* ' + т , о и ( Г ). 
t'=- f' = T 

получаем оценку для решения задачи (37) при у(0) = у(х) = 0: 

II 2/С + t)||(Т) < У(2 (C l + <та)) Е т||ф(Г)||. (56) 

Объединяя (50) и (5(5), приходим к (48). Теорема доказана. 
Т е о р е м а 3.7. Если А (I) = A* (t) > 0 и 

а 1 > а 2 ~ 4 р | ' <У1 + <У2>ги, BG (0 , 1 ] , (57) 

то для схемы (37) верна априорная оценка 

\\У(* + т) < I у (т) ||(Т) + -А^- [ i х || ср ( О | _ 1 ( 0 J " . (58) 

Теорему, очевидно, достаточно доказать при у(0) = у (х) — 0. Напи
шем для схемы (40) тождество 

2т (By о ,уо)+\\$ |fT) = |у |f- + 2т (ф, у?), где ф = А~\. (59) 

Подставляя сюда оценку (80) из § 2 для 2т(4 - 1 ф, yj) и учитывая, что Я = 
= Л - 1 - f ((Ti — G2)хЕ ^ еА-1 при a i ^ G2 — (1 — г) Iх\\А||, получаем 

11^1(Т)<Ь«(1) + 2 7 ( ^ 1 Ф ' Ф ) ' 
Отсюда и следует (58). 

Таким образом, если A (t) самосопряжен и липшиц-непрерывен по /, 
то для схемы (37) имеют место априорные оценки по норме (43). Если же 
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1 (/.) — произвольный положительный оператор, то верны оценки по норме 
( 4 7 ) . При этом требование самосопряженности A (t) (без липшиц-непре-
рывности t) позволяет получить оценку для llz/Ицу через | |ф| | а

_ | , в то время 
как оценивается, согласно теореме 3.1, через НфИсГ 1 и Цф-^НсГ1. 

Т о о р е м а 3.8. Пусть А > 0 — постоянный оператор и а± ^ 02, oi + 
4_ г»2 ^ 1/2. Тогда для схемы (37) имеет место оценка (12), где 

'! г/ (< -f-1) | 0 = II6 ll2

t) = V* И (У + У) I s + ( ° Ц г ^ - V*) т21| АУ, ||2, (60) 

|ф;|(2) = ||.ф|| ? а М\ = 1, М2 > 0 зависит только от iQ. 
Умножая (39) скалярно на 2%Ау> и проводя рассуждения по аналогии с 

п. 4 настоящего параграфа, получим тождество 

2т (Ауо, У 1 ) + 2(в1- а 2) т 2 I . f + || у = || у f(1} + 2т (Ф, Л*/ ?). (61) 

При сг — 0 отсюда сразу следует || у ||(j) ^ II у |1()>. Подставляя оценку 

1т ( Ф . .1 , / , ) = 2т ( Ф „ .4 (у + У)Т) < т (ф, А (у + у)\ + те\\ у \f(l) + ±-|| ф г f 

к (И1), будем иметь 

j // < (1 + te) || г, + (Ф, А (у + у)) - (ф, Л (j, + у)) + ~ т || 9 f f. (62) 

(Отсюда, но аналогии с п. 5 настоящего параграфа, следует искомая 
оценка, если учесть, что 

| (Ф. А (у + у)) | < || Ф || || А (у + у) || < 21| Ф || || у Ц(1) < V . II £ ^ + 21Ф IP-

Самосопряженность оператора Л не используется. Теорема сохраняет 
силу для А = А (/), если ^ c2|M?/||. Если А* = А > О, то имеет 
место оценка (11), где ||ф||(2) = ||ф1!«. 

8. А п р и о р н ы е о ц е н к и д л я т р е х с л о й н о й с х е м ы 

в т о р о г о т и п а 

Рассмотрим теперь трехслойную схему во второй канонической форме: 

уп + x*RyJt + By о +Ау = ц, 0 < * <= сот, у (0) - у0, у (т) = уг. 

(63) 

• Энергетическое тождество (7) в этом случае имеет вид 

2т(By*,у ? ) + \\у||,2 = ||уI,2
 + TF + 2T(Ф, yt), (64) 

где F имеет вид (8), а 
Ы*2 = 1и\\у + у\\а2 + хЦ(Н -'UA)yuyt) + \\yt\\\ (65) 

Отсюда видно, что \\у\\ « 2 > 7 J г/ + у\\а2 + 1 Ы 2 при Д ^ 7*4. 
Т е о р е м а 3.9. Пусть выполнены условия В ^ О, В* = В' > 0, 4* = 

• = Л > 0, -4 — постоянные операторы и 1{ ^> ijikA, Тогда для схемы 
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(63) имеет место априорная оценка 

Ы * + т ) II. < I у w L + е У*о 2 II Ф ( О « 2 " • (66) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как Л и R не зависят от t, то F = 0. При 

ф = 0 тождество (64) принимает вид ||г/||*2 ^ I I г / I I » 2 , т. е. для задачи (63) 
при ф = 0 имеет место оценка 

!ИН-т) | | .< \\y(t)\\,. (67) 
Пусть 1/(0) = г/(т) = 0 и, следовательно, ! I I / ( T ) | | , = 0 . Преобразуем 

1 
2t (Ф, уi) = т (ф, У{ + ут) < т е (|| yt f +1 ут f ) + — т | ф J 8 < 

А 

Подставив эту оценку в ||г/||»2 ^ !|г/|| *2 + 2т (ф, г/ • ) , получаем 

(1 - т е ) I у I* < (1 + т е ) || у V + ^ х || Ф f. 
Выбирая е = xhU, приходим к оценке 

t 

ly(t + *)U<e% 2 т | ф ( 0 | | 2 - (68) 
Объединяя (67) и (68), приходим к неравенству (66). 
Используя технику, развитую выше, нетрудно получить аналогичную 

оценку для случая переменных операторов A(t) и R(t). Отметим, что для 
схемы (60) верны теоремы 3.1 и 3.2. 
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