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Введение 

В работах [1] —[5] проводилось изучение уравнения нелинейной теп
лопроводности. Было установлено, что зависимость коэффициента тепло
проводности от температуры приводит к возможности распространения 
тепла (по нулевому начальному фону температуры) с конечной скоростью. 
Представляет интерес выяснить, как особенности нелинейной теплопро
водности сказываются на взаимодействии тепловых процессов с гидроди
намическими. 

Известно, что процессы, 'описываемые уравнениями гидродинамики с 
нелинейной теплопроводностью, характерны для задач радиационной гид
родинамики (см. [4]) , где рассматривается взаимодействие излучения с 
веществом. В предположении о локальном термодинамическом равновесии 
излучения с веществом, а также при пренебрежении давлением излучения 
по сравнению с материальным давлением наличие излучения в среде про
является лишь в аномально большой теплопроводности среды и в зави
симости коэффициента теплопроводности от температуры. Молекулярны
ми процессами переноса в такой среде (т. е. обычной вязкостью и тепло
проводностью) можно пренебречь по сравнению с теплопроводностью, 
обусловленной излучением. Высокая теплопроводность среды в ряде слу
чаев приводит, как показано в [4] , [5], к появлению температурных волн 
(ТВ). По типу вызываемого ими гидродинамического движения ТВ раз
деляются на TB-I (распространение тепла со сверхзвуковой скоростью) 
и ТВ-И (дозвуковое распространение тепла). См. [4] , [6] , [7] . 

Указанный подход к задачам с температурными волнами был в неко
торой степени новым, так как обычно при рассмотрении задач гидродина
мики с теплопроводностью на первый план выдвигались чисто гидродина
мические явления, а теплопроводность играла лишь роль диссипирующего 
и разглаживающего фактора. 

Так, в [8] учет процессов обычной молекулярной ^вязкости и теплопро
водности использовался для изучения структуры фронта ударной волны 
(УВ). Как известно, без учета диссипативных процессов в средеУВ пред-

*> Основное теоретическое содержание статьи было доложено авторами на IV 
Всесоюзном математическом съезде в 1961 г. ! 
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(коэ ф фициент т еп л опр ов од но сти 
плотность) рассматривается "за-

момент предполагается нулевой 
постоянное по пространству зна-

непрерывных и разрывных бегу-

ставляет собой сильный разрыв. Учет теплопроводности приводит, как по
казано в [8], к образованию определенной эффективной «ширины» волны. 

:.: В настоящей работе используется автомодельность типа бегущей вол
ны, но в отличие от [8] изучается случай нелинейной теплопроводности 
и задача о бегущей волне связывается с задачей о поршне с тепловым 
режимом. Благодаря такому подходу удается рассмотреть не только струк
туру бегущей волны, осуществляющей переход с одного константного 
решения на другое константное решение, но и более общий вид бегущей 
волны, 'существенно связанный с нестационарным тепловым и гидродина 
мическим режимом на поршне. 

В рамках одномерной плоской задачи для уравнений гидродинамики 
при нелинейной теплопроводности 
х ' = хоГ т р а , где Г — температура, а р 
дача о поршне с определенным законом изменения теплового потока и 
скорости на поршне со временем, обеспечивающим образование перед 
поршнем бегущей волны. В начальный 
фон температуры, скорости, давления и 
чение плотности. 

В работе построено несколько типов 
щих волн. ; 

Большинство из построенных волн существует лишь до определенного 
момента времени. Наряду с метастабильными волнами построена бегущая 
волна, соединяющая два константных решения и имеющая конечную ши
рину переходной зоны. В работе устававливается зависимость этой ши
рины от параметров задачи. Отметим, что структура УВ в- среде с излуче
нием более детально," с привлечением кинетического уравнения для 
излучения была изучена в [9] . Мы же рассматриваем указанную выше 
задачу о бегущей волне как модельный пример, позволяющий проанали
зировать возможные типы решений и их зависимость;от степени нелиней
ности уравнения теплопроводности. В связи с этим в задаче проводится 
анализ поля интегральных кривых в зависимости от значения показателей 
нелинейности т и оуа также в зависимости от значения у = ср / су. 
В ряде случаев удается построить аналитические решения. Проведенный 
анализ используется для построения и классификации различных типов 
бегущих температурных волн. 

Наряду с построением автомодельных решений в работе приводятся 
] результаты расчета ряда полученных решений на ЭВМ с помощью раз
ностного метода решения системы уравнений в частных производных при 
соответствующих граничных режимах на поршне. 

Сопоставление автомодельных и численных решений позволяет, с од
ной стороны, сделать суждение о точности примененных разностных мето
дов, а с другой— подтверждает существование и устойчивость ряда по
строенных бегущих волн. 

§ 1. Постановка задачи 
Задача рассматривается в плоском 

состояния 

р = Д р Г , г — суТ — 

одномерном случае с уравнением 

R 

200 



Система уравнений газодинамики с нелинейной теплопроводностью имеет 
вид 

dv др дц ди 

д& dv дт m дТ '' ' 
dt * дх дх ' ; дх 

где — массовая координата, выраженная в г, rj = 1 / р — удельный 
объем, р — давление, и — скорость, Т — температура, w — тепловой поток, 
х, Л, у— константы. Решение ищется в виде бегущей волны, распростра- : 

няющейся с постоянной массовой скоростью D г/сек. Предполагается, что 
на фоне перед волной заданы следующие начальные значения: 

р = = р 0 , и = i;o, Г = 0 , ' w = 0. (2) 

Система уравнений, описывающая автомодельное решение типа бегущей 
волны, получается из (1) при переходе к новой переменной. Исследуемую 
систему удобно записать в безразмерном виде. Для этого выразим мас
штабы величин через постоянные определяющие параметры задачи, имею
щие независимую размерность, например через i ? , Х о , D, р о . Безразмерная 
автомодельная переменная будет иметь вид 

Dt — x 

Переход к безразмерным функциям дается следующими формулами: 
V О М ) Р О М ) ^ / t \ _ ^ О М ) 

Используя (3) и (4), получим из (1) систему ^обыкновенных дифферен
циальных уравнений 

dv dp dr\ dv — T 
dl ~ dl ' dl 7 dl' P ^ V 

l r — 1 - / -dv dw - Tpm-„ dT 

(!') 

c/g ' rig ' ' ' * 
Система (1') допускает три интеграла: 

* = »о + 1 —Л, P = l - % ^ = 0 . 5 ( ^ i ^ - l ) ( l — л ) , (5) 

и имеет место выражение 
Т = ц(1-ч). ^ (5') 

При получении (5) интегрирование ведется от фона перед волной, на 
котором заданы условия 

ц = ц0 = 1г * = * 0 , Г . = Т ; = 0, f=p0=0, w = w0 = 0. (2') 

В результате система (I х ) сводится к алгебраическим соотношениям (5) 
и одному дифференциальному уравнению 

3 Ж В М и МФ, К 2 '201 



Ниже будет показано, что начальное значение TJ = щ == 1 -задается или 
в конечной точке I = £о, или при 1о = — со, в зависимости от области 
изменения параметра т. • 

В первом случае волна имеет фронт, распространяющийся с конечной 
скоростью по начальному фону. Инвариантность уравнения (6) относи
тельно (преобразования = | + Ъ позволяет поместить фронт волны 

в точку I = 1о = 0. Так как 
I ~ (Dt— х ) , то фронт волны переме
щается по закону х%0 = Dt. 

Можно установить связь сформули
рованной автомодельной задачи с зада
чей о поршне. 

Предположим, что в точке с массо
вой координатой х = 0 находится пор
шень. Тогда из (3) следует, что на нем 
автомодельная координата g пропорцио
нальна времени. В принятой нами си
стеме координат фронт волны (I = 0) 
покоится, а поршень удаляется от него, 
двигаясь в область . £ > 0 (так как 
t > 0) с постоянной массовой ско

ростью D (предполагается D > 0) (см. фиг. 1). Определяя из уравнения 
(6) с начальным условием г) = rj 0 = 1, заданным при Г; = 0, профиль 
т] = г)'(^), можно из (5) найти профили v = v(Q и Т = Т(1) и тем 
самым определить закон изменения со временем скорости поршня и закон 
изменения температуры. 

Задавая полученные граничные режимы на поршне и решая систему 
(1), например, методом конечных разностей с начальными условиями (2), 
можно рассчитать профиль бегущей волны, уходящей от поршня. 

Фиг. 1 

для случая 1 < Y < 3 

е н и я (6) в б л и з и н а ч а л ь-

§ 2 . Исследование решений 

1. Х а р а к т е р р е ш е н и я у р а в н 
я о г о ф о н а (линия т] = 1 на плоскости (rj, £)) . Рассмотрим последова
тельно случаи m > 1, m = 1 1 , m < 1, m — 0, m < 0. 

1°. Если m > 1 (на фиг. 2 этому случаю соответствуют интегральные 
кривые, изображенные сплошной линией), то интегральные кривые при 
т) = 1 имеют производную, обращающуюся в — оо при конечных значени-

£ = 0,'т) = 1 имеет вид 
l/m 

(7) 

ях £. Разложение в окрестности фронта 

- 1 л (
 m A1/m , 

где члены более высокого порядка опущены. Отсюда следует, что 
^ ' ( 0 X 0 для ш > 0 и любых а. Поэтому функция r\==r\(l) по мере 
удаления от фронта волны падает с ростом £. Из (5) следует, что 
остальные функции пропорциональны j т. е. на фронте волны про
изводные от всех функций по £ при т [ > 1 бесконечны. При этом поток 
тепла^температура, скорость и плотность вблизи фронта резко растут. 

202 



2°. Пусть т е= 1 (см. линию, изображённую на фиг. 2 штрих-пунктиром 
с одной точкой). Тогда производная т)'(0) конечна и T I ^ = O = — 1/(у — 1 ) . 

3°. При 0 < ^ т < ^ 1 (см. штриховую линию на фиг. 2) первые про
изводные на фронте волны равны нулю. 

Из (7) следует, что при т = 1/к (где к — целое положительное 
число) в точке т} = 1, 1 = 0 производные вплоть до к-и включительно 
обращаются в нуль, а начиная с к -(-1-й производные"^имеют^бесконеч-

Фиг. 2 

яый разрыв. ^Таким образом, гладкость касания интегральными кри
выми линии х\ = 1 возрастает при тгг —̂  0 (к—>оо). 

4°. При т = 0 разложение вблизи г] = 1 имеет вид 

Ч = 1 — Се^у-т * + 0 [(1 — л) 2 ] , ' (8)' 

где С — произвольная постоянная. В этом случае интегральные кривые 
лишь асимптотически при £ — > — • ор приближаются к прямой rj = 1. 

5°. Для т < 0 разложение не существует при | = 0, но имеет смысл 
при >— с о . Отсюда следует, что для т^О интегральные кривые 
не могут пересечь прямую т] = 1 при конечных значениях £. На фиг. 2 
этому случаю соответствует штрих-пунктирная линия с двумя точками. 

2. О б щ и й х а р а к т е р п о л я и н т е г р а л ь н ы х к р и в ы х. В п. 1 
показано, что в окрестности точки (т] = 1; £'=0) функция т] = г)(£) 
может только падать. Это означает, что при 1 < ^ у < ^ 3 возможны лишь 
врлны сжатия и нагрева. Монотонное падение т] с ростом £ сохраняет
ся в области 0 . 5 < ^ т ] ^ 1 . Прямая т) = 0.5 пересекается интегральной 
кривой, выходящей из линии г\ — 1 в некоторой точке (£ = \х\ ц — 0.5) 
плоскости (£, т|). Производная (Vki-o в

 Э Т ° Й точке обращается в + со, 
В полосе а < т ) < ^ 0 . 5 , где а = ( у — 1 ) / ( у + 1 ) , имеем fj' '> 0. Это озна
чает, что после пересечения с прямой т] = 0.5 интегральные кривые 
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поворачивают в сторону убывающих значений £ и далее приближаются 
к прямой г] = а. Прямая т\ = а является решением уравнения (6). По
кажем, что интегральные' кривые, идущие в полосе а<^т]<^0.5 и в 
полосе 0 < ^ г ] ^ а , не пересекают прямую rj = а., а прксближаются к ней 
асимптотически. 

В самом деле, линеаризируя уравнение (6) вблизи ц = а, получим 

ц = a -f- const е ф <а> * при т] ^> а,, 

где Ф ( а ) = 0.5(1 - а ) 1 ' ™ ^ 0 ^ (1 
тельно, при т] 
неограниченно возрастает ( g - > — ° ° ) 

r\ = а — const е ф <а> * при т] < а, (9) 

2а)" 1, а = (г — 1)/(т + !)• Следова-
а + 0 несоответственно, при г|—>а — 0 аргумент | 

В полосе 0<[т) '<^а имеем т)^<^(> 
и с ростом 5 значения г] падают вплоть, до т] = 0. Прямая г] ,= 0 пере
секается интегральной кривой в некоторой точке £ == £2-

Подробно поведение интегральных кривых вблизи прямой ц == 0 бу
дет изучено в § 4. 

Заметим, что интегральные кривые имеют только тогда '"физический 
смысл, когда значение | на них возрастает. Это обстоятельство связано с 
тем, что на поршне | ~ D~2m+2t. и поэтому уменьшение £ вдоль интеграль
ной кривой эквивалентно обратному ходу времени. Таким образом, профи
лю бегущей волны соответствует лишь кусок интегральной кривой в поло-
се 0.5 ^ т) ^ 1, т. е. 0 ^ £ ^ £i. В остальную часть плоскости (£, ц) 
непрерывное решение продолжить невозможно. 

3. О с н о в н ы е с в о й с т в а б е г у щ е й в о л н ы д л я у < 3. Из при
веденного выше анализа можно сделать следующие выводы. 

Для т ^ 0 фронт волны находится при g = —оо, а при т > 0 волна 
имеет фронт при конечных значениях | = go = 0. Это показывает, что 
длд т ^ 0 скорость распространения тепла бесконечна. 

При т > 0 волна распространяется с конечной массовой скоростью D. 
Так же как и в случае одного уравнения нелинейной теплопроводности 
£!ез учета влияния газодинамики, физические величины непрерывны на 
фронте волны. „ '' 

Заметим, что аналогичные результаты получаются (при рассмотрении 
одного уравнения нелинейной теплопроводности без учета влияния гйдро» 
динамического движения (работы сжатия). 

На фиг. 3 приведены профили Т (£), г; (£), р(£), полученные при 
решении (6) в области 0 ^ £ ^ £i для m = 4, а = 1 , у = 5 / з . 

Решение в виде непрерывной бегущей волны существует лишь до 
| = (г| = 0.5), т. е. лишь до определенного момента t = ti, когда на 
поршне будет достигнута безразмерная критическая температура 
7 f

1 = 0.25. Отметим, что в случае уравнения нелинейной теплопроводности 
без учета влияния гидродинамики никаких ограничений по температуре 
для бегущих ТВ нет (см. [1] ) . 

Существование решения лишь до g == gi можно объяснить, если учесть, 
что процесс распространения тепла в среде порождает одновременно зву
ковые возмущения. Однако лагракжева скорость переноса состояния 
(2) л = DI р) в бегущей волне меняется от точки к точке, поскольку в 
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волне меняется р. Покажем, что в области бегущей ТВ (и на самом ее 
фронте) Dn больше, чем местная изотермическая скорость возникающих 
звуковых возмущений (ст =*удт). Неравенство £ л > ст в безразмерном 
виде превратится в, условие ц > Уц (1 — ц). Как легко видеть, оно выпол
няется при т] > 0.5, которое всегда имеет место в области 0 ^ £ ^ £ь 

Т vp w 
0.25 

2 

15 

Of 1 

0.05 0.5 

Т 

wo ZOO 300 

Фиг. 3 

500 tf i-ю* 

При £ = gi, т. е. при т] = 0.5, имеем Вл = с т . Итак, во всей области по
строенной нами непрерывной бегущей ТВ /> л > ст, т. е. такая ТВ являет
ся сверхзвуковой (тепло распространяется быстрее звуковых возмуще
ний). Следуя [6], будем называть ее температурной волной первого рода 
(TB-I). По мере удаления от фронта волны разность /> л — ст уменьшается, 
пока в точке £ •= gi или, соответственно, в момент t = ti на поршне не 
выполнится условие / ) л = с т . Для t > t\ режим бегущей волны может 
сохраниться в том случае, если изменится D или внутри бегущей волны 
возникнет изотермический разрыв, позволяющий осуществить решение с 
Ол < с т . 

Из разложения вблизи | = £i — 0 

3 — Y ч ° ' 5 

w = 

0.5 + 2 т + 0 - 5 а - 2 ( 

"0.125(3 —у) , 
У — 1 

2^1+0.5а -i 
(Si 

3 -

- S ) ° - 5 + 
0.5 

1 

•s)+.-.. 
(I 

£\0>5 ) 0 1 5 + . ' . . , (10) 

0.25 — 2 2 т + а - 4 ( 3 ~ Y W — •: 
\ у — 1' 

следует: il) температура (Г) по мере приближения к точке £i растет; уело г 

вия (5) показывают, что в точке | = £i (г] = 0.5) температура достигает 
максимального значения J 7! == 0.25; 2) вблизи I = li при стремлении I к 

— 0 величина потока гй уменьшается; с другой стороны, вблизи фронта 
волны (при 1 — 0) поток растет с ростом £; следовательно, функция 
w = гй(1) не монотонна в промежутке 0 < I < g4; максимальное значение 
потока wm = 0.5/ (у 2 — 1) достигается в точке для которой 
Ц = у/(у + 1); 3) непрерывным образом продолжить решение в область 
| > li при 1 < у < 3 невозможно. 
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§ 3. Исследование решения в случае 

1. П о л е и н т е г р а л ь н ы х к р и в ы х п р и х = 3. В зависимости 
от значения у меняется относительное положение выделенных нами на 
плоскости (£, fj) линий (см. фиг. 2). 
ц = (у— 1)/(т + 1) сливаются с прямой fj = 0.5, т. е. при у = 3 исчезает 
область 2/(г + 1 ) > Ч > ( Т — 1)/(Т + 1). и прямая т] = 0.5 перестает быть 
линией поворота интегральных кривых. 

Уравнение (6) при у = 3 принимает вид 

' т | Л = — 0 i 5 f j - ( e + w ) ( l - - T i ) 1 - w . (11) 

Отсюда следует, что fj' не меняет знака в области l ^ r j ^ O и интег
ральные кривые, начинающиеся при rf = 1, доходят до прямрй rj = 0. 
На линии fj = (в + т)/(а.+ 2т — 1) имеет место перегиб интегральных 
кривых (фиг. 4). 

1 7 

Фиг. 4 

Характер поведения интегральных кривых вблизи фона (fj = 1) ос-
тается^таким же, как и в случае т < ^ 3 (см. § 3). 

Рассмотрим поведение интегральв:ых кривых вблизи линии rj = 0. 
Разложение вблизи точки (£ = | 2 — 0, fj = 0) при т~\-аф—1 с точ
ностью до членов второго порядка малости имеет вид 

3^—1 1l/(w+a+i) 
4 = [j 2 (s + ™ ) T 3 r f j 

В разложении для общности сохранено произвольное значение у. 
И з ' ( И ) и (12) следует: 
а) при т + в^> — 1 интегральные кривые пересекаются с линией 

т] = 0 в конечной точке 1 = 12, Л = 0, причем (п')-=0 == — оо для 

^ + a > 0 , ( r i 7 ) - = 0 = - 0 : 5 д л я т + <з = 0, ( л ' ) ^ 0

= 0 для 0 > m . + a > —1; 
б) при m + a.<^—1 интегральные кривые лишь асимптотически при 

( £ 2 - i ) l/(m+a+i) + (12) 

|—> -(- оо стремятся к прямой г\ := 0 
ние вблизи rj = 0 имеет вид цс^Се 
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2. О с н о в н ы е с в о й с т в а б е г у щ е й в о л н ы в с л у ч а е у = 3„ 
1°. В п. 3 было показано, что Ол = ст в точке | = ^ (т ] = 0.5) о Для 

случая т<С^ решение в виде бегущей волны существовало лишь до 
S <С Si (Д° ^момента t ^ t u соответствующего появлению на поршне тем
пературы Тг = 0.25), В случае у = 3 решение в виде непрерывной бегу
щей волны продолжается и в область £^>£J (т]<^0.5) вплоть до точки 

а = е., ч = о). 
2°. Характер профилей температуры Т и удельного объема г), имеющий 

место в бегущей волне при у = 3, приведен на фиг. 5. 
Как следует из фиг. 5, профиль температуры в бегущей волне немо

нотонен. 
В области / (0 < I < li) температура растет с ростом | . В этой обла

сти г] > 0.5 и потому Ол > с т , т. е. в ней осуществляется режим TB-I. 
В области / / (£i <С I < £2) температура падает с ростом £. Значения 

fj меняются в пределах 0 < г] < 0.5, и потому Ол < с т . Следуя [6] , будем 
называть режим распространения тепла при условии, что / ? л < Ст, режи
мом температурной волны II рода (ТВ-И). С этой точки зрения можно 
говорить о том, что в области 77 осуществляется TB-II охлаждения. 

3°. Поскольку значения т) < 0 не имеют* физического смысла, рассмат
риваемая бегущая волна существует лишь до момента t = fe, когда на 
поршне плотность обращается в бесконечность (г) = 0) . Разложение 
вблизи значения | = |г — 0 с точностью до членов второго порядка ма
лости имеет вид 

~ _ ^ i / ( m + a + l ) ( g 2 _ g ) l / ( m + f f + i ) + ' . 

£ = 2 — 4 1(< w + a + 1>(£2 — E) 1/(m+ a+ 1) -b . . 

v = 1 — л ^ ^ (ga-g)1/Cw+0+1> + ..., (13) 

T = (0.5 A)1/im+G+1) (g8 - g)^+e+1> + ..., 
г > Т П + 2 / ^ ! _ \ ЗТ 1 Л = 2 m + a ( a + m) 

Из (13) следует, что при I — Ъ безразмерный удельный объем и тем
пература обращаются в нуль, а значения безразмерной скорости, давле
ния и теплового потока остаются конечными. 

Бегущая волна рассматриваемого типа, как видно из фиг. 5, образует
ся благодаря немонотонному режиму температуры на поршне при моно
тонном росте скорости поршня со временем. Напомним, что в рассматри
ваемой нами системе координат (связанной с фронтом волны) поршень 
движется с постоянной скоростью D в область £ > 0. 

ч 4°. TB-II охлаждения, возникающая на порошке в момент t = ti, имеет 
передний фронт (точка £ = £i) , распространяющийся по веществу с ко
нечной скоростью, равной местной изотермической скорости звука. Отме
тим, что волна охлаждения распространяется с конечной скоростью по 

^ массе газа с отличной от нуля температурой. 
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Без учета влияния гидродинамики на нелинейную теплопроводность 
таких немонотонных по температуре бегущих волн не существует. 

Можно дать качественное объяснение конечной скорости охлаждения 
по отличному от нуля фону температуры, основываясь на влиянии члена, 
соответствующего работе сжатия в уравнении энергии. Работа сжатия 
газа поршнем в рассматриваемом случае дает источники тепла, распреде
ленные в волне охлаждения таким образом, что они, как показывает ре
шение, делают скорость ее распространения конечной. 

5 е . С этой точки зрения ТВ-П нагрева должна быть волной разреже
ния, чтоб*д благодаря наличию отрицательной работы сжатия иметь ко

нечную скорость тепла по ненулево
му фону температуры. Отметим, что 
в режимах ТВ-Н нагрева, построен
ных в [6], действительно происходи
ло падение плотности в волне ПО' 
мере роста в ней температуры. Ана
логичные явления наблюдались при 
численном расчете ряда неавтомо
дельных задач. 

В связи с этим есть основания 
предположить, что при режиме рас
пространения тепла II рода (ТВ-П) 
именно сильное взаимное влияние 
тепловых и гидродинамических про
цессов делает возможным распростра
нение температурных волн с конеч

ной скоростью по ненулевому фону температуры. К этому предположе
нию мы вернемся еще в § 5 при исследовании разрывных бегущих волн. 

3. Р е ж и м б е г у щ е й в о л н ы с п р и с о е д и н е н н о й м а с с о й . 
Выясним вопрос, продолжается ли решение непрерывным образом в об
ласть £ > £2. Это возможно, если прямая г\ = 0 является решением урав
нения ( И ) . Необходимым условием будет - выполнение неравенства 
ш -f а < 0. Интегральная кривая пересекает линию ц = 0 в конечной точ
ке £ = £2 (ц = ' 0 ) , как показано в п. 2_§ 3, лишь при условии m + ' а > — 1-
Поэтому при 0 > m + а > —1 решение может быть продолжено в об
ласть I > £2 в виде непрерывной бегущей волны. В этом случае от поршня 
вслед за TB-I нагрева и ТВ-П охлаждения при t > t2 распространяется 
по массе газа волна бесконечного сжатия. В каждой точке этой волны, как 
следует из (5 / ) , Т = ц = 0, р = 2, v = 1, гй = —0.5. Из существования 
решения в виде бегущей волны с конечной массовой скоростью следует, 
что масса, охваченная волной, возрастает и остается конечной, несмотря 
па то, что во всей области волны ц = 0. Решение такого вида можно трак
товать как налипание массы на поршень. Благодаря бесконечной плот
ности налипающей массы налипающий слой все время остается беско
нечно тонким. Действительно, поскольку при — 1 < я г + с г < 0 реше
ние в виде бегущей волны в указанной области возможно, то массовая 
скорость (D) движения волны с rj = 0 остается конечной. Так как 

Фиг. 6 
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D = p(DQ — V), a p = oo, то отсюда следует, что Пэ = F, т. е. эйлерова 
скорость волны при rj = 0 совпадает со скоростью поршня. 

Это означает, что толщина налипающего слоя массы остается равной 
нулю. ^ 

4, Рассмотрим характер поля интегральных кривых при у > 3. По
ведение интегральных кривых вблизи начального фона ц = 1 ничем не 
отличается от случая, разобранного в § 2. Однако прямая т] = 
= (у — 1) / (у + 1) оказывается ближе к фронту волны, чем прямая 
ц — 0.5. Вследствие этого существует непрерывная бегущая волна, со
единяющая константное решение в области \ < 0 (начальный фон перед 
волной) с константным решением ц = (у— 1) / (у + l ) f устанавливаю
щимся за волной при | - > ^ f - o o . Поле интегральных кривых, соответствую- , 
щее случаю у > 3, изображено на фиг. 6. 

§ 4. Составные/бегущие волны 

Поставим вопрос: существует ли решение в области £ > £i в форме 
бегущей волны при наличии в точке £ = £i или перед ней изотермической 
УВ? Такой тип решения^будет соответствовать скачкообразному измене
нию режима поршня в момент £ р, О <С tp, < t\. 

Записывая условие Гюгонио и условие изотермичноети на фронте У В 
(см. [4]) и используя интегралы (5), получим > 

42 = 1 — Лъ 2̂ =Т , % + 1 — Л2, Р2 = 1 — Л2, , . / ч 

(14) 
Т2 = ц2(1 - п 2) = Ти щ ( Х ± 1 ^ 2 _ 1 j (1 _ ^ s ) f 

где индексы О, 1, 2 относятся, соответственно, к значению на фронте 
TB-I, перед фронтом УВ и за фронтом УВ. 

Выясним, как будет влиять место постановки изотермического скачка 
за фронтом TB-I на характер решения, возникающего за ним. 

1. Предположение о наличии скачка в точке £ = £i, где гц = 0.5, 
дает i] 2 = 0.5 = %. Следовательно, изотермический скачок не может 
существовать в точке | = | 1 # 

2. Если скачок возникает при значениях 0.5 < Л 1 < 2 / (у + 1), та 
значение г|2 изменяется в полосе 0.5^> т]2^>(Т — 1) / (Т + 1). Функция 
т] = т) (£) в этой полосе с ростом £ монотонно растет и приходит веточку 
поворота | = li (см7, фиг. 2). 

Поток тепла, соответствующий указанным значениям г]2, положи
телен и изменяется в пределах у (3 — т)/(Т—• 1)^> г#2^> 0. 

Таким образом, составная бегущая волна, состоящая из TB-I, движу
щейся по фону с нулевой температурой, и следующей за ней изотермиче
ской УВ с положительным потоком тепла за фронтом, метастабильна. 
Она существует при 0 ^ | ^ £/. Точка § = \\ соответствует на поршне 
моменту t = ti, при котором DR = с т . 

3. Если 2/(т + 1 ) < % < 1 , то из (14) следует 0 < л а < ( Т — 1)/(т.+1)г 
— 0.5<^w 2 <^0 . Интегральные кривые с ростом £ монотонно падают,, 
доходят до прямой т] = 0 и пересекают ее в точке ^ = ^ 2

,

5 Л = 0, где 
W \ = ^ = — 0 0 Для m^> 1 (см. фиг. 8). 
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Следовательно, составная волна с отрицательным тепловым потоком 
за фронтом УВ также метастабильна 
при котором rj = О, т„ е. на поршне имеет место бесконечное сжатие 
при конечном давлении. Подробный анализ решения вблизи линии 
т) = 0 приведен в § 3. 

4„ Пусть наконец, скачок возникает при У | х = 2 / (т + 1 ) . В резуль
тате скачка мы попадаем на прямую ~ 1 * ч х — п^ 

pT.v.p р wj,v 

и существует до момента t = t2\ 

Ч=КУ — 1 ) / (Г + 1) (СМ. фиг. 7). 

100 2.0 

SO 1.0 

kO 20-

2.010 

100 

200 
Фиг, 

Бее значения за фронтом У В удовлетворяют равенствам 

Г - 1 2 ( г - 1 ) 

1.0 

300 иоо 500 

= v0 + 
Т + 1 

w2 = Оо (15) 
г + 1 9 (т + 1 ) 2 9 

Составная'бегущая волна в этом случае осуществляет переход с одного 
константного решения на другое константное решение. Ее можно рас
сматривать как обобщение известной беккеровской волны (см. [8]) для 
случая нелинейной теплопроводности. 

Полученное решение позволяет точв:о ответить на вопрос о ширине 
.фронта УВ «размазанной» нелинейной теплопроводностью в случае, когда 
фон перед ТВ нулевой. 

Ширина фронта УВ (в см) имеет вид 

Аа = lCKKoD^R^^)po^^\. (16) 

^де £ск — автомодельная координата скачка. 
На фиг. 7 приводятся автомодельные профили за скачком для трех 

типов составных волн для случая т = 4, а = 1, у — 5/з. 
В области за изотермическим скачком 

Поэтому в случае составных волн с отрицательным тепловым потоком за 
скачком (zU2.< 0) в области за скачком имеет место ТВ-П охлаждения. 

Из фиг. 7 следует, что в ТВ-П охлаждения скорости, плотности дав
ления и тепловые потоки (отрицательные) растут по мере удаления от ее 
фронта. 

В случае положительного теплового потока за изотермическим скачком 
(w2 > 0) имеет место режим ТВ-П нагрева. 

всегда т ) 2 < 1и потому DR > с т . 

1 
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Из фиг. 7 следует, что в ТВ-П нагрева тепловой поток растет, а плот
ность, скорость и давление падают по мере удаления от фронта волны. 

Таким образом, в случае составных бегущих волн удается получить 
области в волне как с режимом ТВ-П охлаждения, так и с режимом 
ТВ-П нагрева. В этих случаях такя^е можно говорить о конечной скоро
сти распространения тепла по ненулевому фону в режиме ТВ-И, так как 
наличие ТВ-Н охлаждения или ТВ-П нагрева не сказывается на струк
туре бегущей TB-I, идущей впереди них. 

§ 5. Некоторые аналитические решения 

А н а л и т и ч е с к о е р е ш е н и е д л я ц е л ы х т и а (при т > 1, 
о > 0). Для целых т, а и при условиях т > 1, а > 0 можно получить 
аналитическое решение *) уравнения (6): 

m + 0 - i m - i 1 
^к r l J- t л^т-1+1„к+1 

к=0 1=о 
i - l o = 2 2 Z C L , - 1 C U 2 m + a _ 2 _ k _ l ( - i r ^ a ^ X (17) 

m-i+l^k+1 ^ 

X (1 - a)1 (1 - 2a) [(г) - a p - ™ _ ( т , 0 _ af 
w+a—im—l 1 

- 2 2 4 C ^ + ° - 1 2m + a - 1 - к - / ( _ 1 ) W " 1 + ' a ' 
k=o l=o 

X (1 _ a)l [ ( ^ _ a ) 2 m + a - l - W _ ( - _ a)2m+o-!-k-l} + 

+ 2 a m + 0 ( l - a ) m - 1 

( l _ 2 a ) l n J — — — (Л — rio)Js r)o — a 
тде a = (y—1) / (T + 1).» %—значение, соответствующее точке l0. Вы
ражение (17) можно записать в другом виде: 

m+o—1 m—12m+a—1—к—I к i ( ^ m ~ 1 + l + i 

£ — £ о = 2 2 2 ЗСш+о»! C m _ i Cam+a^-^.i ^ д. м X 

k=o l=o i=o 

X a * ^ ( l _ a ) ^ ( 1 _ 2 a ) [ - 2 m + a - 2 - f t - W _ - 2 m + 0 - 2 - f t - M ] _ ( 1 8 ) 

m + a - 1 m - l 2 m + o - / t - ! - l ^ ^ ^ j^m-i+J+t 

— 2 2 2 4 C « + o - l C ' » - l C 2 m + a - f t - i 2 / ? z , б _ 1 _ k _ t X 
* = 0 J=0 i = 0 

X a f t + i + i ( 1 _ a ^ - - 2 m + 0 - l - f t - W _ - 2 m + 0 - l - f t - Z - i ] + 

+ 2 a m + a (1—a)" ( l _ 2 a ) l n j — - — 2 (т, — -no) 
т]0 — a 

Общий вид решения, даваемый формулой (18), показывает, что решение 
имеет вид 

•' Б —Бо =• Р (Л) + 2 я т + ° ( 1 - а)™'1 ( l - 2 a ) In Ж^- , (19) 
% — а 

где Р(г|) — полином от т), начинающийся с члена 4 a ( — l ) m _ 1 / (2w + a — 
2 ) ^ 2 m + a - l ? a = (у — 1) / (у + 1). 

*> Первые два члена в формулах (17) и (18) получены при к Ф т + б — 1 и 
I Ф гп — 1 одновременно, третий член — при условии, что к = m + б — 1 и Z = m — 1 
одновременно. „ 
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Наличие в решении логарифмического члена приводит к разделению* 
поля интегральных кривых на две области ц^>а и Ц<^а. Построить 
решение, существующее в обеих областях, можно лишь с помощью 
интегральной кривой со скачками. 

Выражение (19) позволяет установить влияние параметра 
а = (т'-ч— 1) / ( у + 1) на ТЕЩ решения. Так, при значениях а= 0'(т = 1), 
а = 1 (т = сю) и а = 0.5 (у = 3) логарифмический член не входит в урав
нение и в этом случае можно построить непрерывное решение от т] — 1, 
до rj = 0. При а<^0 .5 (т<^3) знак перед логарифмическим членом по
ложительный и интегральные кривые при ц->а — 0 стремятся к 
£ — > — о о , а при г]—>а + 0 и м е е м — > + 0 0 . / 

Для а^> 0.5 (у^> 3) знак перед логарифмическим членом отрицатель--
ный и при г[—>а — 0 имеем £ -> + °° , а при ц—>а + 0 имеем £ — > — оо„. 
В| случае 0.5 (т^>'3) оказывается возможным построить непрерывное-
решение от г] = 1 до т] = а. 

Далее отметим, что из разложения (9), справедливого при любых т 
и а, следует, что показатели т и а не влияют существенным образом на 
перечисленные выше результаты. Они сильно сказываются лишь на струк
туре решения вблизи линий ц = 1 (фронта волны) и ц = 0. 

Чтобы получить более полное представление об особенностях, вноси
мых в решение нелинейностью уравнения теплопроводности, рассмотрим 
решение (18) в двух частных случаях: 
с л у ч а й А — при т = 1, а = 0 — простейший случай нелинейной теп

лопроводности; 
с л у ч а й В — при т = 0, о = — 1 

проводности. 
случай обычной линейной тепло-

Фиг. 8 

2. А н а л и т и ч е с к о е р е ш е н и е 
Из (18) сразу следует, что решение имеет вид 

(1 — т)) для т | > а , 1 = 2а (1-2а) I n ? — - ^ + А а 

а.— т] 

1 — а 

Б — Б 2 ' = 2а (1 — 2а) In 
' — 

Отсюда видно, что 1о = 0 при r)0 = 1, Б = 
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Фиг. 9 

р и т = 1, а = 0 (случай А ) . 

(20) 
— 4аг] для т) <^а. 

Бг' при ц = 0. 



Поле интегральных кривых для случая 1 < Y < 3 (а < 0.5) дано на 
фиг. 8. Бегущие волны различного типа помечены римскими цифрами. 
Решение I — непрерывная бегущая волна, существующая при 0 ^ £ ^ £i 
(штриховая линия). Решение I I — составная бегущая волна с w% < 0 
аа фронтом изотермического скачка. 

Заметим, что скачок с w2 < 0 в зависимости от места его постановки 
приводит к переходу каждый раз на новую интегральную кривую 
в области т ]<^а . 

Решение I I I —при. постановке скачка при к\х = 2 / ( 7 + 1) за изотер
мическим скачком w2 = 0, и мы переходим на решение ц = а. 

Решение I V . При постановке скачка в области T J < ^ 2 / ( T + 1) скачок 
приводит нас также на новую интегральную кривую в области 0.5 
^>цУ>а. Решение опять существует лишь до точки | .== £ / , причем зна
чение Б — Б / не совпадает с аналогичным значением | x для решения I . 

Отметим, что при постановке скачка при значениях, очень близких 
к т] = 2 / ( т + 1), значения и £ 2 'могут быть как угодно велики, т . е . 
режим бегущей волны с w2^>0 и w 2 <^0 за изотермическим скачком 
можно продолжить при уменьшении \w2\ до сколь угодно больших 
значений 

Для случая а ^> 0.5 (т^> 3) поле интегральных кривых дано на фиг. 9. 
Решение I — непрерывные бегущие волны, соединяющие константное 

решение ц = 1 и константное решение т] == а. 
Решение I I — составные бегущие волны с w2<^0 за фронтом изотер^ 

мического скачка. 
Отметим, что для а^>0.5 невозможно построить решение с поло

жительным потоком (w2^>0) за изотермическим скачком. Действитель
но, из (14) видно, что г # 2 ^ 0 , если T ) I > 2 / ( T + 1) ИЛИ в, случае т > 3 
д л я г)! > 0.5, откуда и следует, что случай w2 ^> 0 невозможен при у > ч 3 . 

Наконец, для случая а — 0.5 (у = 3) поле интегральных кривых изо
бражено на фиг. 10. . 

В этом случае член с логарифмом вообще выпадает, т. е. I = 2(1 т]) 
или т) == 1 — 0.5 | (если | 0 = 0) . Отсюда следует, что £ = | г ' = 2 при 
т] = 0. В этом случае наряду с непрерывным решением существуют еще 
и разрывные решения с wi < 0 за изотермическим скачком (см. на 
фиг. 10 решение со скачком, изображенным стрелкой). 

3. А н а л и т и ч е с к о е р е ш е н и е д л я пг = 0, о = —1 (случай В), 
В случае m = 0 и а = —1 решение для г) > а имеет вид 

; / - v2( l-2o)/(l-o) 

а для ц<^а 

"(Д — т?) 
Решение справедливо для а > 0.5 и а < 0.5. 

В случае а . = 0.5 решение дается выражением 

• JL(1 ^ 2 а А ! - а ) 

п 
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решением в случае А, можно 

Фиг. 10 

Сопоставляя решения для случай В с 
отметить: 
а) в обоих случаях картина поля интегральных кривых одинаково ме 

няется при изменении параметра у ; 
б) резкие различия имеются в районе прямой r\ = 1, где в случае 

нелинейной теплопроводности наблю
дается конечный фронт волны, а в слу
чае обычной линейной теплопровод
ности условие ц = 1 выполняется 
лишь при со; в) аналогично 
этому и вблизи прямой т] = 0 в слу
чае В интегральные кривые лишь 
асимптотически^ (при £—>- +<УЭ) стре
мятся к прямой Г] = 0. 

Поэтому можно сказать, что слу
чай В асимптотически соответствует 
случаю А. Эти различия показывают, 
что возможность существования ко
нечной ширины ударной волны и по
явление ) в решении характерной 

длины и характерного времени (t\ или и т. д.) существевно обусловле
ны взаимодействием гидродинамики с нелинейной теплопроводностью и 
не имеют места ни в случае просто нелинейной теплопроводности (без? 
влияния гидродинамики), ни "в случае гидродинамики с обычной линей
ной теплопроводностью. 

N.. 

1 
§ 6о Некоторые численные решения 

Пользуясь установленной в § 1 связью автомодельной задачи о бегу
щей волне с аналогичной задачей для поршня, проведем серию расчетов. 

1. Р а с ч е т н е п р е р ы в н о й TB-I, с у щ е с т в у ю щ е й д о t = tu„ 
На фиг. 11 приведены результаты сравнения автомодельного решения? 
и численного расчета системы уравнений в частных производных для ана
логичной задачи с поршнем. 

Сплошные линии — профиль безразмерной температуры (сверху)* 
и безразмерной плотности (снизу) — соответствуют автомодельному ре
шению. Знаки + и О показывают профили соответствующих величин,, 
найденных численным расчетом аналогичной задачи для поршня в момент 
t = t%. 

Знаки 0 и X показывают профили температуры и плотности, получен
ные на машине для t = 1.43£i при условии сохранения закона роста тем
пературы, имевшегося при t < U, и линейном законе роста скорости на. 
поршне во всем промежутке h < i < 1.43(i. 

Полученные результаты показывают, что в момент t — ti при задан
ном выше режиме поршня происходит изменение скорости распростране
ния волны при сохранении характерного 

2. Р а с ч е т , о п и с ы в а ю щ и й п о я в л е н и е в н у т р и б е г у 
щ е й TB-I и з о т е р м и ч е с к о г о с к а ч к а д л я м о м е н т о в t > 
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величин на момент t = t\, значки 
п и + — на момент t = 1.20*i. 

На фиг. 12 приведены результаты расчетов, аналогичные случаю, изучен
ному в п. 1 § 6, но при другом способе продолжения граничных режимов 
на поршне на моменты £ > £ь А именно, температура растет по тому 
же закону, что и в п. 1, а скорость поршня нарастает в 4 раза быстрее, 
чем в п. 1. Сплошными линиями на фиг. 12 изображены профили безраз
мерной температуры (сверху) и безразмерной плотности (снизу), полу
ченные из автомодельного решения для бегущей волны; значки X и 

. показывают профили соответствующих 
0 и А — на момент t = l.lti, значки 
При этих условиях при t > ti в бегущей волне возникает изотермический 
скачок с й / К О . / 1 . - . 

3. Наконец, на фиг. 13 приведён расчет бегущей составной волны с по
ложительным потоком за изотермическим скачком ( T B I — ТВ-Н) . v 

Сплошные линии —соответственно, профили безразмерных темпера
туры (сверху) и плотности (снизу) — подучены из автомодельного реше
ния для составной волны с положительным тепловым потоком за скачком. 
Значки + и О показывают профили соответствующих величин на момент 
1 = ti, а значки • и X — то же для t — lAlh 

состоит в том, что сохраняется производная температуры и 
закон нарастания скорости при t >> t i . 

Метод продолжения 
линейный 

§ 7. Обсуждение результатов 

Есть основания считать, что построенные автомодельные решения 
устойчивы до "момента t = t i . Это подтверждается совпадением их с чис
ленными решениями системы (1), приведенными на фиг. 11—13. 

Важной особенностью рассмотрения является нелинейность уравнения 
теплопроводности, что приводит к конечной скорости распространения 
тепла по фону с нулевой температурой. Это обстоятельство позволяет рас

сматривать нестационарные решения. 
Нелинейность уравнения теплопровод
ности при учете влияния гидродинами
ки приводит к появлению в решениях 
характерной длины (расстояние от 
фронта TB-I до изотермического скач
ка в составных волнах, или для TB-I 
имеется характерная длина, соответст
вующая t = ti) и возникновению ха
рактерного времени. Другая особен

ность построенных решений связана с тем, что в бегущей волне профиль 
не деформируется со временем, несмотря на наличие диссипативных про
цессов в среде. Используя инвариантность решения относительно пре
образования скоростей, легко построить волну типа, представленного 
на фиг. 14. 

Составная бегущая волна с потоком за изотермичесьош разрывом, рав^ 
ным нулю, распространяется по «холодной» среде, текущей навстречу ей 
с постоянной скоростью ..г; (к Частично в области ТВ, а частично на изо
термическом скачке эта скорость уменьшается так, что за скачком она 
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обращается в нуль. Таким образой, в волне идет процесс превращения 
направленного гидродинамического движения среды в тепловое движение 
и за счет этого поддерживается жесткая структура (организация) волны/ 

В решениях типа TB-I распространение состояния происходит со сверх
звуковой скоростью. Это приводит к слабому взаимодействию тепловых 
процессов переноса с гидродинамическими. Хотя режим TB-I существует 
лишь до t = но так как время его существования растет пропорцио
нально D2m~2, то при сильной зависимости коэффициента теплопроводно
сти от температуры (т^>\) и высоких скоростях распространения тепла 
(D^>1) режим TB-I может являться преобладающей формой тепло-
отвода. 

В решениях типа составных бегущих волн мы наблюдаем и области 
дозвукового переноса тепла, связанные с сильным взаимодействием теп
ловых и гидродинамических явлений, режимы ТВ-И нагрева и ТВ-П 
охлаждения. 

Отличительной особенностью рассмотренных задач является их неадиа-
батичность. Выбирая тот или иной закон движения поршня й различные 
законы изменения теплового потока на нем, можно существенным обра
зом повлиять на характер связи гидродинамических и тепловых процес
сов. Решение с поршнем, на котором задан теплоотвод, показывает, что 
можно осуществить режимы с сильно пережатыми изотермическими УВ 
я, несмотря на наличие теплопроводности в среде, получить бесконечный 
пик плотности на поршне. v 
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