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Для уравнения Пуассона рассматривается разностная схема четвертого 
порядка аппроксимации на прямоугольной сетке (ha Ф4 h$ при а . ф "(J). 
Для задачи Дирихле. в р-мерном прямоугольном параллелепипеде 
(р — 2, 3) доказывается сходимость в среднем [рассматриваемых схем со 
скоростью 0(\h|4), где | 

Р 

I /г г = S J . 
при любом соотношении между шагами ha- Выясняются условия, при кото
рых принцип максимума справедлив для предложенных схем на прямо
угольной сетке, и доказывается их равномерная сходимость со скоростью 
0(\h\b) п р и р < 4 . 

Рассматривается итерационный процесс переменных направлений, 
и изучается вопрос о выборе последовательности [итерационных параметров 
{т п }, обеспечивающих «достаточно высокую» с к о р о с т ь сходимости рассмат
риваемого процесса. Исследуется вопрос о выборе оптимальных соотноше
ний между членами последовательности { т п } , минимизирующих число 
итераций. 

1 . Пусть в р-мерном параллелепипеде ; 

Dp = {х = (хи . . . , хр) : 0 ^ Х а ^ Ц а = 1, . . . , р} 

€ границей Г ищется решение задачи j 

S
V [ д2и , 

*u = — / И , L * u = d x ~ ^ > ( 1 ) 
• ос , 

• c c = l - ,i 
u\T = g{x). \ л (2) 

— ' 11 " la. 

Пусть G>h = {xi = {hhu . . . , iphp) (=Dp: Ц ='0, . . . , Nay h a = ^ 
a = 1, . . . , p} — разностная сетка, равномерная по каждому из направле
ний ха, а у = {xi ^ Г} — граница сетки Сон- \ 

В работах [ l ] — [3j для задачи (1) —(2) при р — 2, 3 на разностной 
сетке (bh с ha = h, a• = 1, . . . , р, были предложены разностные схемы чет
вертого порядка аппроксимаций на достаточно гладком решении уравнения 
(1) и, в случае соизмеримости сторон параллелепипеда Za, a = 1, . . . , р, 
доказана их равномерная сходимость со скоростью О (А 4). 

ii . 
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В р а б о т е [ 4 ] * ) д л я э т и х с х е м б ы л п р е д л о ж е н о д и н и т е р а ц и о н н ы й п р о 

ц е с с п е р е м е н н ы х н а п р а в л е н и й ( с м . ( 1 3 ) п р и «г = 1 ) , с ч и с л о м и т е р а ц и й 

v > < v 0 l g J-lg ^ г ( 3 ) 

где е > 0 — требуемая точность. Там же изучался вопрос о выборе опти
мальных итерационных параметров {т п }, минимизирующих vo. Доказатель-

' ство оценки скорости сходимости 
. Л в [4] приведено лишь для р = 2 . 

' )У* В данной работе рассматривает
ся более общее семейство итераци
онных схем с 

р—с >—с > с р с р——с ?—S 

Л 

U ! > — ( >—с У—с J 
( 4 > 

Фиг. 1 

где о — некоторый параметр, ха
рактеризующий итерационный: 
процесс. Предлагается «одномер^-
ная» процедура выбора итераци
онных параметров {т п }, миними

зирующих vo для разностных схем 4-го порядка точности на прямоуголь
ной сетке {ha¥=h^ при о с ^ р ) . (Попутно оценка ( 3 ) и оптимальное 
значение Vo получаются и для схем 2-го порядка точности.) 

2 . Для аппроксимации задачи ( 1 ) — ( 2 ) рассмотрим следующую раз
ностную схему 

где 
Л'г/ + ф = 0, y\v== g(x), 

А' = А+ L S hi S л а л р , л = 2 Д а , Ку - у-хх , 
1 - р 

(5) 

(бе>~ 

А ' 
Ф = / + Т2 2 *&л«/, e = o, 1 . 

Здесь (см. [6]) 

х = Xi = (h\i\,. hpip)i 

х^±гсс) = ( f t^ , . . . , K ^ i ^ h* (ia ± 1 ) , й а + 1 г а + 1 , . . ., 

2/, = (?/ - г / ( - 1 а ) ) А а , 2 / х а = - 2 / ) А а . 

*) В [4] в замечании 1 допущена ошибка при вычислении d й <р. Должно быть 

rf = ^ + | ! ^ <р = / .+ g Ш + £/) I M == const. 

**) Схема (5) — (б1) для / = 0 и р = 2 без обоснования сходимости была предлг 
жена в [5]. 
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Нетрудно показать (см. также [5]) , что при i 0 = 1 схема (5) —(бе) 
(в дальнейшем схема (5) — (6i)) имеет 4-й порядок аппроксимации по \h\ 
на классе достаточно гладких решений (1), так чт|о 

< ф = Л'в + <р = 0(\к\ь).\ 

При 6 = 0 схема (5) —(бе) (схема (5) — (6о)) переходит в хорошо изучен
ную схему второго порядка точности. |, 

Докажем, что (5) —(6i) имеет 4-й порядок точности по \h\. Пусть и — 
решение задачи (1) —(2), у — решение задачи (5)|—(6i). Тогда для функ
ции z = у — и получим 

A'z + г|> = О, z\y = 0. 

Нам потребуются скалярные произведения (см. [6]) 

h \ h 

и связанные с ними нормы \ 

(7) 

где 
V 

Я = П ha, 
а = 1 

Ti =• {^i е Г-: г» = iVa; ifi=f=0, Np при P=f а}, 

Та = {xi е Г : id 0; z3 =f= 0, ^ при P=f <*}, 

Газ = feGT : / а - iV a , ц = Л^; г 8 0, Л|> при б ^ а , р}, 

«Л = <*h — Г, ©л" = ©h + Та, . © Г * f 0 ) Г + ГЭ + Та>, 

• Tot = Т а + Та- | • , 

Умножая (7) скалярно на z и применяя разностную формулу Грина (см. 
[6]) , получим энергетическое тождество | 

v 1—Р * р 

' = п 2 « 2 \Н&Т + *>. 7 4 -2 в«4Г- ( 8 > 
a - l /З^а _ а Р ; а = 1 а 

На основании лемм 2 и 3 работы [7] имеем | у 

' a=i 
; ж 0 / , M 0 = j | - ( | ] - ^ ) / , 

р 1 р 
1 

(9> 

. W%jkt<*\%X' Г2 2 4 2- и^г^^г1/-
' a=l Ma ; р 

Оценим (г|), 2 ) : | 

< II ̂  И В « 0 < (л̂ о/Г- И ̂  .И с о / ^1 ̂  j| t̂ p.' (io> 
Подставляя (9) и (10) в (8) и выбирая соответствующим образом CQ, 
найдем - J 
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или, на основании (9), < 

Тем самым доказана 
Т е о р е м а 1. Если выполнено условие 

И || ^M\h\\ 

то разностная схема (5) — (6i) при р ^ 3 сходится в среднем со скоростью 
1 0 ( | / г | 4 ) , так что 

№ — : и К А Г | А | « , М' = М ^ \ 
' > ' " • Р 

где М — положительная постоянная, не зависящая от \h\. 
Теорема 1 устанавливает сходимость чсхемы (5) — (6i) в среднем на лю

бой последовательности прямоугольных, равномерных пб каждому направ
лению сеток цри единственном требовании \h \ —>-0. Если на соотношения 
между шагами ha сетки m наложить некоторые ограничения, то для схемы 
(5) —(6i) может быть доказана равномерная сходимость. Распишем 
(5)—(6i) по точкам: / 

V ^ Р г ^ 1 - Р ^ I 

Ц 1 2 ^ У = г 2 ( 7 — р ) ^ Г — S ^ ( У ( + 1 « > + 2 / < - 1 « ) ) + ( 1 1 ) 
а = 1 а а = 1 L а /З^а £ J , . 

+ Й 2 2 ( + £ ) { у 1 + У ^ + у ^ ^ + у ^ ^ + у<-*~-Ч>) + Ф . 

Из (11) видно, что коэффициент при г/ в левой части равен сумме всех 
коэффициентов в правой части. Пусть /г а, а = 1, . . . , р, таковы, что все 
коэффициенты уравнения (11) неотрицательны, т. е . 

i - > 0 . У (12) 
а | 3 ^ а . Р . 

Тогда для уравнения (И) имеет место принцип максимума (см. [2]) и 
теми же самыми рассуждениями, что и в [2] , доказывается *> 

Т е о р е м а 2, Если 
. || -ф ||0 == щах |ф| < M\h\k 

со 

и условия (12) выполнены, то разностная схема (5) —- (6i) при р ^ 4 z>ae-
номерно сходится со скоростью О(\h\k), так что 

\ \ y - u h^M'\h\\ 

где Mf — положительная постоянная, не зависящая от \h\. 

Условия (12) при р = ; 2 принимают вид 1/У5 ^ hif'hz ^ У5. При 
р = 3. Т е значения отношений fei2 / Й 2 2 и hi2 / и з 2 , которые удовлетворяют 
соотношениям (12), задаются координатами части плоскости, заключенной 

внутри треугольника с вершинами в точках Л(-|~1г)> ^(^» 
Если р = 4, то из (12) следует, что теорема 2 имеет место лишь при 
,ha = h (а = 1, . . . , 4) , что возможно только в случае соизмеримости сто
рон 1а, а =« 1, . . . , 4, области Dv. , 

*> В случае р = 2 см. [8]. 
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З а м е ч а н и е 1. Если область Dp имеет соизмеримые стороны 1а, то в ней мож
но ввести разностную сетку сол с ha = h, а = 1, р. На этой сетке задаче (1) — (2) 
может быть сопоставлена разностная схема ' 

Л*г/ + Ф* = 0, у |т = «(*), | (5*) 

где [ 
р—1 V V—2 р—1 { Р 

а=13=а+1 a=l3=a+l | s=j34-i 
/ Р-1 Р . ! ч (6*) 

ф' = / + £ ь / + э £ К + 2 2 2 W • 
\ а = 1 |3=а+1 | " 

Схема (5*) —(6*) при р = 2,3 была предложена в [3], [9], и там же была доказана ее 
равномерная сходимость со скоростью 0(h6). I 

3. Для приближенного решения задачи (5) — (6|е) рассмотрим метод пе
ременных направлений. Пусть v = v(n+V ecTil (п + 1)-я итерация, 
v j; 

v = v^n\ х = %п — итерационный параметр, который будет выбран позже, 
v-t= (v — и) / т . Производящую схему (см. [4])|, связывающую и и У, 
возьмем в виде !; 

ЛУ Г = Л'У + Ф , y | Y = g(x), у ( о ) ф ) = ^ ( ж ) , • (13) 

где | 4 -

a = l j Z . 
а У о ( ^ ) — нулевое приближение. ! 

В случае 9 = 0 схема (13) была предложена и изучена в работе [10] 
(см. также [11] — [ 1 3 ] ) . Для определения и из [lei] можно воспользовать
ся одним из алгоритмов переменных направлений (см. [4 ] , [7] , [10] — 
[13] ) ; некоторые из них работают лишь при 9 4="0. Укажем, например, 
алгоритм, предложенный в [7 ] : ! 

Aiiv{1)= A'v + ф, Ааща) = ги{л-г)у U = 2 , . . . р, 
. j ; (14) 

W{a) = 0 при x G T a v а = 1,. . . , />, г); = v + T w ( p ) . 

Заметим, что алгоритм, предложенный в [12] , следует из (14), если про
извести в (14) замену г%о = {v(a) — v)/x; однако (14) экономичнее и, 
кроме того, И7(а), a . = 1, . . . , р, всегда удовлетворяет нулевым граничным 
условиям. I 

4. Исследуем сходимость итерационного процесса (13). 
Для w = и — г/, где у — решение задачи ( 5 ) 4 (бе), а v — решение за

дачи (13), получим . !' 
j 

Awj = A'w, w\y = 0, wW(x) = yo(x) —y(x). (15) 

Для нахождения решения задачи (15) применим метод Фурье. Пусть 

jx a =M '*a( : r ) и ^ f = 4 x , & a = l , Na — 1, a = i l , . . ., р, — собствен
ные функции и собственные значения одномерной разностной задачи 
Штурма — Лиувилля [ 

Аа[1а + Xa|Xa = 0, Ц А (0) = 'ц а(4) = 0 . (16) 
[ 
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Тогда задача 
A | i + V = . 0 , jbt|v = 0 (17) 

имеет следующее решение: 
р Р 

fi = \ik(x) = П .И*. h = h= S ha, к = (ки • • м 'ftp). 
а=1 а=1 

Собственные значения задачи (16) легко находятся: 

X 4 = A s i n 2 ^ f L ) fte = l , . . M Na-1, .' (18) 
a a 

но нам в дальнейшем потребуются лишь наибольшее и наименьшее из них. 
Решение задачи (16) будем искать в виде 

w = w<n+1> = 2 aktn+iV>k (ж), w = 2 a * , n № (ж). (19) 
к к 

Подставляя (19) в (15) и учитывая, что функции \Xk(x) ортогональны, по
лучим 

Як, п+1 = Pk, n+idk, n , (20) 
где 

[ Р 1-р I р 

- и 2 hi S **** П (1 + отХ.)- 1. 
a = l / З ^ а J а=1 

Из (20) находим 
п+1 

ttA,n+i = &к, О П Рл, 8» 

(21 в) 

а отсюда и из (19) 
s = l 

п+1 
^("+1)= 2 « А - . О П Р Л - . ^ , • 

к s=l 

( Г п+1 12 \ V 2 

2 [ « * , о П P* . - I ** -J . 1 j < Д » + 1 | И 0 ) | | , ' (22) 
s = l 

где 
п+1 

Лп+1 = max J J Рк,8. (23) 
* s = l 

Т е о р е м а 3. Итерационный процесс (13) для р = 2, 3 гари выполнении 
условий (4) сходится в среднем для любого выбора параметров гп, удов
летворяющих условию 

0 < а ^ Т п < с2, (24) 
где ci и .̂ 2 — постоянные, не зависящие от номера п. 

На основании (22) для доказательства теоремы нужно показать, что . 
Rn+i ->- 0 при п оо. Но для этого достаточно убедиться в том, что 

|p f c l . |<p<l, (25) 
где р — постоянная, не зависящая от п, так как при этом из (23) имеем 
Rn+i < p n + 1 . В силу (18) 

^ Р 1-Р . ^ Р ^ 

а=1 /3#а 
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Отсюда и из (21е) следует, что | 

v , s < 1 - ( 1 + 9 ^ ) T ? , П ( 1 + зтХ,)" 1, Р*. 
о = 1 

Р*.-. > 1 - гЯ , Д (* + «М - 1
 > 1 f - 1 

тЯ, 
+ схк" 

( 2 6 , ) 

(27) 

1 С2^ 
1 . '+ J 

Воспользовавшись теперь условием (24), найдем^ что 

| р * . - | < Р» I 
•тде j ' 

l _ ( l + e i = ^ ) c ^ П : ( 1 + < * з М т 

: 1 • « = 1 , ; . | . 

т. е. р не зависит от тг. Принимая во внимание (4)!, убеждаемся, что р <С 1. 
(Теорема 3 для 8 = 0 была доказана в [10].) \ 

. . . . . . . . j 

З а м е ч а н и е 2. Итерационная схема для задачи (5*) — (6*) имеет вид 

AvT = A0v+Y> "v\y = g ( x ) , ' v^(x) = v0(x)y (13*) 

а соответствующая функция I 
^ р—1 р .V ^ р—2 р—1 !р -| V_ 

a = l P = a + 1 a = l | 3=a+l 
П а + ^ о ) " 1 . 

a = l 
! (21*) 

Принимая во внимание (18), из (21*) легко видеть, что! при (4) и (24) оценка д л я 
функции p*ft>n+i имеет тот же вид, что и для функции рь,п+1 при 0 = 1. Тем самым 
теорема 1 имеет место и для схемы (13*). ' [ ' " ' • ' " 

5. Для оценки скорости сходимости (числа итераций) итерационного 
процесса (13) нам потребуется более тонкая оценка |pfe,n+i|. 

Л е м м а ! . Для функции рл, n+i, определяемой ^соотношением (21е), при 

5 
0»Л = т » 

2 

\pk, n+i ] < p(a) , 

<з ^ > a P j e , <з 2д 

имеет место оценка 

где 

o<p( f l ) = i - L ( i + e i ^ ) - ^ -
<5 \ * / (1 + a ) p I ; * ^ 

В самом деле, на основании теоремы о среднеарифметическом и с р е д н е 
геометрическом (см. [14], стр. 29) имеем ; 

1 + ( ^ Г ] ( 2 8 ) 

( 2 9 ) 

, \ а - — > 0 . ( 3 0 ) 

П(1+«х.)< ( 1 + ^)1-
а=1 

Отсюда и из (26е) находим, что 

Р , . « » < 1 - ( 1 + ^ ) Н У = ' р <«) 

п р и л ю б ы х п о л о ж и т е л ь н ы х ар. 

4* 1031 



Из (27) следует, что для завершения доказательства леммы 1 нам до
статочно установить неравенство 

_ i + + , х %

 п < i _ r i v ( 3 1 ) 

Для этого рассмотрим функцию 

положительность которой эквивалентна неравенству (31). Преобразуем 
Ер, t к виду 

Z7 - 10 , 2 д З _ 5 а 2 + 5 а + 5 „ 9 , , аЗ + 2а + 1 

9 1 9 (a + l)2(2a + l) ' з д ~~ ~ (а + Щ З а + 1 ) 0 

* Отсюда положительность F3, i при (28) очевидна/Положительность i^2, i 
при (28) эквивалентна положительности числителя, которая легко может 
быть установлена оценкой его минимума. При исследовании функции FPi о 
будем довольствоваться грубой оценкой. Именно, оценим отдельно 
ра/ (1 + a) v и pa / (1 + pa). Тогда 

F P , 0 > 2 G - 1 - ( ^ ) P " V 

а отсюда на основании (28) следует справедливость леммы. 
Оценка функции р&, п+и устанавливаемая леммой 1, имеет место при 

более сильных ограничениях на а (за исключением случая р = 3, 8 = 1), 
чем теорема 3. При р — 2 удается получить несколько иную по сравнению 
с (29) оценку для р&, n+i, которая справедлива при а ^ . 
- Л е м м а 2. Пусть дана функция 

• ; - p f e , a , ) - l - o i g + g - ^ t х > 0 , a > 0 , . a > 0 . I 

#с./щ выполнено условие 

х < 2, ^ (32) 
ктд. справедливы неравенства , 

p ( a a , a a ) ^ 0 , p 2(ai, a 2) ^ p(tfi, ai)p(a 2 , a 2 ) . (33) 

Первое неравенство устанавливается сразу: 

• "~ 1— 2(х—1) a a + а \ 
p(a a , a a ) > (i . j _ a )2 — > ^ п р и х < 2 . 

Рассмотрим разность 

Р (аь. « i ) Р К , а а ) — Р2 ( а ь а2) = ( 1 + a i ) 2

J

( 1 + fl2)2 » 

где 

/ — [(1 + a i ) 2 + xaai 2 — 2xai] [ (1 + a 2 ) 2 + xaa 2

2 — 2xa 2] — 

— [(1 + ai) (1 + a2.) + xaaia 2 x(ai + a 2 ) J 2 . 
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Раскрывая скобки, после приведения подобных членов находим 
/ = х(2 — х + a) (ai — а2)2. i • • . • • 

Отсюда при выполнении условия (32) получаем (33). 
Из леммы 2 немедленно следует | • 
Л е м м а 3. Если р = 2, то для функции ри, n-и, определяемой соотно

шением (21е), при выполнении условия (4) имеё^г место оценка 
2 !: 

(P*.n + i ) a < Пр (<*«), J • (34) 
а=1 : 

где ! 

р (а.) = 1 - \ (1 - | ) , аа U охК. (35) 
В самом деле, из леммы 2 следует, что 4 

2 j; a g 

(P*,n+i)2 < Д рл а, n+i, :Р*а,п+1 = 1 — | ( i+ G tA, a ) 2 ' 
а=Х !; 

так как p # a , n + i > 0 при a > J - . Но на основании (18) имеем 

| " ТА,2 < | " ^ а И Р А : а , п + 1 < Р (Ца) . 

(Эта лемма при 0 = 0 и а = 1 была доказана в [12].) 
Наконец, нам потребуется ! 
Л е м м а 4. Пусть даны два числа 

0<m<M. I (36) 

Тогда наибольшее значение функции р (а), определяемой соотношениями 
(30) и*(35), на отрезке [m, М] равно I 

р = max р ( а ) = (37) 

_ m [ 1 _ l ( 1 + , l f Z ) r f l 5 . , 1 _ i ( l + J 8 i f f ) ^ ] . 

В самом деле, из выражения [ 
1 ' ' 
— 1 ' 

O n 1 > Р при а > ^ — j 
следует, что р (а) принимает наибольшее значение либо на левом, либо 
на правом конце интервала [т,М]. 

6. Оценим теперь скорость сходимости итерационного процесса (13). 
Точнее, выберем такую последовательность итерационных параметров 
{хп}, которая обеспечивает «достаточно высокую >> скорость сходимости. 
Из теоремы 3 следует, что параметр хп может меняться в довольно широ
ких пределах. Поэтому последовательность {хп} постараемся выбрать так, 
чтобы для каждого значения X нашлось хотя бы; одно значение т такое, 
что \ри, n+i | < р < 1, где р не зависит ни от п, йи от \h\. Тогда прове
дение цикла итераций (13) с данным набором параметров на основании 
(22) —(23) даст нам уменьшение нормы погрешности в р - 1 раз. Жела
тельно, чтобы общее число параметров в данной последовательности {хп} 
было не «очень велико» (очевидно, что в худшем, случае можно обойтись 

р' ( а ) = I [1 + QLz£) p ( p - i ) a - 1 = 
< 0 при а <• 



числом параметров, равным числу различных собственных значений А,), 
т. е. чтобы юдин параметр т «обслуживал» не одно собственное значение, 
а целую серию. Именно, пусть последовательность интервалов 
( £ ( n - i ) , l(n)), п = 1 , . . . , п 0, покрывает интервал [Xt, XN-i], причем 

(̂о) = Х ь ^M )<Vi ' £(n„)>Vi' (38) 
а координаты £(П) и число гсо подлежат определению. Пусть хп «обслужи-
тает» те значения V , которые удовлетворяют неравенству ^ 

| (n-l) ^ ^ £(п), (39) 

е. для к, определяемых при помощи (39), функции рл,.п+1 удовлетво
ряют соотношению (j25) с р, не зависящим ни от п, ни от \h\. В данном 
случае на основании лемм 1 и 4 это означает, что 

рт ^ хпо1(п-1) < tnoXfe ^ т п о|(п) < рМ, 

где т <С М — положительные постоянные, не зависящие ни от тг, ни от 
\h\. Если т и Af выбраны, то пусть 

рт = aTnS(n-i), Vм = ^п5(п). (40) 

Тогда отсюда и из (38) 

Ъ(п) = Я-^п т п = ^ Г ^ - , , B J , (41) 

l g т ^ - I g " 1 ? < < l g Л- I g " 1 ? + 1. (42) 

На основании леммы 4 из (41), (42) и (22)—.(23) заключаем, что 
имеет место 

Л е м м а 5. Если проводится цикл щ итераций по методу (13) с набо
ром параметров, {т п }, задаваемых (41), то при выполнении условий (28) 

| ^ о ) | | < . Р р | | 2 ( о ) | | , , (43) 

где рр определяется из (37). 
Из леммы 5 без труда следует 
Т е о р е м а 4. Для того чтобы при помощи метода (13) уменьшить 

Li—норму погрешности —в 1 / е раз, достаточно при выполнении 
условий (28) провести цикл щ итераций с набором параметров {т п }, за
даваемых (41) ко раз, где щ определяется из (42), а к0 — из (44): 

fco^lgelg"1 р р . (44) 

При это{м для общего числа итераций v = щко справедливо асимптоти
ческое равенство 

л 1 
v X v 0 Iff 8» v 0 = -, * . (45) 

З а м е ч а н и е 3. В силу (18) имеем 
Р i nha: 

1 a = l '"a 

a = l '*ct 2 tfc0* 2/, 
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Если D есть р-мерный куб со стороной I и сетка он квадратная, т. е. ha = h, 
<L = 1, р, то 

= t g « 5 * = о (Л«) и i g = d (lg Щ. 

Построения, используемые при доказательстве;: леммы 5 и теоремы 4, 
основаны на лемме 1 и, следовательно, справедливы лишь при выполне-

Т а б л и ц а 1 Т а б л и ц а 2 

V е О V т а Р V е 
1; 

' а 11 V т р 

2 

1 

1 
2 

3.425 0.277 0,0766 0.547 
1 

i 
1 ! 7.958 0.237 0.0563 0.793 

2 

1 
5 
9 

3.939 0.296 0.0710 0.601 
о 

1 
i 

1 ! 7.958 0.237 0.0563 0.793 

2 

0 

1 
2 

1.707 0.415 0.1719 
L 

0.171 

0 
\ 

1;; 
\ 

4.957 •0.254 0.0645 0.677 

2 

0 
3 
4 

3.425 0.277 0.0766 0.547 • 
0 

\ 
1;; 

\ 
4.957 •0.254 0.0645 0.677 

3 

1 1 
2 

10.577 0.135 0.0850 0.815 
о 

1 • 1 22.258 0.128 0.0786 0.911 

3 
0 13 

18 
4.432 0.153 0.1070 

о 
0.586 0 11 6.648 0.142 0.0938 0.714 

нии условий (28). При р = 2 на основании леммы 3 по аналогии с [ И ] 
может быть доказана . . . " ! 

Т е о р е м а 5. Для того чтобы в случае р = 2 при помощи . метода 
(13) уменьшить 1,2.— норму погрешности — в 1 / е раз, достаточно 
при любом о ^ 0.5 провести цикл щ итераций с Ыабором параметров 

lib « ч 

&о раз, где к0 определяется из соотношения (41) : , а 

• i g ^ i g - l i < n 0 < i g j i g - ^ l i + i 

( 4 6 ) 

( 4 7 ) 

с = min Я,* , с* = maxХ к . 
К а К а I; 

' i |( 

Я р ^ эгож для общего числа итераций у = п0к0 Справедливо ассимптоти-
ческое равенство j v 

v = v 0 l g £ l g f , v 0 = I - 1 1 (48) 
I g ^ j l g P p 0 

Заметим, что в квадратной области и на квадратной сетке (46) совпа
дает с (41), (47) с (42) и (48) с (45). 

З а м е ч а н и е 4. На основании замечания 1 легко проверить, что для итерацион
ной схемы (13*) теорема 4 также имеет место. I j 

Займемся теперь минимизацией коэффициента vo. Из (45) и (48) на. 
основании (37) и (41) видно, что vo при фиксированном значении 6 есть 
функция трех переменных m, М и о. Так как q и | р р всегда меньше едини-
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цы, то v 0 убывает вместе с убыванием q и р Р . Поэтому при фиксирован
ном р р ЧИСЛО v минимально, если минимально q. Но из (41) следует, что q 
минимально при условии, что первый и второй члены в правой, части 
соотношения (37) совпадают, т. е. т/ (1 + т)? = М/ (1 + М)Р. Отсюда 

М = 1 М = - К ( 3 + ю) ' + 4 / / к - ( 3 + т ) 
2 т9 1 3 2 

Из (37) видно, что рр ПО О есть функция возрастающая. Поэтому для 
того, чтобы v 0 было по возможности меньше, а тоже нужно брать мини
мальными. После выбора MUG величина Vo остается функцией лишь т 
и ее минимум с любой степенью точности может быть найден численно. 
Вчтабл. 1 приведены численные значения параметров, входящие в Ч 0 , 
оптимальные по т для минимально возможного а. 

В табл. 2 для сравнения приведены те же параметры для а = 1. (Зна
чения параметров для р = 2 и 0 = 0 получены в [12], а для р = 2, 3 и 
9 = 1 — в [4]. Приведенные там числа соответствуют натуральным лога
рифмам в (45) и (47), в то время как у нас логарифмы десятичные.) 
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