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В ряде работ (см.[1] —[5]) рассматривались основные вопросы теории 
однородных разностных схем д л я линейных , к в а з и л и н е й н ы х и нелинейных 
у р а в н е н и й параболического типа . В этих работах были установлены устой
чивость , сходимость, а т а к ж е оценки д л я скорости сходимости (порядка 
точности) некоторых семейств однородных разностных схем в к л а с с а х 
непрерывных и ра зрывных коэффициентов дифференциального у р а в н е н и я . 
В [6] было обращено внимание на тот факт , что разностные схемы, имею
щие второй порядок аппроксимации на равномерных сетках , на произ 
вольной последовательности неравномерных ? сеток имеют л и ш ь первый 
п о р я д о к аппроксимации . Поэтому вопрос о п о р я д к е точности на нерав
номерных сетках требует специального и з у ч е н и я . В [6] д л я у р а в н е н и я 

L ( k , q ' 1 ) u = ^ { k ^ ^ ) - ( i ^ u + f ^ = () (1-в) 

дано определение семейства однородных разностных схем на неравномер
ных сетках , совпадающее в случае равномерных сеток с однородными 
разностными схемами, изученными в [7]. П о к а з а н о , что п о р я д о к точности 
э т и х схем на неравномерных^ сетках совпадает с п о р я д к о м их точности 
на равномерных сетках к а к в случае непрерывных , т ак и в случае раз 
рывных коэффициентов дифференциального у р а в н е н и я . Иктересно от
метить , что у к а з а н н ы й результат получается , если воспользоваться апри
орными оценками того ж е типа , что и в случае разрыйных коэффициентов 
[7] и равномерной сетки. Эффективной х а р а к т е р и с т и к о й сетки я в л я е т с я 
средний квадратичный шаг сетки 

| | /г|| 2 = (2 Щ (2.В) 

г=1 • . 

так что оценке || z ||0 = О (h2) на равномерной сетке соответствует оценка 
! z ||о = О (I hf2) на неравномерной сетке* 

В данной статье изучаются однородные разностные схемы д л я у р а в 
нений параболического типа с одной пространственной переменной. 
В § 1 д л я у р а в н е н и я (1.В) рассматривается новое семейство однородных 
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разностных схем, которое* на специальных последовательностях сеток 
<oh (к), з а в и с я щ и х от выбора коэффициентов q, / , имеет в классе ра з 
рывных коэффициентов второй пор|ядок точности (||у — и\\0 = 0 (|| Л||§)). 

В § 2 рассматриваются однородные разностные схемы д л я линейного и 
квазилинейного у р а в н е н и й • 

с(х,'г)£ = ±(к(х<г)%)+т(х;г)£ (2.В) 
dt дх \ v ' ' дх j 1 v ' ; дх 

с(^о>-Й-=4'(^(^','и)-й-.)+./(^*.".ж) <3-в) 

ж вычисляется погрешность аппроксимации этих схем на неравномерных 
с е т к а х . 

Априорным оценкам посвящен § 3 . Среди полученных в § 3 оценок 
следует отметить теорему 5, к о т о р а я д а ж е в случае равномерных сеток 
дает существенное усиление результатов , полученных в [1] и [3] . Опи
р а я с ь на специальное представление погрешности аппроксимации рас
сматриваемых схем, найденное в § 2, и п о л ь з у я с ь априорными оценками 
§ 3 , мы доказываем в § 4 ряд теорем о п о р я д к е точности однородных раз 
ностных схем д л я (2.В) и (З.В) на последовательности неравномерных 
сеток. И з результатов § 4 следует вывод: п о р я д о к точности рассматри
ваемых схем п р и переходе к неравномерным сеткам остается неизменным 
(по а н а л о г и и с [6]). 

В п. 5 § 4 рассматривается так называемая экономичная по числу 
операций однородная разностная схема д л я системы параболических 
у р а в н е н и й . 

В к а ж д о м параграфе применяется своя н у м е р а ц и я формул; при ссыл
ке на формулы из другого п а р а г р а ф а — двойная н у м е р а ц и я , например 
(2.3) — формула (3)' из § 2. 

• § 1. Стационарное уравнение 

1. О д н о р о д н ы е р а з н о с т н ы е с х е м ы н а н е р а в 
н о м е р н о й с е т к е . В [6] изучались однородные разностные схе
мы на неравномерной сетке д л я стационарного у р а в н е н и я теплопровод
ности 

Lik,q'f)u = i { k ( x ^ ) - + • / ( * ) • • = • < > , o < , < i , 

и (0) = щ, \ и (1) = и 2 , 
к (х) > сг > 0, q (х) > 0 ( C l = const). 

Пусть ioh = {ZiEz\[0, 1 ] , 0 <J i < ^ Д } — п р о и з в о л ь н а я разностная сет
ка на отрезке 0 ^ х 1, причем х0 = 0, XN = '1 . Шаг сетки ht = xt — 
— Xi—i > 0 (0 <^ i 4^ N) удовлетворяет л и ш ь естественному условию 
нормировки 

2 h - 1, ' (2) 
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а в остальном я в л я е т с я произвольной сеточной функцией . Будем поль
зоваться безындексными обозначениями (см. [6]): 

h = hb h+ = hi+1, H = 0.5(h-\-h+), у = у (х) = уи 

yW,= y(x + h+) = yi+1, y™ = y ( x - h ) = - y i - l f y-=(y-y(-D)/h7 

Ух = - у)/К, у* = (y{+1)- у)/п = hi Ух, ух = 4 у - . / 

В [6] рассматривались канонические схемы вида 

L(n'q'f)y = (ay-)* — dy + ф = 0, г/0 = "i» VN = Щ- (3) 

Коэффициенты a, d, ф в ы ч и с л я л и с ь п р и помощи тех ж е шаблонных функ
ц и о н а л о в A [k (s)] ( - 1 < s < 0) , D [g (5)] ( - 0 . 5 < 5 < 0.5) , F [/ (s)] 
(— 0.5 <^ s < ; 0.5), что и в случае равномерных сеток (см. [7]), по фор
м у л а м , 

а — А [к (х + Щ], (4) 

d = U [q(x + (s+ Д ) Й ) ] , ф ' = F [/ (х + (s + *Д) П)]9 

• А == (h+—.h)№. (5) 

Семейство однородных схем (3) определяется заданием к л а с с а шаблон
ных ф у н к ц и о н а л о в A,D , f и законом (4) — (5) вычисления коэффициен
тов схемы a, d, ф на произвольной неравномерной сетке . 

В этой статье мы будем рассматривать другое семейство однородных 
схем (3), которое отличается от семейства [6] другим законом вычисления 
d, ф на неравномерной сетке . Б у д е м п р е д п о л а г а т ь , что A, D, F удовлет
в о р я ю т у с л о в и я м (ср. [6]): 
1) А [к (s)] — неубывающий однородный ф у н к ц и о н а л первой степени,, 

имеющий второй дифференциал , | 

2) D [q (s)] и F\f{s)\ — линейные неотрицательные (F .[/•] > 0 п р и 
/ > 0) ф у н к ц и о н а л ы , 

3) А [1] - 1-,А± [s]= - 0 . 5 , 2 ) [1] = F [1] = 1,D [s]'= F Ы = 0 (6) 

(необходимые у с л о в и я второго п о р я д к а аппроксимации на р а в н о м е р 
ной сетке) . 
К р о м е того, предположим, что D и F удовлетворяют дополнительным 

требованиям: 

4) Fl4-0(s)]=±, F[n0(s)] = 0, 
Dl%(s)] = j , D Ы0(8)] = 0 . 

Здесь мы п о л ь з у е м с я обозначениями (ср . [7 ] , § 1, п . 11): 

, ч fi при s<е, ^ , v ( 1 , 5 = е, 
(0 при s > 6; | 0 , 5 = £ 0 , 

где 6 — произвольное число . Вводя ф у н к ц и ю 

0 при 5 < 6, 

при s ^> 6, 
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будем иметь 
; г!-(*) + ^ ( 5 ) + я 9 ( 5 ) = 1. ' (8) 

Условие F Ы0 (s)] = 0 означает , что F [f.(sj] не зависит от / (0) (ре
г у л я р н о с т ь ф у н к ц и о н а л а F в точке s = 0, ср. . [7] , § 1, п. И ) . 

Коэффициент ф будем вычислять по формуле 

f (s) = у / (х + sh) % (s) + ^f(x + sh+) X (s) + f (x) я0 (s), - 0 . 5 < s < 0.5. 

В силу линейности F и у с л о в и я F [я0 (s)] = 0 

Ф = Ф (*) = | F Г/ (* + sh) %(*)) ! ( / ( « + ^ + ) т]о+ (*)]. (9) 

Аналогично определяется коэффициент d: 

d = d (*) = А # + " T J - ( 5 ) ] + ^ . 2 ) [ < ? ( * + su +) Tjo + (s)] . (10) 

Из (6) и (7) следует: 

F Ы W = } , JF [ Л ] О + ( * ) ] = - - F [silo (*)]. ( И ) 

В самом деле , у ч и т ы в а я (8), находим 

F [r$(s)] = F [1 - T ! - ( S ) - я 0 (*)] = F [1] - F l%(s)] = f , 

> [«nj = ^ W - F I S T | - ( * ) ] - [ O T 0 (s)] = - F Isr]- (*)], 

т а к к а к F [s] = 0'; F [sn0 (s)\ = f [0] = 0. : . 
Е с л и сетка coh р авномерна , т. e. h = h+ — %, то формулы (5) и (9) 

имеют одинаковый вид: 

Ф = F [f(x + sh)]. 

В самом деле , в-этом случае из (9) следует 
<Р = F [f{x + sk) (г,-(s) + п+ (*))] = F [/ (х + sfc) (1 - я 0 (*))] = 

= F [/ (х •!- s/?)], 

т а к к а к F [/ (х + я 0 (s)] = F [f (х) л0 (s)] = f (х) F [л0 (s)] = 0. Е с л и 
ж е F [л0 (s)] ф_0, то формула (8) дает 

ф = F [f (х + sh)]J- f (х) F Ь 0 ( * ) ] , 

Д л я частного с л у ч а я 
0.5 

F = F* [ц] = .' \ \JL(S) ds 

; —0.5 . 

схемы (5) и (9) совпадают на произвольной сетке щ: 

<р* - F. If (x + (s^ А) Щ] -J- \ /(I) dl -
я—0.5h 

О 0.5 

= Т \ f (х + sh) d s +Y [ f (* + 
I —0.5 о 
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т. е. 

Ф* = ±Г [/ (х + sh) %(s)] + h-±F* [f{x + sh+) T ) 0

+ (s)l 

В общем ж е случае формулы ( 5 ) и ( 9 ) дают различные ре зуль та ты . Д о 
статочно привести пример : 

Ф о р м у л а (5) с р а з у дает 

Ф = v I / (* - 0.5/г) f.(x ;- (12> 

П о л ь з у я с ь формулой ( 9 ) , находим 

^= ^f(x-OM)+^f(x+0.5hi). (13> 

В ы р а ж е н и я ( 1 2 ) и ( 1 3 ) совпадают только ш равномерной сетке (/ — 
п р о и з в о л ь н а я ф у н к ц и я ) . 

Т а к и м образом, исходное семейство схем, коэффициенты которых 
определяются по формулам ( 4 ) , ( 9 ) и ( 1 0 ) , отлично от семейства схем,, 
рассмотренного в [ 6 1 . 

2 . П о г р е ш н о с т ь а п п р о к с и м а ц и и . Найдем в ы р а ж е 
ние д л я погрешности аппроксимации схемы 

L{n'q'f) у = (ay-)* — dy + ф = 0 , у0.= щ, yN = u2l ( 1 4 > 

где a, d, ф — коэффициенты, определяемые по формулам ( 4 ) , ( 9 ) и ( 1 0 ) . / 
Пусть и (х) — п р о и з в о л ь н а я ф у н к ц и я , у д о в л е т в о р я ю щ а я требованиям 

и Е Е С ( 2 ) , (ки'УеЕС{1Л) ж.к, / Е С ( 1 Д ) . Тогда , по а н а л о г и и с [ 6 ] , найдем: 

(au-)i = (ku')' + ( l i a ) i + ^ , 

ц а = auz _ fo? + }h*(ku')", = О (A«) + О (h%), ( 1 5 ) 

где к = к (x — 0.5/г) и т. д . Найдем р а з л о ж е н и е ср по степеням h и h+i 

<? = ±F[(f(x) + shf''(x))%(s)] + ^ (16), 

+ Ш (х) + shj'(x)) < (s)} + О т + О (h\). 

Отсюда и из ( 6 ) , ( И ) следует 

ф ='/ (х) _ (hi - А»)./' (х) F lsr\- (s)]/H + О (№) + О (hi), 

или 

,Ф - / = - (h*n«.F 1ST,- (S ) } + О (h2) + О {hi). (17) 

Д л я схемы (5) в [6] было получено в ы р а ж е н и е 

4-t = \W\ + 0(h*).+ °№)- ' , ~ 
Заметим, что F lsr\-(s)] = — \ , например в случае 

0.5 

F - F [ ц ] == J \i(s)ds и л и ^ = 1 [f* ( — т) + I* (т)] • 
—0.5 
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П о аналогии с (17) находим 

(d - q)u = - (h2~^)* D ls%(s)] + О (h2) + О (hi). (18)' 

П о л ь з у я с ь (15), (17), (18), получим д л я погрешности аппроксимации схе
мы (14) 

я|) = L%>q>'f)u -L{k'q'f)u (19) 

следующее выражение : . • 4 

* - ^ н - ч Л V = о(&) + о (hi), 
_ 1 _ (20) 

ц = аи- - ки' + ^ к 2 (ки'У + Wq'uD [sr\- (s)] — h?f'F [щ- (s)]. 

Е с л и А имеет второй дифференциал , то, в силу условий (6), 

а - к — О (А2) и ц = 0(h2). 

Е с л и и = и (х) — решение дифференциального у р а в н е н и я (1), то (ки')" = 

- (</")' — / ' и !. 

(21) 

3. С л у ч а й р а з р ы в н ы х к о э ф ф и ц и е н т о в . Предполо
ж и м теперь , что q и / имеют разрыв I рода в у з л е х ЕЕ со^. Д л я простоты 
будем пока считать , 
/л = / ( * - 0 ) , / п -

^что имеется т о л ь к о одна точка р а з р ы в а . Обозначим 
/ (х + 0) . Пусть и (х) в точке х ЕЁ (oh удовлетворяет 

у с л о в и я м с о п р я ж е н и я [и] = ии — ил = 0, [ки'] = 0, а слева и справа 
от этой точки выполнены у с л о в и я п. 2 . 

П о к а ж е м , что и в точке разрыва х ЕЕ со^ справедливо представление 
(20), если погрешность аппроксимации г|? определить так: 

ф = ^ а Л ) и ^ 5 ^ ^ , (22) 
где 

Е с л и и = и (х) — решение у р а в н е н и я (1), то L{k' q' fu == 0. В ы р а ж е н и е 
(19) д л я -ф следует из (22) в случае (L{k'qrf)u)n = (L{k'q'пи)п. 

В целесообразности определения (22) нетрудно убедиться , если найти 
р а з л о ж е н и е (аи-)*, d, ф по степеням h и й + в окрестности точки х ЕЕ со^ 
р а з р ы в а коэффициентов у р а в н е н и я . В самом деле , 

W) = dku% - ОМ (ки% + ±h2(ku'jR + О (А 3), 

W ) ( + 1 ) = ; (ки% + 0.5/г + (йи:')п + т hl(ku')u + О (h*). 

Отсюда и из у с л о в и я {ки'] = (ки')п — (ки')л == 0 следует: 

* ( ^ у = 1 ( & ? ) л - (Б7) ' ' ) . + О + О ( / $ , 

(ли-) £ = ( t o y ; + - /шГ' + f Л» WY)z + О (h2) + О (hi). 
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Р а з л а г а я затем / п о степеням h и \ в окрестности точки х ЕЕ coh:-f (x+sh) = 
- = h + shfn + О (h*), s < 0; / (ж + sh+) = U -h-shjA P (hf), s > 0 
находим 

<P - j i h F h o i + hfnF [«io W D + ' " • ' • 

+ ^ {/ n F triol + M > N o ( * ) ] } + ^ W + О (hi). 

После подстановки сюда (7) и (11) получим 

^ - T - m ^ F lsn-(s)] + 0(h2) + 0(hl), (23) 

где • 

Аналогичные р а с с у ж д е н и я дают 

: (d -q) и = - (h2^* Я [ять (*)] + О (А2) + О (&+)'. (24) 

В результате убеждаемся в справедливости формулы 

я|) =L%;q:f)u - L ^ C = | 1 £ + я | Л (25) 

где определяется по формуле (20), а я|/ = О (h2) + О (hi). 
П р и изучении разностных схем д л я уравнений параболического типа , 

мы будем пользоваться другим представлением: 

яр = ill + я]Д ^ = 0 (h2) + О (hi), р = h2pl Ji; = ii0 (х - 0.5h), 

\h> = К +\-(ku')" + g'l/Z) U r ) o ( s ) ] - / Т [ s T b ( 5 ) ] , ( 2 6 ) 

где 

Эти формулы получены в предположении , что / с Е Е < ? ( 2 , 1 \ а ф у н к ц и о н а л 
4 [/с (s)] имеет третий дифференциал . Н а выводе этих формул , ввиду его 
элементарности , не будем останавливаться . 

В случае схем [6] представление (25), вообще г о в о р я , не имеет места, 
если # ЕЕ со/г — точка р а з р ы в а коэффициентов к, q, f дифференциального 
у р а в н е н и я . В с в я з и с этим замечание 2 на стр . 829 статьи [6} нуждает
ся в уточнении. , 

4 . О п о р я д к е т о ч н о с т и н а н е р а в н о м е р н ы х 
с е т к а х ] П о с к о л ь к у все априорные оценки, полученные в [1] , сохра
няют силу , а в ы р а ж е н и я дляя|> в [6] и здесь одного типа , то теоремы статьи 
[6] о п о р я д к е точности на неравномерных сетках справедливы и д л я рас
сматриваемого нами семейства схем (14), определяемых формулами (4), 
(9), (10) и у с л о в и я м и (7). Пусть заданы коэффициенты к, #,• '/, имеющие 
конечное число разрывов в точках х = £ v , v = 1', 2 , . . . . . , v 0 . Всегда 
м о ж н о построить т а к у ю неравномерную сетку еоЛ, что точки £ V E = ( 0 , 1) 
будут ее у з л а м и , т. е. £ v = хщ (6 V = 0) , 0"<] щ <^N. Построенную таким 
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образом последовательность сеток щ, з а в и с я щ у ю от выбора коэффициен
тов к, q, / , обозначим со^ (к). П о л ь з у я с ь методами работы [6] и у ч и т ы в а я -
представление (25) на последовательности сеток a)h (к), нетрудно у б е 
диться в том, что справедлива следующая 

Т е о р е м а 1. Если к, q, / Е Е ( ? ( 1 Д \ то любая схема (14) из исходного 
семейства п. 1 имеет, второй порядок точности на последовательности 
сеток (oh (к),, так что : ."• 

• . \ \ y - u l < M \ h t 

где у — решение задачи (14), и — решение задачи (1), М — положитель
ная постоянная, не зависящая от сетки, || h\2 — средний квадратичный 
шаг, 

1 h \\2 == ^2 hihi 

Д л я доказательства теоремы нам понадобится п о л у ч е н н а я в [6] апри
о р н а я оценка 

и представление (25), справедливое во всех у з л а х сетки щ (к). 
Следует подчеркнуть , что единственной х а р а к т е р и с т и к о й сетки я в 

л я е т с я средний квадратичный шаг || h L 

§ 2. У р а в н е н и я параболического типа, 

Перейдем теперь к изучению однородных разностных схем д л я у р а в 
нений параболического типа. 

1. Л и н е й н о е у р а в н е н и е т е п л о п р о в о д н о с т и . 
Мы начнем изложение с однородных разностных схем д л я линейного 
у р а в н е н и я теплопроводности. Поставим исходную задачу . Пусть дана 
область Д = (О <^ х < ; 1, 0 ^ t <^ Г) , Требуется в Д найти решение 
з а д а ч и 

с (х, t) |f- = f)u =±{k (x, t ) ^ ) - q (x, t) u + f (*, t), (1) 

и (0, t) = щ (t), и ( 1 , 0 = u2(t), (2) 

и (x, 0) = u0(x), (3) 

0 < сг < к (x,t), 0 < c2 < с (x, t), 0 < q (x, t), (4) 

где сг, c2 — положительные постоянные. Пусть F v [х = £v (0 (1 v ^ v 0 ) } — 
конечное число дифференцируемых и попарно не пересекающихся к р и 
в ы х . Коэффициенты к, q, f, с могут иметь р а з р ы в ы I рода только на к р и 
вых T v (х = £v (t), v — 1 , 2 , . . . , v 0 ) . Е с л и к (х, t) имеет р а з р ы в п р и 
х = £v (0> т о выполняются у с л о в и я с о п р я ж е н и я 

[иЪ = и (£v (t) + 0, t) - и (£v (t) - 0, t) = 0, [к | £ ] = 0, х = Ъ (*), 

•;• V Л5) 
5 Ж В М и М Ф , № 2 . • L- 273 



Обозначим, как обычно (см. [5]), ( 

Av - ( E v (0 < х < | v + 1 (/), 0 < t < 7) , v = 0, 1, 2, .... vo, 

Ш=0, Sv0-;., (/) = 1, 

Д =2 Av, ' Av = ( S v ( 0 < « < E v + i ( 0 . . . 0 < * < Г ) . 

Е с л и | v (/•) = 0, то-a: — £ v (0 — п р я м а я , п а р а л л е л ь н а я оси t в плоскости 
(х, t) («неподвижный разрыв») , 

В дальнейшем всюду предполагается , что задача (1) — (5) имеет 
единственное решение и = и (х, t), непрерывное в Д и обладающее н у ж 
ными по ходу и з л о ж е н и я производными. Аналогичные гхредположения 
делаются и относительно д р у г и х задач , которые рассматриваются н и ж е . 

2. О д н о р о д н ы е р а з н о с т н ы е с х е м ы . Пусть coh = 
= {xi, О <J i <^N} — п р о и з в о л ь н а я разностная сетка на отрезке О <Г х^1, 
о) т = {tj, О <^'./ ^ К} — сетка на отрезке О <С t < ; Т, причем t0 = О, 
tK = T; щ = {хи 0 < i < N}, coT. = {̂ -, 0 < / < К}. Обозначим & = 
= (dh x coT == {(xi, tj) EE Д } пространственно-временную сетку, Q = 
= Oh X (oT — множество внутренних у з л о в сетки Q . Шаги = Xi — 
— # 1 - 1 > 0, 0 < i < ; A", t j = tj — ^j-i > 0, 0 . < / < ; i£ , сеток coh и coT 

п р о и з в о л ь н ы и удовлетворяют л и ш ь у с л о в и я м нормировки 
ч 

N К -

2 ^ = 1, 2 ^ = г . (6) 
i=i j=i 

Е с л и т, — tj__i — О (Tj t j - i ) и л и t j — т ^ = О ( т 2 ) , то сетку сох будем 
н а з ы в а т ь квазиравномерной . 

Д л я сеточных ф у н к ц и й , к а к п р а в и л о , будем пользоваться безындекс
ными обозначениями, п о л а г а я 

h = hi, h + == ft = 0-5 (ft + ft+), t — T j + 1 , т = T j , 

, У = У ( X , t ) = ytH = y3+* = yU yj= (у — y)lx. 

Обозначения д л я у-, yx, у*, г/- были введены в п. 1, § 1. 
Остальные обозначения вводятся по мере надобности* 
З а д а ч е (1) — (5) поставим в соответствие шеститочечную однородную 

разностную схему (ср. [2]): 

p<°V r = (Lt9/f)y){a\ 0 < а < 1 , (x,t)^Q, 

Уо = У (0..0•= «г (*). y w = У ( 1 . 0 - "г (0, 1 1 

у (х, 0) .= и0 (х), 

(7) 

где р ( а ) = ар + (1 — а) р, lf]qJ)y = (ау$)£ — dy + ц — схема, опре
д е л е н н а я в § 1. 

Коэффициенты a, d, ф, р определяются по формулам 

а = а (х, t) = А [к (х + sh, t)], 

h_ 
h 

d = d (x, t) = A / ) [ ? (x + r ] - ( S ) ] + [q (x + sh^, t) T | J ( S ) ] , 
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Ф = Ф (*, t) = \ ? [/ (х + sh,t) г,- (s)]+^F [f(x + sh^t) X (*)], 

Р = р (х, t) =^R [с(х + sh,t) %(s)]+^R [с (x + sh+,i) T | J ( * ) ] . , 

Шаблонные ф у н к ц и о н а л ы A, D, F, R удовлетворяют всем требованиям 
i ) — 4) , у к а з а н н ы м в п . 1 , § 1, причем R обладает теми ж е свойствами 
что и D , f, т ак что 

R 11] = 1 , ; R Ы = 0 , Д - [ т | - ( * ) ] = Д [ я 0 ( 5 ) ] = 0. 

К р о м е того, всюду в дальнейшем будем п р е д п о л а г а т ь , что А [к (s)] имеет 
третий дифференциал . 

И з (4) и свойств шаблонных ф у н к ц и о н а л о в следует 

0 < сг < а, 0 < с2 < р, 0 < Л (8) 

3 . П о г р е ш н о с т ь a n п р о к с и м а ц и и н а н е р а в н о 
м е р н о й с е т к е . П у с т ь и = и (х, t) —- решение задачи (1) — (5), 
у — решение задачи (7). Сеточная ф у н к ц и я z = у — и определяется 
условиями: 

Р<% = (Az)(a) + *Р, Az = (az-) j - dz, 

; ' Zo = = °» z ( x> °) = °> 

^ = ( L f «>va)—p(a4-, 
где ¥ — погрешность аппроксимации схемы (7) в классе решений 
и = и (х, i) дифференциального у р а в н е н и я (1). ! 

Будем предполагать всюду, что выполнены у с л о в и я , обеспечивающие 
максимальный порядок аппроксимации схемы (7) на равномерной сетке 
(условия А) . Эти у с л о в и я А выполнены либо во всей области Д , либо 
в к а ж д о й из областей A v (условия A v ) , если коэффициенты дифференциаль
ного у р а в н е н и я р а з р ы в н ы (см. [4]). 

Рассмотрим некоторый узел (я, t) ЕЕ £2. Пусть в окрестности этого уз
л а выполнены у с л о в и я А. П о л ь з у я с ь уравнением ( 1 ) , можно напи
сать: 1 

W — (Lh' q' — L^'q' ^и)^—[^(a^<—":('с Ж~)^ а )]° 

Н а равномерной сетке Q (т = Т/К = cons t , h = UN = const) в силу 
условий А имеем 

Y = О <*) + О ( т - ) , ша = {^1112 
Представим f .в виде 

T = V"+*, ч> = 4'- ••»в-£»«'"в_(р- с) ' 
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П о л ь з у я с ь представлением (1.25), находим 

' ф = Н + О (¥) + О (hi), 

^ = ft2fl0, N = N — - ^ ^ ^ N o ( 5 ) ] , 

где |Ло определяется по формуле (1.26). 
Н е т р у д н о заметить , ч т о ф = О (т™*). Тем самым д о к а з а н а 

Л е м м а 1. Погрешность аппроксимации схемы (7) можно предста
вить в виде 

Т = . ц ( | ) +V. = О (т т «) + О + О ( h i ) , ) 
- 1 I 

ii=Hoh\ |i0 = | i 0 (* — 0.5А..0, М̂о = Р.»' J. ( 1 0 ) 

(Штрих означает дифференцирование по х.) 

З а м е ч а н и е 1. Из условий А и уравнения (1) следует, что du/dt удовлетво
ряет условию Липшица по х. 

З а м е ч а н и е 2, Из (10) видно, что на неравномерной сетке схема (7) имеет 
первый порядок аппроксимации по х независимо от порядка гладкости функции 
и = и (х, t) и коэффициентов уравнения (1). 

Рассмотрим случай , когда /с, / , с имеют конечное число разрывов 
на п р я м ы х х = £ v = const (t) (v = ' 1, 2 , . . . , v 0 ) , п а р а л л е л ь н ы х оси t 
в плоскости (х, i) (неподвижные разрывы) . Т а к к а к л и н и и р а з р ы в а фик
сированы, то всегда м о ж н о изменением сетки со^ в окрестности точек 
х " = 5v ЕЕ (0, 1) добиться того, что точки х = | v будут у з л а м и сетки coh, 
т. е. £ v = # n v , 0 <^ n„.<^N (n v не зависит от t). Построенную таким об
разом последовательность сеток coh, з а в и с я щ у ю от выбора коэффициентов 
/с, q, / , с, обозначим coh (А), а соответствующую последовательность про
странственно-временных сеток обозначим Q (k) = wh (к) X со т. 

П у с т ь \ ='хп — одна из точей р а з р ы в а , в которой кл=/= кП, qR =/= qn, 
/ л =f= /п, сл =/= си. В этой точке выполняются у с л о в и я с о п р я ж е н и я 

к ~ д х ~ \ = = 0
 п р и a ; = Sea>/l.- ( И ) 

П о а н а л о г и й с § 1 погрешность а п п р о к с и м а ц и и схемы (7) в точке £ ЕЕ Щ 
определим так : 

Y = ( u f c - e ' » i . - £^« ) ( e ) - [p ( V-^) ( e V ( 1 2 ) 

Т а к к а к р а з р ы в неподвижный, то [du/dt] = 0 п р и # = 
И с п о л ь з у я результаты п. 3 , § 1 , а т а к ж е р а с с у ж д е н и я , проведенные 

при доказательстве леммы 1, убеждаемся в том, что формулы (10) сохра-
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н я ю т с и л у и в точке I; ЕЕ (Dh разрыва коэффициентов у р а в н е н и я (1) и т 

следовательно , верна 
Л е м м а 2 . Если коэффициенты k, q, f, с имеют конечное чцсло не

подвижных разрывов и в каждой из областей A v (v = 0, 1, . , . , v 0 ) вы
полнены условия А, то на последовательности сеток Q (к) погрешность 
аппроксимации любой из схем (7) определяется по формулам (10) во всех 
узлах (х, t) ЕЕ О (к). 

Е с л и к, q, /, с имеют разрывы I рода на к р и в ы х х = £v (t) = # n v - f 
+ 6vfen v+i, 0 <^ 6V 1, то представление (10) не имеет] места в у з л а х 
(хщ, t) и ( s n v + 1 , 0 -

4 . Л и н е й н о е у р а в н е н и е о б щ е г о в и д а . Рассмот
рим теперь линейное параболическое у р а в н е н и е общего вида 

, с(х, t ) £ = L * « ' V + r ( * f ( 1 3 ) 

и (0, £) = иг (t), : u ( 1 , i) = u C^Q) == u 0 ( ; r ) . 
Чтобы написать д л я него однородную разностную схему на неравномер
ной сетке, надо найти подходящую разностную аппроксимацию д л я члена 

dU Y Y 

г -g-, пригодную и в случа^ разрывных коэффициентов, в частности на по

следовательности сеток (oh(k). Мы будем пользоваться одной из следую* 

щих аппроксимаций: 

1 6 («<«»=.+ « » ; ) , : 

У.х :~ h 'Ух » Ух~ ь'Ух> 

где 
А 

Ъ- = \в\г (х + sh, t) %(s)\, & + = ^ Д - [ r (* + sh+,t) T|+(e)If 

6 = А 5 [ r ( * + ^ М ) г]о (*)] + И * + Ж + | t) r$(s)h r = r,2k. 

Здесь В [(i (s)] — линейный неубывающий ф у н к ц и о н а л , удовлетворяю
щий у с л о в и я м 

В [1] = 1, В [s] = 0, В 1ц~(8)] = I , ; Я [ я 0 '(*)] = 0. 
• К 

Найдем погрешность аппроксимации д л я к а ж д о г о из выражений 
%(у). Пусть х е сол — точка р а з р ы в а г (ж, '£). и к (х, t). Рассматривая 
К(и) = (hb~u-^ + h+b+ux)/7h, после несложных вычислений находим 

К (") = ^(r2Ji/Ji + r n M > + ) + (|Гг)л + 0 (/г2) + О ( # ) , 

или ' 

Я х (и) - га' = + О (Л») + О (h*)9 (15) 

где 

Иг = |*г (ж - 0.5/г, J), j ir = (ru* - г'и'Я [ет|о h\ (16) 
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Е с л и [ru'Y = 0, то га' = га'. Е с л и г (х, t) и к (х, t) имеют р а з р ы в ы в.точ-
ке I•= хп + eftn+i (0 < 9 < 1) , то (и) - ш')х=* п = О (1) (при 6 < 0 . 5 ) 
и в точке х — хп W = О (1) д а ж е д л я схемы 

О •. . ] 0.5 

A* lii] - [ ̂  -̂J , 5* [ f i l - i)* [fx] = Г =. Л* = ] И (*) 
— 1 } —0.5 

В этом случае д л я повышения п о р я д к а точности следует пользоваться 
вторым в ы р а ж е н и е м д л я X (у) (см. [<4], [5]). 

Н а п и ш е м теперь , по а н а л о г и и с [4 ] , разностную схему д л я (13): 

рМЪ=№*-ПУ + Ш){а), 0 < а < 1 , 
(17) 

y0 = Ui(t), Ум = u2(t), у (х, 0) = щ (х). 

Е с л и выполнены у с л о в и я А , обеспечивающие м а к с и м а л ь н ы й п о р я д о к 
а п п р о к с и м а ц и и схемы (17), то справедливы формулы вида (10) д л я по
грешности а п п р о к с и м а ц и и W схемы (17): 

V = )if + ф*, ф° = 0(хт«) + О (ft2) + О (h2

+), 
, ди (18) • ц = й2Цо, [*о•=• f*o / ' . \ к и ' ) \ с'~, ги", г'и'У 

Н а р я д у со схемой (17) представляют интерес схемы вида 

pyT = q- f)y(a) + X (у<«>), y 0 = щ. (t), yN = u2 (t), у (x, 0) = u0 (x), 

(19) 

коэффициенты которых p, a, d, <p, b~, b+ (или b) в ы р а ж а ю т с я через соот
ветствующие коэффициенты дифференциального у р а в н е н и я (1), в зятые 
в момент t = t — 0.5т . Схема (19) эквивалентна схеме (17) по п о р я д к у 
а п п р о к с и м а ц и и . 

Д л я практических целей иногда целесообразно пользоваться схемами 

МГ= (аУх)^+ (1У)ф)> 0 < а < 1 , 0 < 3 < 1, (20) 

где 1у = — dy + ф + /к (у), а (1у)ф) определяется одной из формул: 

Vy)w = № + (i-t)U = (iyf\ 
(1У)Ф) = -d(x, t) уф) + Ф (х, t) + Ъ- (x,t) yf + Ъ+ (х, t) yf, t = t-О.Бх/ 

В частности, д л я п р а к т и к и очень удобна схема, соответствующая 
(3 — 0, у которой все младшие члены берутся на предыдущей строке*, 
В этом случае формулами прогонки м о ж н о п о л ь з о в а т ь с я на любой сетке 
co/i, независимо от з н а к а d и й±. (ср. [4] , § 2 , п .4) . 

5 . К в а з и л и н е й н о е у р а в н е н и е . В [5] и з у ч а л и с ь одно
родные разностные схемы на равномерных сетках д л я к в а з и л и н е й н ы х 
у р а в н е н и й 

$>u=-^(k(x, t,u)-^-)-c(x,t)^-+ f(x,t,u, ^ ) = 0 | . 

(/с (яг, t, и ) > а > 0, с (х, t)^c2> 0), Г ( 2 1 ) 

и (0, t) = щ (t), и ( 1 , t) = и2 (t), и (х, 0) == и0 (х). ) 
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Б у д е м предполагать , что производные функций к ( i , t, u)nf (х, t, и, р) 
по аргументам и, р удовлетворяют тем ж е у с л о в и я м , что и в [5]. Случай , 
когда «коэффициент теплопроводности» к = к (х, t, и) з ависит от и, 
представляет особые трудности д л я исследования . Н а м удалось в [5] 
д о к а з а т ь равномерную сходимость только четырехточечных неявных 
схем, причем оценка их п о р я д к а точности была значительно более гру
бой, чем в случае к = к (х, t). В этой статье мы расширим класс сходя
щ и х с я схем и получим д л я них новые оценки скорости сходимости, 
я в л я ю щ и е с я , в частности, более точными по сравнению с [5] в случае 
равномерных сеток.' 

Будем рассматривать следующий класс схем: 

т=^^)Ух)х + 4 W 0 < а < 1 , 0 < 3 < 1 , (22) 

У о" = > i (0» yN = и2 (t), у (х, 0) = и0 (х), 

где а ( а ) и ф ( ^ определяются одной и з соответствующих формул: ч 

а ( а ) = а а (*» У*) + (1 а) У*) = а ( а ) (*> У*)' 
\ : y*=0.S(y + y<-1)),t = t-+T9 

и { а ) = а (х, ( / )<«>), • ( У *|)( а ) = V + (1 - a) £ V 

<р ( Э ) - р Ф ( Х , t, у, X (у)) + (1 - Р) ф ( я , Г, у, Я (й) = Ф ( Р ) (ж, *, у, Я, (у)), 

<р ( Р ) = ф ( я , №, уЩ т (г/)) , (у) = 0.5 (t/. + у v ) = у с , = (у^ - у ^ / г й , 

а ( я , £, и ) = Д»- [/с (х + s/г, г, и ) ] , — 1 < 

ф ( д г , u , р ) = - у ^ • [ / ( я + г, и, р) ч]- (s)] + 

4 ^ * + t, и,р) ч+ (*)], 

р = р (х, t) = - J - > [с (х + sh, t) ц~ (s)] + ^±-F [с (х + sh+, t) T|J (s)l 

Свойства функционалов А и F у к а з а н ы в п. 1 § 1;,кроме того, мы (так 
ж е к а к и в п. 2 § 2) требуем, чтобы А [к (s)] имел третий дифференциал . 
В [5] показано , что шаблонные ф у н к ц и о н а л ы 

&0 _ х 0.5 

л ° [ f l { s ) ] = [ \ щ $ ] ' г ^ ( s ) ] = \ * { s ) d s 

!: " I - 0 . 5 ' 
обеспечивают более высокий порядок точности в классе разрывных ко
эффициентов у р а в н е н и я (21). П р и этом функцию / в (21) следует преоб
разовать к виду 

/ = f(x, t, и, 2 / c ^ ) e } 

Тогда будем иметь * .. . 

ф == ф (х, t, у, К (у)), % (у) aS+Vy* + ayi% 

• а (х, t, и) = А* [к (х + sh, t, и)], • 

• ф (х, t, и, р) = F* [f (х + (s + А) %, t, и, />)], 

р {х, t) - F* lc (х + (s + Д ) К, t)]f А = ( Л + - Л ) / 4 й / 
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г.. Обозначая , к а к обычно, и = и (х, t) — решение исходной задачи (21), 
у = у (х, t) — решение задачи (22), получим д л я сеточной ф у н к ц и и 
z — у — и у с л о в и я 

pzT= ( a { , ) Z - ) x + Q (z) + ф, z0 = 0, zN = 0, z(x,0) = 0, (23) 
a ( a ) > c i > ° > P > ' C 2 > 0 , 

где Q (z) определяется выражением вида 

Q (z) =dyi + 'd2z + bnzx + b12zx + b22z* + b21z^ + (gnz)++. (24) 

+ '(gi2*)£ + (en?) i + is^)i 

при некоторых частных з н а ч е н и я х ограниченных коэффициентов ds, 
bSk, gsk, s, к = 1, 2 . 

П р о в о д я р а с с у ж д е н и я по аналогии с п . 2, найдем д л я погрешности 
а п п р о к с и м а ц и и следующее в ы р а ж е н и е : 

. ф = > . + ф * , Ц° = 0(h*) + 0(hl) + 0(T), р = О (ft 2). (25) 

Явное в ы р а ж е н и е д л я \i мы не будем выписывать . 

§ 3 . Априорные оценки ' 

Д л я выяснения п о р я д к а точности разностных схем, рассмотренных 
в § 2 , нам понадобятся различные априорные оценки, у с т а н а в л и в а ю щ и е 
устойчивость линейных у р а в н е н и й (2.9) и (2.23) относительно правой 
части. Оценки подобного типа были получены в [1] , [21, [4] , [5]; там ж е 
у к а з а н о , к а к видоизменяются эти оценки на неравномерных с е т к а х . 
Д л я шеститочечных схем (2.9) мы используем оценки работ [1] и [2] , [3] 
без существенных изменений. Б у д е т л и ш ь п о к а з а ц о , что схема (2.9) устой
чива по правой части д л я любых | |т | ] 0 = m a x t j , в то время к а к в [2] 
ее устойчивость д о к а з а н а п р и условии т < t 0 . 

Особое внимание будет уделено выводу равномерной априорной оцен
к и д л я у р а в н е н и я (2.23), частные с л у ч а и которого рассматривались 
в [1] и [5] . П р и помощи априорной оценки в среднем удается существенно 
у с и л и т ь теорему 4 работы [5] . 

1. В в е д е н и е. Мы будем р а з л и ч а т ь два с л у ч а я : 
а) к (х, t) ограничено: -

0 < с 1 < Л ( ж , 0 < с / , (1) 

и удовлетворяет условию Л и п ш и ц а по t: 

\ k t \ < c l ( e j = const > 0 ) ; ' (2) 

б) к (х, t) и л и k(x,t,u) л и ш ь ограничено . 
Л е м м а 3 . Если выполнены условия (1) и (2), а шаблонный функцио

нал А [k (s)] имеет первый дифференциал, то для коэффициента а (х, t) — 
= A [k (х + sft, t)] справедливо неравенство 

К " | < С 4 . еде с4 = С;-^? (3) 
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Напомним, что Л [к] — неубывающий однородный функционал nepf 
вой степени, удовлетворяющий условию нормировки А [1] = 1. 1 

Пусть Аг [k,\i] — первый дифференциал функционала А [к]. Пока 
жем сначала , что / 

: i L ^ i f t . i K - V (4) 

Д л я этого воспользуемся тождеством Аг [к, к] = А [к] (см. 17] , § 1) и 
неравенствами 

с1А1 [к, 1] = Ах [к, сг] < 4 Х [/с, /с] =А [к] < ^, 

с х < Аг [к, А ] X Д х [к, с[] = с1А1 [к, 1 ] . 
V 

Разность а — а, в силу теоремы о среднем значении, равна 

а — а = А [к (х + sh, t)] — А [к (х + sh? i)] = 

= А [к] — А [к] =Ах [к + QrkT, xk-t], о < 0 < 1 . 

Отсюда и из (4) следует 

I % 1 < с^Аг [к + ехкт, 1 ] < с ; ^ = с* 
З а м е ч а н и е . Если Л [к] — линейный функционал, то | а- | < с 4, т, е.. с 4 =. с^ф 

Л е м м а 4 . Пусть gj и pj — функции, заданные на произвольной 
неравномерной сетке ш т с шагом Xj = tj — tj—x ^> 0; / = 1, 2, . . . . 
Если Pj — неотрицательная неубывающая функция (Pffi ^ Pj), етго из не^ 
равенства \ 

• ;•• • Я-i . 1 

ft+i < со 2 T i , f t ' - i + Pj+i (со = const > 0) (5) 

следует • ^ 

^•+1</0Vip i+1 ) / = о,1,.... . ' (б). 

Если1 Pj — произвольная неотрицательная функция, то из следует 

Й + 1 < Р щ + с 0е J ^ 2't^Pi'-i» J ^ + I = ^ + I - T I . (7) 

Получим сначала оценку (6). Будем искать gj в виде 
оо 

/• ft = 2 - (8) 

где 

i+i 
« j 0 ) • < Р;> ^ « f < 'о 2 Уу 8$-?, * = 1 , 2 , . . . . 

У ч и т ы в а я , что 

2 ^/(^-i)<; J / ( О Л , если / ( « 0 > • / ( « ' ) при * * > * ' , 
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ж п о л ь з у я с ь монотонностью pj, найдем 

, ^ ' + 1 ^ p i + i ' 'i-hi — ' i+i—-- T l e 

Отсюда и из (8) следует (6). 
Пусть pj — п р о и з в о л ь н а я неотрицательная ф у н к ц и я . П о л а г а я gj+± = 

f= Pi+i + V j + l i цолучим 

i+i : i+i ' 
^i+i < co 2 xrvrr-i + P * + 1> P*+1 = 2 T*'Pi--i > Ф> 

j ' = 2 j ' = 2 

где p! — неубывающая ф у н к ц и я . П о л ь з у я с ь затем оценкой (6) д л я Vj, 
получим (7). 

С л е д с т в и е . Если сетка сот равномерна, т. е. Xj = х' = cons t , 

ш . = — хг = tj и вместо (6) ц (7) получим 

gj+1<e^Pj+1, г • ( 6 ' ) 

i'=i 

Л е м м а 4а. Пусть gj и f) заданы на сетке щ = { t j , / = 0, 1, . . . , 
Е'слщ. / j — произвольная неотрицательная функция, то из 

g r < (1 + caxr) g y _ ± + Xj>f.„ j> = 1 ,2 , , (9) 

следует 
с / ч ' i 

% i < е Pj+i» г Д е P j = " ( l + c 0 t i ) g 0 + 2 T i ' / i ' -
i '=i 

Д л я доказательства леммы 4а достаточно цросуммировать (9) по / ' =• 
= 1 , 2 , . . . , / + 1 и воспользоваться оценкой (6) леммы 4 . 

П о а н а л о г и и с [6] введем обозначения д л я сумм и норм сеточных 
ф у н к ц и й . П у с т ь v и ф — произвольные ф у н к ц и и , заданные на шл. Обо
значим 

N—1 АГ—1 , АГ—1 

> , Ф ) = 2 ( ^ , Ф ) + = 2 ^ ^ + 1 1 Ф ) * = 2 v^%b 
i=l ~ i=l' ' i = 0 

N ' i V - l 

( ^ ф ] = 2 2 7 i * i A i » t ^ ) ^ 2 

, | |ф | | 0 = т а х | % | , - \ | |ф | | 0 = ( 1 , К Г ) ^ , . = ( 1 , | ф | а Г ^ , а = 1/2. 

Е с л и ф у н к ц и я г? определена на со+ = {х\, 0 <^ i <J 7V}, то 

" ' ; Н а = (*» M e F e -
Т а к , н а п р и м е р , если ф у н к ц и я v задана д л я всех х ЕЕ со^, то v- определена 
д л я х ЕЕ со+, поэтому 

„ 2
 V/i 
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Нетрудно убедиться в том, что справедливо неравенство 

\\vl<V2\\vy. , . 
Мы будем пользоваться т а к ж е нормами 

ИИ НИ*. 1№ = !Их. ( Ю ) 
где \i\—сеточная ф у й к ц и я , определяемая у с л о в и я м и 

ф .== | 1 А , fXiv = 0 и л и р х ^ О о , 

Приведем некоторые разностные тождества , которыми мы будем в 
дальнейшем пользоваться : 

(v, У*)* = {v, Ух)+ = — (У, v-] + (yv)N - y0vt, V 
(v, v'zY = >. у*) = - t»» 'р*) + yN-ivN -r lvv)* I 

W j ) \ = ( M e f e ) i ) + = - (a> y*vJ + (аУх^м - (* ( + 1Mo, (12) 

<*. (аУх)хУ = i(avx)ii УУ + (* ("Ух ~ yvx))N - - »»*))<к (13) 

Е с л и у и г; удовлетворяют однородным условиям 

Vp = y N = Of *V = 9' 
то все подстановки в ф о р м у л а х (11) — (13) равны н у л ю . Н а м понадо
бятся т а к ж е неравенства 

Н1о<"11**Ь' \\vh<^\\Vav-\\2 nVnvo = vN = 01 fl>Ci>P.- (14) 

| ( j , , t ; ) K ( l , \уГ?*\ (U\v\qfq, ± + -±-^fJ P > 0 , j > 0 . '' 

' (15) 
m m m 

П xkk < 2 Р * * * » Г Д Е > ° » > ° » 2 ^ = l e <16) 

2. У с т о й ч и в о с т ь с х е м ы (2.9) п о п р а в о й - ч а с т и , 
В [1], [2] , [3] рассматривалась схема 

pzy = (Az)<«> + Az = (az-)x - dz, V 

z0 = 0 , Z i v = 0, z (ж, 0) = 0, [ ( 1 7 ) 
^ > ^ i > 0 , P > c a > 0 , 0 < d < c 3 , j 

•и было п о к а з а н о , что эта схема равномерно устойчива по правой части, 
если 0.5 < ; а <^ 1 и выполнены у с л о в и я 

| * Г | < * 4 . (18) 

• • ' ; t < т 0 , (19) 

где т 0 — п о л о ж и т е л ь н а я п о с т о я н н а я , з а в и с я щ а я только от сг, . , . , с 4 . 
П о к а ж е м , что условие (19) я в л я е т с я л и ш н и м . 
Т е о р е м а 2. Для решения задачи (17) справедливо неравенство 

(20) \z'(x,t)\\0^M( 2 v i Y ( a ; , ^ ) | g . Y / ,

) 
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если 

1) К - | < * 4 * | Р г 1 < ^ 0 . 5 < а < 1 , 

2) (Oh — произвольная сетка, сот — квазиравномерная сетка (М — по
ложительная постоянная, зависящая только от сх, . . , с5). 
Если о) т — произвольная неравномерная сетка, то оценка (20) имеет место 
при условии ||т||о = m a x х) ^ т 0 , где х0 ^> 0 — постоянная, зависящая 
только от постоянных сг, . . . , с 4 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о проведем в два этапа: сначала получим оценку в сред
нем (по аналогии с [2] и [ 5 ] ) , а затем используем ее д л я получения р а в 
номерной оценки. 

1. Д л я простоты в ы к л а д к у проведем д л я р = 1, х = cons t . Перепи
шем у р а в н е н и е (17) в виде 

z — axKz = z + (1 — a) xAz + T Y . 

Возведем обе части в квадрат , у м н о ж и м на % и просуммируем по всем 
х ё= ©л. П о л ь з у я с ь первой формулой Грина (12), а т а к ж е неравенством 

2с0 

где с 0 — п р о и з в о л ь н а я п о л о ж и т е л ь н а я п о с т о я н н а я , получим 

Я + 2т ( а / + (1 - а) / ) < (1 + с 0 т) Н + х (т + 1 /с 0 ) || ¥ |g., (21) 

где 

, В = Wzt^^WAzp, . 1 = (a,zl] + (d,z*)\ 

П о л а г а я с0 — 1 / ^ - + 1 и п о л ь з у я с ь леммой 4 , находим 

2 Ж - v Ж 

, Jz(a; 1^ + 1)|. + - ^ | | ( A z ) i + 1 | | | . + 2 V 3 " < е ' Ж 2 хг\Ч* (22) 
; = 1 j'=i 

В общем случае , когда р • = р (х, t), а сот — к в а з и р а в н о м е р н а я сетйа 
(\ Xj-\ т * т , т* ^> 0) , вместо (22) получим 

II + 4-^+1 (y^J 2. + Д ^ ^ Ч ^ 2 ^ | | ^ & , (23) 

где M — п о л о ж и т е л ь н а я п о с т о я н н а я , з а в и с я щ а я т о л ь к о от с2, с6, т* и 
Г . И з (23), в частности, следует 

i+i i+i 

j'=i j'=i 

П р и выводе (24) мы не пользовались условием d ^ с3. 
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2. У м н о ж и м (17) на xzjh и просуммируем* по х ЕЕ сод: 

11| У ^ 2 Г + а (й, z | ] = (1 - а) (а, .z§] — т (adz + (1 - a) <fe, zT)m + 
+ (аа - (1 - а) о, z - l - ] + т (Y , z F ) \ (25) 

У ч и т ы в а я очевидные неравенства 

{ а а _ (1 _ а) о, z-J-] = (2а - 1) (a, z-2-] + (1 - а) т ( а т , z -S ; ] < 

< (а - 0.5) {(а, гЦ + (о, z |]} + т ( C 4 / 2 C l ) {(1 - a) (a, z | ] + а (а, 

- (adz + (1 - a) dz, xzTy < \ \ Ущ |. + 

+ Д у 7 , {a (d, z 2)* + (1 - а) <& * П , 

получим из (25) при 0.5 < ; а ^ 1 s 

' . . . (a, zf] < (й, 2|] + т с ' : ( / + 7) + 

где : • \ • . 

I = (a,z$ + (d,z*y, C* = m a x ( - J , • " ^ 

Отсюда находим 
i+i , j+i 

( а , ^ ] ^ < 2с* s ^ ' + S ^ II 
j'=i j'=i 

П о л ь з у я с ь затем оценкой (24), а т а к ж е неравенством (14), получа
ем (20). 

З а м е ч а н и е 1. Если z (х, 0)=f=0, то в (23) справа будет стоять дополнитель
ное слагаемое 

+Ц V~az-\%, + х (d, z*f + I 

которое может быть мажорировано выражением 

V (M:+M'4 + M"t)\\z(x,Ql)\^, T = l|TiA 2 | |o^maX(T 1/Af), 
+ 

где М = M(d, . . ., с5, cvT, m*), Mf = M ( с ь . . ., с5, с[, c'v Т, m*), ЛГ' = М (си ... 

с5, с 2, Т, га*) — положительные постоянные, причем 

> а > ci > 0, с 2 > р > с2 > 0 (ср. [2]). 

В этом случае вместо (20) получим оценку вида 

II * (*. 'i+i> I'0; < • м + 11 z (*» °)' И° + ( 2 ХУ ' I } • ( 2 0 ') 

З а м е ч а н и е 2. Оценка (24) сохраняет силу, если условие 0 ^ d < с3 заменить 
условиями 

_ З а м е ч а н и е 3. Вторая часть теоремы для случая произвольной сетки 
доказывается по аналогии с [1], если воспользоваться леммой 4 а . 

Az 

5* J t=0 
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4. У с т о й ч и в о с т ь д р у г о й с х е м ы д л я у р а в н е 
н и я т е п л о п р о в о д н о с т и . Рассмотрим теперь схему (2.19), 
которая т а к ж е используется на п р а к т и к е : 

z0 = z N = О, | (26) 

0 < ^ < а , 0 < c 2 < p , 0 < d , J 
где 

р = р (я , F), a = a(x,t), d = d(x,t)J t = t — 0 .5т . 

Т е о р е м а 3 . Разностная схема (26) равномерно устойчива по пра
вой части и начальным данным на произвольной неравномерцой сетке Q: 

II * (*, * ж ) Но < М' I z (я , 0) 1- + АГ ( 2 «у I I Щ . ) , (27) 
y=i 

где 

И^Ife, = II^ -+- и 

если выполнены дополнительные условия: 

1 а г К * 4 » K f | < , ^ a(x,0)^c'v d < c 3 . (28} 

П р и а = 1 теорема следует из [2] . Пусть 0.5 < ; 1. Н а п и ш е м , к а к 
обычно, интегральное тождество 

т I VpzT |. + а {(а, zf] -Н (d, 22)*} = (1 - а) Ца, * | ] + (d, I 2)*} + 
+ (2а - 1) {(a, Z - 2 - ] + (d, zi)') + х ( ¥ , zT)\ 

У ч и т ы в а я оценки 

(а, 2 | ] < (1 + ^ ) (а, 4 ] , (а , < 1- (а, z | ] + | - ( l + ^ ) (а, * | ] , 

(d, г 2 ) ' = (d, i*Y + X {dT, г*)* < ( J , 2 2 ) * + g ( < z , if], 
(d, Z z ) < i ( d , Z 2 ) ' + i (d, I 2)*, 

получим 

/ < ( l + c 4 ) / + - J l | ^ | | ^ , 

J w < e , S t / " 1 + / , + S i l l ^ ' l -

где 

; / = (a,4l + ( d , i » ) - , ' - c* = m a x ( g , A ) , 

/ ° = ( а 0 ) , z\ (x, 0)] + (d (x, 0) , z 2 ( * , 0))*. 

Отсюда, в силу леммы 4 а , следует (27), если а (х, 0) < ; сх, d (х, 0) ^ с3. 
286 



Р а з н о с т н а я схема (2.19) имеет второй порядок аппроксимации на 
равномерной сетке со^, а на произвольной неравномерной сетке 

¥ = \xf + О (h2) + О (4) + О (tm«),' Р = 0 ( 2 9 ) 
Отсюда следует, , что схема (2.19), вообще г о в о р я , не х у ж е схемы (2.9), 
так к а к она устойчива при любых | |т | | 0 . 

5. У л у ч ш е н н а я а п р и о р н а я о ц е н к а д л я с х е 
м ы (2.17). Ц р и изучении п о р я д к а точности на неравномерных сетках 
норма I ¥ ||2* я в л я е т с я слишком грубой д а ж е в случае непрерывных ко
эффициентов дифференциального у р а в н е н и я . П о л ь з у я с ь методом стаци
онарных решений, изложенным в [3], и оценкой (20), нетрудно по ана
л о г и и с [3] получить более тонкие оценки д л я | z ||0. 

Ф о р м у л и р у е м результат сразу д л я более общей задачи: 

(30) 

PzT= {az-)f + Q(z) + ¥, z0 = zN = 0, . z (x,0) = 0, ' 

Q (z) = dxz + d2z + bnzx + b12zx + b22zx + b21zx, 

0 J < c± < a< c[, 0 < c2 < p < c2, I dS] \ < c 3 , | a-{ | < c 4 , 

[ I bsk || < Cb (s,k = l, 2). 

; : ' . \ 

Т е о р е м а 4. Для решения задачи, (30) на произвольной неравно-
мерной сетке при 0.5 а ^ 1 и при достаточно малом \\ х ||0 ^ т 0 спра
ведливы оценки: 

1) , ; 

1 z (х, tj+1) I + | z- (х, Ц+1) ||2 < М' (|| z (х, 0) ||о + || z- (х, 0) ||2) + (31) 

i + i 

j'=i 

2) если ¥ = - ф ( а ) , ур = ".(1А +<ф*, т о 

|| z (х, * ж ) Но < ^ ( Н (*." 0) (1з + II Из* + ' J (32) 

+ [S v ( i ^ ' : i . + ii4'ilo]Va} + ^ [ S тН1^И + И ^ ' - 1 | | ) ] Л . • 

где 1 

. ll^|l3 = ||fX||2 + | | ^ L . I l ^ l l s ^ l l ^ l l i + l l ^ l h 

AT = 0 при a) <? (*) = {bxzx + b2z^x){a) + dxz + d2z и б) | ( в в ) Г | < с в , 

s = 1,2. <! 

Д л я доказательства теоремы 4 следует несколько изменить рассужде
н и я , проведенные в [1] и [3]. 

6. Э н е р г е т и ч е с к о е т о ж д е с т 4 о п-то р а н г а . Все по
следующие п у н к т ы § 3 посвящены выводу новых априорных оценок д л я 
решения задачи (2l23), т . е. задачи 

' Pzt = (az-xh + Q (z) + У> Ч = *N = 0, z ( s , 0) = 0. . (33) 
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где Q (z) определяется по формуле (2.24). Б у д е м предполагать , что ко 
эффициенты а, р, ds, bsk, gsk (s, к = 1 , 2 ) ограничены: 

О < с± < а, 0 < с2 < р, | ds К с 3 , |"6ef t-1 < cAi |>s* | < с8, (34) 
5, Л = 1, 2, 

a р = р (х, t), кроме того, удовлетворяет условию Л и п ш и ц а по t 

>Г\<св : (35) 

(с±, . . . , , с 6 — п о л о ж и т е л ь н ы е ' п о с т о я н н ы е , не з а в и с я щ и е от сетки) . 
В [5] рассматривался частный случай у р а в н е н и я (33) п р и d2 — b12 = 

— ^ 2 i — £21 = gi2 = ® с краевыми у с л о в и я м и общего вида 

2 х = -f- G l z — v x при z\=. О, _ a z - = %2zT + a2z — v 2 при x = 1. (36) 

Х о т я последующие рассуждения проводятся д л я условий I рода z0 ==' 
= . Z J V = 0, однако окончательные р е з у л ь т а т ы с о х р а н я ю т силу и д л я 
условий (36), если только § s , a s {s = 1 , 2) удовлетворяют у к а з а н н ы м 
в [6] требованиям. П р и этом ||а|)||3 достаточно заменить на ||i |) | | s, где 

| | ^ | | 5 = | | ^ | | 3 + | ( ^ i r i + [ v 1 H - | v 2 | . 

Б у д е м предполагать , что с о л — п р о и з в о л ь н а я неравномерная сетка , 

<от = со* — неравномерная сетка , шаги которой удовлетворяют условию 

Т < 7 7 1 * Т , (37) 

где яг* — некоторая п о л о ж и т е л ь н а я постоянная . Соответствующую сетку 
Q обозначим, = coh х со*. 

Вводя новую функцию v: 1 

z = v wy wj= Mw, w(x, 0) = 1 , или w = ( 1 + Mx)w, (38) 

где J f 0 — п р о и з в о л ь н а я постоянная , получим 

. pvT — ( a v - ) x + = ¥ = ^ + Q± (v), v0 = ^ = 0, v(x, 0) = 0, 

T + (£220)5 + ( f t2^) i+ (g2iV)z> Г (39) 

p = p r ? d = pyM — d l 7 d 2 = d 2 r , '6 s f e = & s f er, ft* = gsitf, 

•ф =ty/w, r = ( 1 +MX)-1. 
' n 

Н а п и ш е м у р а в н е н и е ?г-го ранга , т. е. у р а в н е н и е д л я ф у н к ц и и v = v 2П

9 

ч п = 1 , 2 , / . . . Д л я этого надо у м н о ж и т ь (39) на v-v2, . . V 2 " - 1 = 2 V n , 
где a n = 2 n — 1 , и учесть тождество 

2» (av-)x = (а (г; 2)-) А - I [АагД + Л+а^г;*] . 

В результате получим (см1 [ 1 ] и [5]) 

Р*Г - К ; ) £ + S12n-fc"r{4 a 4)2
 + £ aC+D 4)2

 + t p ( £ т ) 2 } х 

X г? в п "- а *+ 1 + 2 n d £ = 2 V n Y . 
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У м н о ж а я , (39) на %,\ суммируя по ж е ©г, и у ч и т ы в а я , , что 

(тг а(У2 + Т
 а<+1)(̂ ;)' »ап~*к+1)' = (« UK v>-**+i) +' \ 

\ + ( а < + 1 ) (**)*' »«»-»*+!)+, ' : 

получим основное интегральное (энергетическое) тождество 

(Р, ; ' ;)!.к 2 / „ 4 2n(d, vy = 2?(Qi{v),v'«Y+. (40) 
v 

где j . - ' - . -

/„ = (a,{nvlfl + 2 2 2 ^ - 2 { ( а ( У 2 > » - » - Ц + .(a1+D « Л » - ^ ) * } - (41) 

р « = т 2 ^ Ч р ( У ? . » . в п ~ " * + 1 ) % ( 4 2 ) 

Н а ш а цель — найти оценку д л я || v ||0 (й, следовательно, д л я || z ||0) 
через || г|51|3. В [5] д л я частного с л у ч а я bsk = g s k = 0 при s =f= / с и равно
мерной сетки получена оценка 

1 z (ж, 0 if < М2Ге^п №(х, t) | з , || г|> f) ||3 = m a x ||л|) ( я , * ' ) | | „ 
. , 0<t'<t 

; \ - . • 

где = 0 пщ g s k = 0, 5, к = 1, 2. Н и ж е будет п о к а з а н о , что М х = 0 
д л я общего у р а в н е н и я (39) Р 

Сначала найдем а п р и о р н у ю оценку в среднем, т. е. д л я \\v | 2*, и затем 
п 

используем ее д л я оценки || v ||х и || v ||0. 
7. У с т о й ч и в о с т ь в t с р е д и е м ц о п р а в о й ч а с т и . 

П о л а г а я в (40) п = 1, получим энергетическое тождество 1-го ранга : 

(Р, v% + 21, + Рг + 2(d, 2 '('&/(»)', vy + 2 ft, v)' + ( р г , Ц \ (43) 

П о в т о р я я д л я n = 1 р а с с у ж д е н и я , проведенные в п . 5 , § 1, [51, приходим 
в случае неравномерной сетки к неравенству 

(р, v2)W + 2 V (a, < М || ф (я, ||з «при || т ||0 < т 0 . 

Отсюда следует 

II 0 V + Vx \\v- (х, t) I < М || яр ( х , 0 Из П Р И II т 1° < г°> • (44) 

I z ( я , 0 ||2* + У'х И z - ( х / 0 ||2 < М | | г | ) ( * , Oik П Р И «I т Н° < Т о > (45) 

где Ж — п о л о ж и т е л ь н а я постоянная , ' з ависящая только от с х , с 2 , . . . , с б ,Г , ; 

а т 0 — п о л о ж и т е л ь н а я постоянная , з а в и с я щ а я только от с 1 ? . , . , съ. 
Т а к и м образом, схема (39) устойчива в среднем по^правой части при 

достаточно малом т <^ т 0 . 
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Л е м м а 5, Если йг 0, bsa = gss = О, s = 1 , 2 , т, е. 
Q {£) = Q-(z) + dlZ, Q' (z) = b12z+ + & 2 1 2 j + (g12z) A + (^ 2 1 l ) v + d 2 S, 

( 4 6 ) 
mo схема (39) устойчива в среднем по правой части на произвольной сетке 
Q* при любых значениях || А ||0 и || т ||0: 

• I z (х, t) ||2. 4 - V~T \\z- (x,t) ||2 < М Цф ( х , О ||з • . ( 4 7 ) 
Б у д е м исходить из тождества ( 4 3 ) , которое перепишем в виде 

(Р, + х (р, г>2-)* + 2I[ +'2М\\ (р, г;2)* | . - 2 (1 + Жт) г;2)' = 

= 2 (<? в <»), i>y + 2 (i|>', г>) + ( Р г , * 2 Г, ( 4 8 ) 

J'i = (а', vl],' а' = о(1 + Щ, У = . Ф(1 + Мх). 

Оценим отдельные слагаемые правой части (48): 

2W, 4 ) ' < 2 | | f | , l z , - | 1 < i ] f ; + 4 i | ^ i g , . ^ = с х ( 1 + Ж т ) > С 1 , 

2 (d ,» , < 2 с 3 1 v У \\v\\2* . < - ^ ( | | Vp.v\f+tvp), 

2 ( b i 2 » £ - + * 2 i » j > » F : 2 ( 6 1 2 * я > v)+ + 2 (b21,v-, v)^4y2ct\\v-\\2\\v ||2..< 

2((g»?) S l ,»r - ~ 2 »s] <^P C *1ЙИ^) ' / 2 < К + 

В ы б и р а я затем M = 0.5 ( c 3 c 7 V 2 4 - 1 6 4 ( m * ) 2 / ^ ) ^ 1 , приходим к неравенству 

: 7 I I ^ P H I 2

2 . 4 - т / ; < ( 1 + Mx)\frvi*+Tii+^\v\i 
справедливому д л я любых т на сетке Q*. 

П о л ь з у я с ь леммой 4 а , находим 

V~?v (х, I 2 . + тУ; < ^ { | V ^ » - 1 2 . 4 - 1 KP 1 * ||2. | ( = 0 + . 
9 3+1 , • > 

.'. + ^ - 2 т Н И ' ( ^ ^ ' ) « з } . 

Отсюда следует J v ||2*' + Ух- || г?- ||2 < М || ̂ | | 3 , так к а к v (х, 0) = 0, и, 
в силу (38), неравенство (47). 
, 8 . Р а в. н о м е р н а я у с т о й ч и в о с т ь . Перейдем теперь к вы

воду априорной оценки д л я || v ||0 из (40), и с п о л ь з у я д л я этого метод ма
ж о р а н т н ы х оценок правой части тождества (40), предложенный в [1] и 
усовершенствованный в [ 5 ] . Основное отличие от [ 5 ] будет состоять в 
использовании оценки (44). 

Н а м понадобится формула 

. . / - • " - 1 • к 

290 



и а н а л о г и ч н а я формула д л я (va?)-. Рассмотрим в ы р а ж е н и е 2п (if>, van)* # 

П о л а г а я я|> = T)v, K \ N , = О, найдем 

и, по а н а л о г и и с [5],' ' * • • 

2 " | l(v*%, т | ) + 1<Н + Ik) 2" = т 7 « + ( ^ ^ " Й Ц з Г . (49) 

Это неравенство позволяет сразу написать оценку д л я ^ 7 1 ( ( g 2 2 z ; ) v , 0 В П ) * -

В самом деле , имеем 

2 n ( ( ^ ) v , ^ = _ . 2 n ( b W ( ^ ) + ' < f / n + ( M - 2 l ^ . r , ; , 
и аналогично д л я д р у г и х в ы р а ж е н и й того ж е типа , так что 

Кп = 2 n ( ( g u p ) s + (gltVУх + (§2,V) J + (g2lV )v f .»«»)* < • . • ' 

, < > / „ + [ М 2 « ( И г ; | | 2 . + I I ^ | | 2 . ) 1 2 П - / . • 

Т а к к а к , согласно (44), || v ||2* <J М||я|)|1з; т о ' 

Kn < j In + (M-2n Щ3)*\ M = M.(ch . . . , « ) > 0 . (50) 

По аналогии с [5] нкходим 

2" ( 6 а ^ + 6 2 8 г 5 ; < - § - / „ + М . 2 " ( 1 , ») ' , АГ = 'АГ (СЬ С 4 ) > 0 , (51) 

2" (Й,*, г;"»)* < (р, v)* + М-2п(1, •»)*,' л* = М е 3 ) > 0 . (52) 

; — v — v ос #4'' 
Остановимся более подробно на оценке в ы р а ж е н и я 2п ( ^12^ + ^ 2 1 ^ ^ ' 2 7 п ) * ' 

Проведем в ы к л а д к у только д л я первого слагаемого: 

2 n (b12vxi V*")* = 2n(b12lxx v*n)+ = 2 n ( 6 1 л , ( Г + т Т у ) , ^ n - i ) + = 

= 2 п ( Ц г н ^ " - т + 2 П * ( f e > n ? ^ а п - 1 ) + -

И з формулы (41) д л я 1п видно , что 

( J / W > | vx I, .| van-i | f < ( a < + i ^ | , г ; а - ~ а 1 ) 1 / 2 < ' 2 ^ п / 2 + 1 Л 2 . 

Поэтому м о ж н о написать 

2* ( 6 ^ , у а » - 1 ) + < 2 п С 4 ( Й , г0+%(г;«»-1, 1 ) + ' ^ < \ (53) 

< 2 V r 1 / 2 " / » 1 / 2 n ^ а " - а , ) + 1 / 2 , ( 1 , A+(V!"1/2n)< ; 

< 2 ( n + 1 ) / 2

C 4 c - ( , / 2 - 1 / 2 " > / „ V a + 1 / 2 " (1 , V(V«Г1/2nV)
 < 

\ < | ^ - / „ + М 2 П ( 1 , 2)*, ; М = М ( С 1 ) с4, * г * ) > 0 , 

, так к а к I = г> а «~У, г;2 < / п ) 1 / 2 " _ 1 , ( *х> V"""1)^"-'"2 (Л/с.)*. 
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Рассмотрим теперь второе выражение : 

У ч и т ы в а я затем оценку (44) д л я ]^т | | v -1 | 2 , находим 

. 2п(1НЛ-~---Ъ^Гх, v*»y < ±In-•; Рп •} 1п-\-(.17 • 2 " И ^ , ) 2 " . 

Собирая все оценки (51) — (53) и выбирая М так , чтобы коэффициент 

при ^ 1 , #У в (40) был неотрицательным, получим неравенство 

( Р , v)* + т / „ < , ( Р , »V (1 + ад + т/п + х(М.2пЩ3Г, ' (54) 

справедливое при достаточно малом т <^ т 0 , где т 0 , М1, М — положитель 
ные постоянные, /не* з ависящие от сетки, t 0 = t 0 (схЛ . . , с 5 ) , М1 = 
= М (с2, с 6 ) , М = М (сг, . . . , с5, т*). 

Из (54) в силу леммы 4 а следует 

• ( 1 , v)* + %(v-x I < АР ( М 2 П Щ 3 ) 2 П при ' t < т о . (55) 

Перейдем от г? к, z: ; 

, ( 1 , Ту + г < М" (М2п | Щ 3 ) 2 П П Р И * < ^ 

Отсюда получаем 

\z(x,t)li^M-2niy(z,tyin-1*n

(- * . = 0 ^ | w * i , (56) 

| z ' ( * , f) | o < М.2 г е | | г | ; ( z , f) | | 3 т 7 1 / 2 , т , = т | у ^ (57,) 

Второе неравенство следует из 

/ • jn—1||2\ / о П ' — . _ I] п | |п-1 , .2 

В ы б и р а я п т ак , чтобы выполнялось условие (78), § 1, [5] , т. е . -условие 

- . _ . < 2 n < l o g 2 f - п р и \ < й а ( 8 ) , , (58); 

8l0g 2 l0g2 T - * -

где e ^> 0 — произвольное число , и у ч и т ы в а я , что 

п+ ^ l o g 2 ^ < 6 1 o g 2 l o g 2 ^ - , 6 = 1 + е > 1 , 

из (56) находим / 

|| z ( s , 0 1 | 0 . < М ||г|) (ж,' 0 ||3 I n 6 -зг- при fct^ho (е). (59) 
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В ы б и р а я п = п ( t j по аналогии с (58) и п о л ь з у я с ь (57), получим 

\\z (х, 0|1о:<Л*И> (x,t)lln*—. при <т 0 (е). 

Тем самым д о к а з а н а 

Т е о р е м а 5. Пусть z — z (х, t) есть решение задачи (33) и выпол
нены условия (34) (35). Тогда на произвольной последовательности сеток £1 
справедливы следующие оценки: 

\z(x, t)\\2 < М ||г|) (х, t).s\\ прц 11||0;< Т 0 (оценка в среднем), • (60)* 
1 \\z(x, t)\\0^M\\^(x,t)\\3.l^ — при | | t | | 0 < t 0 ( t 0 , е), \ (61) 

|| z (х, t) ||о < М | | t (х, 0 ||з In* -A- Л / ? и И т[|0 < т0, Д : < /г0 (е), (62) 

где 6 = 1 + 8 , 8 -г- произвольное положительное число, ! Г 0 , А/ — положи
тельные постоянные, 1 не зависящие от сетки, . 

3 а м е ч а н и е 1. Если Ь 1 2 = Ъ2г = 0, то теорема 5 верна для произвольной 
сетки Q. 

З а м е ч а н и е 2. [-Если bss = gsk = 0 (k,s — 1, 2), то принцип максимума дает 

|| z (х, t) ||о < М ||г|>(я, t) ||о при || X ||оК То 

(ср. с [5]) на любой сетке Q. Если, кроме того, di<J0, то эта оценка справедлива 
для любых || х ||0. . i , ' ; . 

§ 4. О порядке точности разностных схем н а неравномерных сетках 

1. В в е д е н и е . В § 2 были- рассмотрены различные однородные 
разностные схемы д л я ^ линейного и квазилинейного параболических 
у р а в н е н и й в случае неравномерных сеток. Н а ш е й конечной целью я в л я 
ется выяснение п о р я д к а точности этих схем на произвольных неравно
мерных сетках в классе непрерывных и разрывных коэффициентов соот
ветствующих дифференциальных у р а в н е н и й . Этот вопрос детально изу
чался в [2] , [4] , [5] д л я равномерных сеток. Полученные в> § 3 априор
ные оценки п о з в о л я ю т , д а ж е в случае равномерных сеток существенно 
усилить теорему 6 работы [5] о порядке точности схем д л я квазилиней
ного у р а в н е н и я (2.21). Двухпараметрическому семейству разностных 
схем (2.22), очевидно, п р и н а д л е ж а т , в частности, и схемы, изучавшиеся 
в [5] . ; 

Будем всегда предполагать , к а к у ж е у к а з ы в а л о с ь в § 2, что во всей 
области Д или в к а ж д о й из областей A v , v = 0, 1, . . . , v 0 (в случае 
разрывных коэффициентов) , выполнены у с л о в и я , при которых рассмат
риваемые нами схемы имеют максимальный порядок аппроксимации 
на равномерных сетках . Тогда , к а к было п о к а з а н о в § 2 , погрешность 
аппроксимации W наших схем может быть представлена в виде: 
а) д л я схем (2.10), (2.17) и (2.19) 

0(№).+ 0(Щ) + О (т™«), та^^1ф1'1) 

. |i = ^ = О
 (Ч 
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где fi 0 определяется одной из формул (2 .10) / (2 .18) ; 
б) д л я схемы (2.22) ' * 

V = г|) = + ф \ IX = pjfl = О (h2), ф = О (h2) + О (htf+O (т). (2) 

Е с л и у с л о в и я А выполнены в Д, то представления (1), (2) справедли
вы во всех у з л а х (х, i) сетки Q. Е с л и ж е имеются л и н и и х = £v (t) = 
= ^nv-+-8vfenv+i (0 <^ 9v < 1, v = 1, 2, . . . , v 0 ) р а з р ы в а коэффициентов 
дифференциального у р а в н е н и я и у с л о в и я А выполнены в к а ж д о й областр 
A v , то в случае неподвижных разрывов (£v(0 = 0, v = 1, 2 , . . . , v 0 ) 
(1) и (2) справедливы во всех у з л а х сетки £1, кроме у з л о в {хп^, tj) и 
(хщ+ъ ij)i / = 0, 1, . . . , iT. В ы б и р а я последовательность сеток Q (к), 
м о ж н о добиться , что д л я таких сеток формулы (1) й (2) с о х р а н я ю т силу и 
вдоль линий р а з р ы в а х = g v = хп^ 

В случае д в и ж у щ и х с я и л и косых разрывов (|^ (t) =f= 0 х о т я бы д л я 
одного v) с и т у а ц и я сложнее (см. [2]). ; 

В дальнейшем будем всегда предполагать , что в случае а) всегда вы
полнено условие : ф у н к ц и я \x0(x,t) удовлетворяет условию Л и п ш и ц а 
по t, т ак что 

IWrK-tf. иг = °№> (3) 
где М — п о л о ж и т е л ь н а я п о с т о я н н а я , не з а в и с я щ а я от сетки, 

," И з формулы (2) видно, что (3), означает требование , чтобы, например , 
д3и/дх3 у д о в л е т в о р я л а условию Л и п ш и ц а по t. 

Д л я у п р о щ е н и я формулировок , вместо слов : «решение задачи (2.7) 
равномерно сходится к решению задачи (2.1) и имеет точность 0(h2) + 
-f- 0(xmcL)»,—будем говорить : «схема (2„7) равномерно сходится со скоростью 
0(h2) + 0 ( t W a ) » . 

Все эти замечания п о з в о л я т облегчить приводимые н и ж е формулиров
ки теорем о сходимости и точности н а ш и х схем. 

2. К о э ф ф и ц и е н т ы н е п р е р ы в н ы . 
Т е о р е м а (3. Разностная схема (2.17) при 0.5 < ; a <^ 1 равномер-

но сходится со скоростью О ( | |й 2)| | 2 + О ( | | t W a | | 2 ) на произвольной последова
тельности неравномерных сеток Q, точнее, 

\\у - и-К-М (| |й 2 | | 2 + | | т т « | | 2 ) при | |т| | 0 < t0, , • (4) 

где у — решение задачи (2.17), и — решение задачи (2.13), т 0 и М — 
положительные постоянные, не зависящие от выбора сеток. 

Т е о р е м а 7 . Разностные схемы (2.22) при 0 < а < * 1 и-0 < Р < 1 
сходятся в среднем со скоростью О (||&2||2) ~Ь О (||т||2) и равномерно схо
дятся на последовательности сеток Q* со скоростью О (\\h2[|2In5 ^— j + 

+ О ( 1 M b I n 5 A- j , точнее, 

|| у - и\\2 = ||у(х, t)-u(x,t) ||а< М(Иh2||а + ||т|| 2) при || т | | 0 < т 0 , t е сот, (5) 

. \ \ y ( x , t ) 0 1 1 о < A f ( l l * a " l U l n 8 l £ -
^ /г/ж || t Цо < т 0 (т 0 , б ) , Йф < й 0 ( б ) , Т < тгг*т, (6) 
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где и — решение задачи (2.21), у - г решение задачи (2.22), •% = m i n Ни 
, 0<i<N 

%о = t^-j-x = m i n Ту, б ^> 1 — произвольное число, t 0 , М, т* — тмк 
0 < j , < j + l 

стоянные, не зависящие от выбора сетки (t ='tj+i). 
Д л я доказательства теоремы 6 достаточно воспользоваться выражен 

нием (1) д л я ¥ и теоремой 4 , д л я доказательства теоремы 7 — в ы р а ж е 
нием (2) и теоремой 5 (см в [2] — [5]) в 

Е с л и сетка Q равномерна , то из (6) следует (ср. [5]) 

. | ] у - и | | 0 < м ( й Ч п ^ + т 1 п ^ ) о ( 7 ) 

При этом мы, естественно, предполагаем, что h0 = m i n %i и х0 = min т,-
удовлетворяет при | | А Ц 0 - > 0 / и | | т | | 0 -*0- требованиям: ln(J/||fcJ<l/||A|lo, 

l n ( l / t ) < 1/|]т Цо, где 8 — любое сколь угодно малое положительное число. 
3 . К о э ф ф и ц и е н т ы р а з р ы в н ы » Ограничимся изучением 

сходимости н а ш и х схем только д л я с л у ч а я неподвижных разрывов (Н . Р . ) , 
когда коэффициенты дифференциальных у р а в н е н и й имеют р а з р ы в ы I ро
да только на конечном числе п р я м ы х , п а р а л л е л ь н ы х оси t в плоскости 
( я , t). 

Т е о р е м а 8. Разностная схема (2.17) при ,0.5 ^ а ^ 1 б случае, 
когда коэффициенты уравнения (2.13) имеют только неподвижные разры~ 
вы, равномерно сходится на последовательности сеток Q (к) со скоростью 

0 ( № + о<|т"Н). 
Е с л и выбрана сетка Q (k) = (oh(k) X сот т а к а я , что л и н и и разрыва 

коэффициентов дифференциального у р а в н е н и я (2.13) я в л я ю т с я узловыми 
л и н и я м и сетки Q (к), то д л я погрешности аппроксимации , к а к было по
к а з а н о в § 2 , с о х р а н я е т силу представление (2.18) во всех узлах, сетки 
х ЕЕ CDh (к) и д л я всех tj ЕЕ ( о Т о Поэтому доказательство теоремы 8 совпадает 
с доказательством теоремы 6, 

Мы не будем приводить ф о р м у л и р о в к и теорем о точности схем (2.17) 
и (2.22) на произвольной последовательности сеток Q (или Q*), так, к а к 
в этом случае соответствующие теоремы работы [5] сохраняют силу , 
если вместо О (hx) +0 (хШ(Х) писать О + О ( Ц т > [ | 2 ) , а д л я схемы 
(2.22) вместо О (hXl-p{h)) + О ( т ^ р ( т ) ) , где ,р (А) ~ 1/jhn ( Ш ) , р (т) ~ 
—А/У In (1/т) , написать . 1 

: o(\h\;in*±)+o(),TUin*±). (8) 

Н е представляет т а к ж е труда обобщение теоремы работы [5] на слу
чай неравномерных сеток. П р и .этом, в силу теоремы 5 , схемы (2.7), (2.17) 
и(2.22) имеют одинаковый п о р я д о к точности, если к,(х, t) и , соответствен
но, к (х, t, и) обладают д в и ж у щ и м и с я (косыми) р а з р ы в а м и (см. т а к ж е [2]). 

4 . Д р у г и е с х е м ы д л я к в а з и л и н е й н ы х у р а в 
н е н и й , Рассмотрим задачу (2.21), Помимо у к а з а н н ы х в § 2 схем, 
з а с л у ж и в а е т внимания т а к ж е схема 

т = тк.5>Хъ*,у°)(у- + £ - ) ) * + Ф { х j , \ { у + у), |>(у +у)у; 

г /о = М О , ум = u2(t), у (х, 0) '== и0 (х), 
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где р = р (х, t), t = t —•' 0 .5т , a ( 0 i 6 ) определяется по второй из формул 
п . 5 , § 2,. п р и . о = 0 .5 , */* = 0.5 (у + $,<-»)., 

Эта схема на равномерней сетке имеет 2-й п о р я д о к а п п р о к с и м а ц и и . 
Н а неравномерной ~сетке погрешность аппроксимации можно представить 
в виде 

•Т = ]ix + г|Л \i = О (h2)'+ О ( т 2 ) , f = О (h2) + 0(h*)+ О (т 2 ) . (10) 

Д л я погрешности z- = г/ —- и, где г/ — решение задачи (9), мы полу

чаем задачу , я в л я ю щ у ю с я частным случаем (при Ьг = 6 2 , = g 2 ) задачи 

P z r = 0.5Л (z + 2) + z 0 = ^ = 0, 2 (ж, 0) - 0, \ 

Aw = (aw-)x + \wx +'b2wl + ( ^ ) s ' + ( g 2 ^ h + 'dw, 1(11) 

. Q < c 1 < a | 0 < c 2 < p , | d | < c 3 , [ 6 s | < c 4 , | g r s | < c 6 , s = i, 2, J 

l M . < ' e v (12) 

П о к а ж е м , что схема (11) — (12) устойчива в среднем на любой по
следовательности сеток, так что при | | т | | 0 < ^ т 0 справедлива оценка 

{х, tj+1) ||2. < М [\VPXX, 0) z (х, 0) I. + [2 Ti'I ¥ *?) I] ) • (43) z , 
j ' = l 

Перейдем, к а к обычно, от функции z к фу нкци и г;, п о л а г а я 

2? = v y , LI = (1 + M r ) , (i или ус-= M \ L , р(х, 0) = 1 (14) 

где М — п р о и з в о л ь н а я п о л о ж и т е л ь н а я постоянная . [ 
Д л я у п р о щ е н и я в ы к л а д о к будем пока считать р = 1. У ч и т ы в а я соот

ношение z f- == 0.5 (р, + fx) г^' + 0.5 (г? + > ) р , ^ вводя обозначение 

VLV 4- IXV 

W = v • , 

ж замечая , что v -f- v = 2w — KX2VJ, получим 

(1 — x2K2)vj + 2xw = Aw +W, ' (15) 

где- ^ 

x = p T / ( p + p ) , Y = 4 7 0 . 5 (fx + |I) . 
^ Рассмотрим произведение 

vTw = г; г (ц,г> + И / ^ + И*) 0.5(|i + Й " 1 { ^ [ ( ^ 2 ) 1 + (16) 

+ т г ; | ] + ^[(v 2 )-^ ттг^]} = 0 .5( i ; a ) r + 0 . 5 T 2 X V | . 

Н е т р у д н о заметить , что 
1 — A 2 = l — t 2 ( { i 7 ) a ( | i + v ( i ) ^ = (17) 

j = i - ( L I - Й 2 (р + Д ^ г ^ + ( 1 Г 2 > О/ 

У м н о ж и м (15) на wh и просуммируем по x^(oh. У ч и т ы в а я (16), (17), 
после серий несложных м а ж о р а н т н ы х оценок' приходим к неравенству 
( запишем его д л я р =f= 1) 

(Р, г; 2) 0 < (1 + Mr) (р, г>)* + т|| W [p^W)"" ' 1 (18) 

которое будет в ы п о л н я т ь с я , если выбрать М == М {съ . . . , с 5) достаточ» 
но большим, а г достаточно малым: 

* < *<), то = то • • • 1 О > О-
296 ' ' 

file:///VpXx


П о л ь з у я с ь леммой 4 а и в о з в р а щ а я с ь к функции z, получим (13). 
Оценка (13) м о ж е т быть использована д л я доказательства теорем о 

с х о д и м о с т и и точности схемы (9) к а к в классе непрерывных, так и в клас 
се ра зрывных коэффициентов у р а в н е н и я (2.21). Отметим л и ш ь , что в клас 
се непрерывных к и / (условия А выполнены в Д) схема (9) имеет второй 
порядок точности: 

\\У - и\\£ = О (\\h?\\2) + О (||т2||2) ' на Д • ' , • 

Т а к о й ж е порядок точности на последовательности сеток Q (к) имеет 
схема (9) и в случае неподвижных разрывов (условия А выполнены в 
к а ж д о й из областей A v , v =• 0, 1, . . . , v 0 ) . 

5 . 0 6 о д н о й э к о н о м и ч н о й о д н о р о д н о й - р а з 
н о с т н о й с х е м е д л я с и с т е м ы п а р а б о л и ч е с к и х 
у р а в н е н и й . ' Рассмотрим вх Д = (0 <^ х <^ 1± 0 <^ t <^ Т) задачу 

ж = 2 ^ *>1й+''<*•*>' ( - > > 2 , . . . , , ) , 

и*(0, в* ( 1 > 0 = »*(*)>• и1(х,0) = и1(х), 4 = 1, р] ) 
V V 

2 kiMi>Ci 2 S i / kij = V \{кц)11 < % {cm = c o n s t > 0 , m = l ,2) . (20) 
i, j=i i=i - • 

В [3] рассматривались шеститочечные схемы д л я системы параболи
ческих уравнений и были получены априорные оценки, которые позво
л я ю т , по аналогии со случаем одного у р а в н е н и я (р = 1), доказать равно
мерную сходимость и получить оценку п о р я д к а точности у к а з а н н ы х схем 
к а к в классе непрерывных коэффициентов, так и в классе коэффициентов, 
имеющих неподвижные р а з р ы в ы . Нет необходимости проводить соот 1 

ветствующие доказательства . Т а к к а к схемы [31 я в л я ю т с я неявными, 
то решение п о л у ч а ю щ и х с я разностных уравнений требует большого 
объема вычислений и может быть найдено, например , при помощи фор
мул матричной прогонки [9] . Мы рассмотрим н и ж е схему, которая тре
бует меньшего числа операций, так к а к д л я н а х о ж д е н и я вектора у — {у1} 
в к а ж д ы й момент t = ' j t n _ j _ 1 требуется л и ш ь /э-кратное последовательное 
применение одномерных формул прогонки (см. {91, [10] , [4]). Эта схема 
д л я уравнений (19) имеет вид 

•1—1 , v

 ч 

УТ = 2 (did к + \ i Kil) i+Kvh)z ]' + 
I 3=1 _ • 

р v v . U21) 
+ 2 i w i k + 4 l ( x , t - 0 . 5 x ) , [К 

' j = i + l . 

уЦО, t) = u[\t), t) = u\{t), -fix, 0) = a* («)••. ( i = i f 2 f , . . ; r t J 

Мы ограничимся здесь классом схем, д л я которых 

,' ац = A [kij (х + sh, t)], — 1 < S < 0 , 

где А [р (s)] — линейный неубывающий ф у н к ц и о н а л , д л я которого 

А [1] = 1, A [s] = _ 0 .5 : 
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Отсюда и из (20) следует, что 

| ] (Ц&1} = А[ £ &,,•(*»"+ sh, t) g & ] > C l | j £?. (22) 

Д л я вычисления cp* используется тот ж е ф у н к ц и о н а л F [ / ( $ ) ] , что и 
в § 1—2: 

Ф * ( * , t) = ±'F If (х + sh, t) т , - (s)] +^±F [f{x + sh+, t) T I J ( * ) ] . 

Погрешность аппроксимации {Y 1} = W схемы (21) может быть представ
лена в виде 

фч' = О (/г2) + 0 (А?) + О (т), i= i , 2,..., р. 

П о а на логии с [3] методом энергетических неравенств получается 
а п р и о р н а я оценка 

\\у - и\\0 < M{\\ii(x, t ) \ \ 2 + \\iir(x\ 0!|2 + W (*, 0 Из} (24) 

п р и достаточно малом ||т[| 0 <^ т 0 . Здесь у = {у1}9 и = {и1}, \х = {р*}, 
: «ф* = {г|)* }̂ — сеточные вектор-функции. 

Отсюда и из (23) вытекает , что схема (21) равномерно сходится на 
произвольной последовательности неравномерных сеток со скоростью 
О Qh%) + О (\х\2). 
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