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Д л я численного решения линейного уравнения теплопроводности с. 
несколькими пространственными переменными в [1] — [9] был предложен 
ряд экономичных разностных схем, применимых в случае областей спе
циального вида (параллелепипедов или областей, составленных из парал
лелепипедов, см. [9]). Уравнения с переменными коэффициентами рассмат
ривались в [7] — Ll2j, в остальных работах — уравнения с постоянными 
коэффициентами. В [10] предложен локально-одномерный метод пере
менных направлений для линейного (1.1 0 ) (см. § 1) и простейшего квазили
нейного уравнения (1Лх), [пригодный в случае произвольной простран
ственной области G, на дранице Г которой [заданы краевые условия 
I рода. Построено семейство локально-одномерных схем, однородных |па 
пространству и циклически однородных по времени. Показано, что вса 
эти схемы абсолютно устойчивы относительно начальных и граничных 
данных, а,также по правой части уравнения (теорема 1, [10]) и равномерно 
сходятся со скоростьюlP(h2)'+ О(т), т. е; имеют тот же порядок точности, 
что и многомерные неявные схемы (см. [17]). 

В данной^ статье J рассматриваются локально-одномерные схемы на 
произвольных« неравномерных сетках для линейных и квазили
нейных параболическихЦ уравнений [с «коэффициентом теплопровод
ности» ka — ка (х, t, и), зависящим от «температуры» и = и (xr t). Прин
цип максимума, при помощи которого была установлена в [10] равно
мерная корректность задачи для погрешности z = у — и относительна 
погрешности аппроксимации, в случае ка = ка (х, t, и) не имеет места* 
а в случае неравномерных сеток и ка =-ка (х, t) позволяет доказать лишь 
первый порядок точности по h (для задач П 0 и H i , см. § 1). Д л я ряда схем 
Ил, к = 1', 2 ' , 3 (см. § 1), принцип максимума не удалось установить. 
Поэтому значительное внимание (см. § 2) уделяется выводу априорных 
оценок (оценок в среднем и равномерных оценок) для весьма сложных 
уравнений, которым удовлетворяет погрешность z = у — и, щей — реше
ние дифференциального уравнения, а у — решение соответствующей раз 
ностной задачи. Поскольку коэффициенты пространственных частей р а з 
ностных схем удовлетворяют лишь условию ограниченности, то для вывода 
априорных оценок используется метод энергетических неравенств п-го 
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ранга, развитый в [14] , [15] , [17] . При этом учитывается сложная струк
тура погрешности аппроксимации ^ 

V 

' а = 1 

% = 2 f (Mf f l -+ Ы> ^ = 0(Ц), ~ ^=0(hl) + О (т). 
а = 1 ^ 

Д л я суммирования главной части ifa погрешности аппроксимации в [10] 
и [12] предложены два метода. Однако поскольку метод из [10] целесооб
разно использовать тогда, когда имеет место принцип максимума, а метод 
из [12] — при р = 2 для специального вида схем, то в § 2 предложен тре
тий, весьма общий, метод, который применим во всех случаях. Метод сум
мирования локальных погрешностей аппроксимации по пространству 
является развитием методов из [13] — [18]. Наряду с пространственной 
сеткой (dh\ аналогичной сетке в [10] , рассматривается сетка ш^2), гранич
ные точки которой являются точками границы Г области G, и потому крае
вые условия в них задаются без сноса. В § 3 показано, что порядок точ
ности на обеих сетках одинаков (0(h2)). Среди результатов § 3 отметим 
лишь один: если схема И х (см. § 1) равномерно сходится на равномерной 
сетке со скоростью О (h2) -Ь О (т), то на произвольной неравномерной 
сетке она сходится в среднем со скоростью О (|| h21| + || т ||0) и равномерно 
со скоростью 

. . о ( | ! / г | -1п 5 г У-гО ( : |т | ! о 1п^) , 

где ||/г 21| — среднее квадратичное значение h2 = п о сетке u>h, 
. • ' <х=1 

j[fe?||0 — max In2, j|-t||0 = max T i ? = min Я , Я = Д ha — объем ячейки 
° Ч °>h a=l 

сетки, б ^> 1 —произвольное число. 
Получаемые априорные оценки позволяют без труда доказать сходи

мость всех локально-одномерных схем из § 1 в случае, когда коэффициен
ты дифференциального уравнения имеют разрывы I рода на конечном 
числе гиперплоскостей, параллельных координатным гиперплоскостям 
(ср. [17]). Выбирая, по аналогии с [14] , специальные последовательности 
сеток o)h (к), можно добиться того, что и,в этом случае наши схемы будут 
иметь второй порядок точности по h. 

Сгущая сетку о>Л вблизи границы, можно добиться также второго по
рядка точности для третьей краевой задачи в случае параллелепипеда, 
которая была рассмотрена в [10] , § 1, п. 7.-

Методы § 2 позволяют, в частности, показать, что однородные разност
ные схемы для эллиптических уравнений, а также метод расщепления 
[7] — [9] для линейных параболических уравнений сохраняют свой мак
симальный порядок точности на произвольных неравномерных сетках. 
Краткое изложение соответствующих результатов дано в § 4. 

432 



§ 1... Локально-одномерные схемы переменных направлений 
на неравномерной сетке j 

1. Д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е у р а в н е н и я 

Будем рассматривать р-мерные уравнения параболического типа 

" с (x,t)^ = jjLau + f, (1) 

где х — (хг, . . ., ха, . . ., хр) — точка р-мерного евклидова простран
ства Rp с координатами х-г, , . .,ixa, . . хр, с {х, t) •— с (х^ . . хр, t). 
Дифференциальный оператор Ьаи и функция / определяются по одной из 
формул: 

L*u = Iкл U , t) -|̂ Л + ra (х, t)-^ , f = f (х, t) - q {x, t) u, 
a \ a / a 

( l o ) 
LaU = ~d~ (k«(x> ^ 4lr) +

 1>и)~ёг> f = f(x,t,u), (lj) 
a \ a / a 

L a U = 4r (*"• (x' *' u)'£~)' ; = f (*'*' И ' , ^ Г ' * : • ' ^ ) • ( 1 з ) 

Пусть G — произвольная р-мерная конечная область с границей Г, 
G = G + T, Q T = G X [ 0 < > < Г ] , Q t = Gx (0 < £ < Т ] . Требуется 
найти в цилиндре ( ? т решение и = и (х, t) задачи 

а=1 Г V 1 / 

u\v = u1(x1t)1 * е Г , * е [ 0 , Т ] ; ц ( я , 0 ) : = и 0 ( я ) ' , * e c , J ' " 

где u 0 (х) и % (я, — заданные функции. 
В зависимости от вида L a и / мы получаем задачи I 0 , 1 1 7 1 2 , 1 3 . В [10] 

рассматривались лишь задачи 1 0 и 1Х. Коэффициенты ка (х, t\ и), с (х, t) 
удовлетворяют условиям с, 

ка (х, t, и) > с± > 0, с (х, *).> с2>> 0, а = 1 , . . . , р , 

где сх и с 2 — постоянные. По аналогии с [16] будем предполагать, что 

dkjdu, drjdu, df/ди, df/dqv . . ., df/dqp, (2) 

где / = / (я, £, it, qx, . . ., g p ) равномерно непрерывны во всей 
области изменения аргументов (х, t) ^QT, и, q±1 . . ^ . П р е д 
полагается также, что каждая из задач 1к, к = 0, 1, 2 , 3 , 
имеет единственное решение и =. и (х, t), непрерывное в QT и обладающее 
всеми требуемыми по ходу изложения, производными. Относительно 
области G используются те же предположения, что в [10]: пересечение 
с областью G любой прямой j£ a , проведенной через точку х е= G параллель
но оси координат Ох^, состоит из конечного числа интервалов. Нетрудно 
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заметить, что без ограничения общности изложение достаточно провестж 
для случая, когда прямая j£ a пересекает Г в двух точках. Переход 
к общему случаю связан лишь с усложнением редакции. 

2. С е т к и 
В [10] изучались схемы для задач 1 0 и 1г на равномерной сетке. Здесь 

мы рассмотрим два типа пространственных сеток, каждая из которых 
является неравномерной. 

Рассмотрим множество узлов х\ ==• . . ., х^л , . . ., £p P )E=G 

прямоугольной сетки, покрывающей G, где ia = 0 ., ± 1 , - ± 2, . . 

и построим две сетки и ш£ 2 ) на области G. 

1. Сетка определяется по аналогии с [10] . Узлы х% и 

xv;= (xi ) , . , ., хУ , Х^Р] ) соседние, если 2 [ ia — 4 | = 1 

Внутренняя сеточная область a)^ = {хх ЕЕ G} состоит из узлов, все со
седние узлы которых принадлежат G. Узел xt является граничным, если 
хотя бы один из его соседних узлов не принадлежит G. Проведем через 
точку Xi ЕЕ о)^ прямую iga> параллельную оси координат Оха, и назовем 
цепочкой Ца множество узлов сетки со^, лежащих на jg a , включая гранич
ные узлы а;(-а) и #(+'а) (координата ха возрастает при переходе от 
к х(+^). Обозначим у- множество левых граничных узлов х(~а\ а у+ —мно
жество правых граничных узлов х ^ всех цепочек данного направления, 
Г а . = Та + Та' Т — Ti + * ••• + Г Р — граница области а)^1), ш£> = . + г-

2. Сетка —..{XiEzG}. Всякий узел Д ^ Е Е G является внутренним. 
Граница у сетки а)| 2 ) состоит только из точек границы Г области G, так что 

Т С Г (см. [12]). 
Д л я областей G, составленных из параллелепипедов с гранями, парал

лельными координатным плоскостям (см. [9]), обе сетки ш.^ и u)<2) сов
падают. 

Обе сетки, и . о>^2),- являются неравномерными, шаг сетки 
= х^а)— ^ ^ а _ 1 ) по каждому из направлений а является функцией 

координаты ха (номера ia). Сетка оо|1

2) неравномерна даже тогда, когда 
сетка о)^1- равномерна, но область" G произвольна, так как вблизи границы 
Г равномерность сетки, вообще говоря, нарушается. 

Сетку по переменной t ЕЕ .[О, Т] также будем считать неравномерной. 
Пусть t0 = О, , . ., tj, . . .,tk = Т — произвольное разбиение отрезка 
О ^ t Т на i£ частей. Следуя [10] , каждый из отрезков [t$, t}-+1] разо
бьем на р (по числу измерений) равных частей и введем промежуточные 
(дробные) моменты 

*j+a/p = h + a W P v - a = 1 ,2 , . . . , p-U 
где tj+i = tj+1 — tj — шаг основной сетки. Сетка ш т = {£j*EE (0., Г]} 
содержит как целые {i' — 't^j* = / ) , так и дробные моменты (/* = / + а / р ) : 
/ * = 0 , . . (р - 1)/р\ 1, . . . , / , / . + 1/р, . . / + ( р - 1 ) / р , / + 1 , . . . 
. . , Множество узлов (х{, tj*), где Х\ ЕЕ w'M, ^* а>т, образует 
пространственно-временную сетку Q{k) = X ш т , /с = 1, 2. Граница £ 

сетки Q ( / c ) определяется так ж е , как и в [10] , Q — Q + 5 . 
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Д л я сеточных функций, заданных на Q, мы будем пользоваться, по 
аналогии с [10] и [14] , обозначениями 

У = у{х, t) = у (хи tj+a/p) = у»*/*, К = hl**\ ha+ = /£а+1), 

Па = 0.5 (ha \ ha.), 

x ( ± m « > _ ж < + ж а ) = ( <i.) _ ^ а J) ^ ( i a + m ) ^(i + 1 ) w = 0 . 5 , 1,2, 
1 ( 1 ' ' а-1 ' а > a+l ' Р 

а<|«±«-« = 0.5 + х ^ ) , • J / ( ± m a ) = i / U ( ± m « ' , 0 , 

^ '= (У~УЫа))/К, Ух =(у{+1а)-У)/К+, -
Л а а 

v*a = ( * ~ ^ " 1 а ) ) / Й а ^ й ^ = . ' » S . ^ х а + ?/х а) - ( 2 / ( + 1 а ) - 2 / ( - 1 а ) ) / 2 ^ , 

y F = (yj+1-yj)/r, у1а = ( ^ + « / Р — +̂(«-1)/Р)/1Г,- т = t j + 1 . 

Другие обозначения вводятся по ходу : изложения. 
Если шаг сетки сот удовлетворяет условию 

гт = 0 (т) или т = т (1 + О (т)) ( t = т.), (3) 

то о)т — а)Г называем квазиравномерной сеткой. Если 

т < т*т, (4) 

где т* ^> 0 — произвольная постоянная, то а)т = со* (и, соответственно, 

Q{k) = 7 /с = 1, 2) будем называть нормальной сеткой. 

3. О д н о р о д н ы е с х е м ы н а н е р а в н о м е р н ы х 
- с е т к а х w h , 

Прежде чем переходить к построению локально-одномерных схем для 
задач lk, к = 0, 1, 2, 3 , введем сначала семейство однородных разностных 
схем, соответствующих оператору L a , предполагая при этом сетку а)Л не
равномерной. 

Рассмотрим оператор вида 

Соответствующую однородную разностную схему возьмем в виде 

Ку = {а* (х) у--)~ + Ф (х). (5) 
\ 

Эта схема определена, если указан способ вычисления коэффициентов 
й а и ф через функции кл (х) и / (х), пригодный для произвольной неравно
мерной сетки. 

Будем исходить из способа, указанного в [14] для р = 1, имея в виду, 
что ка и / могут иметь разрывы Г рода на гиперплоскостях, параллельных 
координатным гиперплоскостям и проходящих через узлы сетки. 

Введем среднее значение / (х) функции f (х) в точке х ЕЕ ом, полагая 

2 twai,...,xp,aj)h^...h^)/H, я - п ^ , 16 ) 
,0̂ =1 a = l 
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где # а Д = ха — 0, Xat2 = ха + О, = /г а , hK2) = ha+, a каждое из 
б х , . . ., о а , . ., а р принимает одно из значений, 1 или 2. В частности, 
при р = 1 и р = 2 

7(*i) ( * i - o ) + о)), 

+ + 0, х2 - 0) Л 1 + Л 2 + / (а?х + 0, * 2 + 0) Л х Л + Ь " • 

Если о: — точка непрерывности функции / , то / (х) = •/ (я). На равномер
ной сетке (ha = ha+) имеем 

» 2 

= ~¥ 2 / 0 * 1 . «ii • • •» * Р . * р ) - * (7) 
Ol ° р = 1 

По аналогии с [14] рассмотрим функции 

1, s < 0 „(2){А_1®, 5 < 0 ^ / с Л [ 1, s = 0 
i i . t t , ( * ) = . ( * * S < ° , 4 ? » ( « ) = f ° ' s < ° , S = ° . (8) 

[ 0 , s > 0 [ 1 , s > 0 1 ° , s = £ 0 

Пусть F p [fx . . . , sp] = Fp [\i (s)] — линейный неотрицательный функ
ционал, определенный в параллелепипеде {—0.5 ^ sa <^ 0.5 , ос==1, . . ., р) 
и удовлетворяющий условиям 

FP [1 ] = 1 , ^р г п ы]=JL , FP к п < *> М=°. • 
' а = 1 , 2, . . />. * (9) 

Рассмотрим функцию 

(10) 
и определим ф (о:) с помощью формулы 

Ф (х) =FV If (s)] = Fp [f (sv . . ., * p ) ] . (11) 

В случае простейшего функционала 

Fir(s)]=f(x) (12) 

получаем ф (х) = f (х). На равномерной сетке, в силу условий (9), из (10) 
и ( И ) следует 

Ф (х) = Fv [/ (хг + . . ., хр + sphp)]. (13) 

Д л я коэффициента аа-(х) будем пользоваться формулой 

1 аа(х)=А [ I a

a ) (х + закя)], (14) 

где A [fx ( s a ) ] - г одномерный функционал из [14] , а 

.fc£° (х + 8аК)= . '• ' . (15) 

1 1 — 2 

- °i ek>---»ap 

436 , 



где ' - • •• ; . • 
1—р 1—р 

На= Ц%к, На,а= U.hW. 

Таким образом, при вычислении аа мы сначала проводим усреднение в со
ответствии с (15) пб переменным хх;. . ха—1у ха^1у . . ., Хр , после чего 
действуем шаблонным функционалом А [ | Л ( s a ) ] . Среднее \ значение (15) 
можно было бы вычислять по аналогии с ф при помощи линейного функ
ционала ^ р _ ! размерности р — 1. В случае двух переменных (р = 2) 
имеем 

ft ^ (х + s^) = -щ- (ftx (хг + sji^ х2 — 0)h2 + кг (х1 + 5 ^ , . х2 + 0) А 2 + ) . 

Нетрудно убедиться в том, что погрешность аппроксимации ф — / можно 
представить в виде 

<р (х) -J(x) = 2' Ы а + • • • . ^ « = ° Ю - (16) 

Точками здесь и всюду в дальнейшем будем обозначать члены второго 
порядка относительно % ъ . . . Д р . 

В самом деле, разложим /* (s), определяемое формулой (10), в окрест
ности точки х& == (x1>ai1 . . .,-#Pi^): 

/ (*х + . .... + V£p)) =7 (*<3))Л 2 |г(*(б)) ^Г а ) + • • • • 
а=1 X ( L 

Подставляя это выражение в (10) и ( И ) , получим 

р 1—2 J 

e a = l j 
X 

1 - р 1 - р 

х ^ Р [ > а Л ) П л!Гр)(*э)1П-лГэ>/̂ >-'--
Замечая, что 

1—Р 

н = на.па, я« = П»з. ' П < р > , ^ ! = < > ( 1 ) ' 

2 9 / + 
и суммируяпоСтр =F 1, 2, р = 1, 2 , . . .,р, Р=£=а, приходим к выражению (16). 

По аналогии с [14] находим 

(«а (ж) и - ) , дх, ^0{hl), (17) 

где волнистая черта означает усреднение по формуле (6). 

З а м е ч а н и е . В случае простейшего функционала (12) ф (х) — / (х) = 0. 

4. Л о к а л ь н о - о д н о м е р н ы е с х е м ы н а н е р а в н о 
м е р н ы х с . е т к а х 

Основная идея метода написания локально-одномерных схем для урав
нения (1) состоит в том, что в каждый момент tj* ЕЕ ш т нужно пользоваться 
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однородными разностными схемами, соответствующими одномерному па
раболическому уравнению 

> v 

§F>au=Lau-l-c^+U = 0, 2/« = /- (18) 

Обозначим Л аг/ однородную разностную схему, соответствующую опе
ратору Ьаи. Тогда однородную схему П а для (18) можно записать в виде 

П аг/ = Ку - ру + Ф а - 0, Л аг/ = Аау1+«^. (19) 
. а 

Будем предполагать, что р не зависит от а, т. е. для всех а — 1, 2, . . ., р 
коэффициент р вычисляется по одной и той же формуле: 

р = р (я, tj+1) = FV lc\(s,tj+1)l . • ' • (20) 

где с*: (s, t) определяется формулой (10), a Fp [\i (s)\ = Fv [p, (sly . . ., sp)]— 
линейный неубывающий функционал, введенный в п. 3 . 

Коэффициенты, входящие в Л а , а также ф а будем вычислять при помощи 
одномерных функционалов A [\i (s)] и линейного функционала Fx [\i (s)] 
(— 0.5 < s < 0.5), использованных в [14] (Fx [1] = 1, Fx [s] = 0, 
Fx [ r ]^ ( 5 ) ] , = -j » F\ f^o = ®i a = 1, 2). Эти функционалы действуют 
на соответствующие функции, предварительно усредненные по перемен
ным Р =f= a, р =' 1, . . ., р согласно (15). Будем обозначать эти сред
ние значения ка (х + :saha, t, и), га/(х + sji^ t, и), / а (х + $ а/г а , t, и), 
опуская верхний индекс (а); тогда 

я а (х, t, и) = А [%а (х + 5 а / г а , t, и)\, х 

Ь~ {х, t, и) = Fx [га (х - f saha, t, и) r)£1} ( s a ) ] , ^ 

' Ф а (х, t, и) = + ф + \ + ] / \ , ' 

г д е ф ^ (#, ^) выражаются по тем же формулам, что и (xytf и). 
Рассмотрим сначала задачу Iv В этом случае 

Л а у - = («а (ж, 0 у-. ) л + bt (х, t\ у) у* + Ь~ (х, t, у) у„ , 
х а х а х а х а 

(22 х ) 
фа = фа ( .Я , *, У), • . 

где у = yi+a/v, у = .уШ*—1)№- В [10] указывалось, что коэффициенты, вхо
дящие в (22 х ) , можно брать в любой момент времени t ЕЕ [tj, tj+±]. При 
этом получаются схемы, эквивалентные по порядку точности. Д л я упро
щения редакции в дальнейшем будем в (22 х) полагать t = tj+±. Оказывает
ся, что при этом, вообще говоря, ослабляются требования гладкости но t, 
предъявляемые к коэффициентам дифференциального уравнения. 

Схемы П а для различных уравнений 1 Й , к == 1 , 2 , 3 , отличаются лишь 
выражениями для Л аг/ и ф а . Поэтому мы напишем эти выражения для урав
нений 1 2 и 1 3 . Д л я квазилинейного уравнения (1 2) будем пользоваться 
однородной схемой у 

Аау=(аа (х, t, (y*){(i))y- ) \ + bt (х, t, у) у, + Ъ~ (х, t^y) */v , 
x a x a , x a , x a 
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где ( Я Ш = № + (1 — P) i \ 0 < р < 1 , у* = 0.5 (у + y - V ) , t .= *ж.._ 
Наряду со схемами (22 х ) , (22 2 ) , теоретический и практический интерес 
представляют схемы 

Ку = (я* ^ У- ) v + U , t,y) у* + - '6а_1 (ж, *, у) jr v ' v ( 2 2 г ) 

ф а = ф а (х, t, У), 

Л а г/ = {аа(х, t, у*) у- ) л + Ь+_1(х, t, у) г/А + Ь~_г {х, t, у) у, , (222>) 
х а х а х а - 1 х а -1 

фа = ф а (Х, t,y), 

причем = {х, tj, уз), ух ^ = при а = 1. Эти схемы соответ-
Р 

етвуют другому способу разбиения оператора L = 2 А*-" 
а = 1 

р a a 

при а > 1, 

Коэффициенты а а и р удовлетворяют условиям 

a a > q > 0 , Р > с 2 > 0 , • (23) 

а га (и Ьо1) может иметь любой знак. Поэтому при решении, например, 
уравнений (22^, (22 2) относительно у методом прогонки [21] , вообще го
воря, требуется, чтобы шаг Л а <^ h0 был достаточно мал, причем h0 зависит 
от max (J | / a a ) (см. [16]). Разностные схемы (22^), (22 2') не обладают 
этим недостатком. 

' Мы не приводим схему для (1 0 ) , так как она следует из (22 х) в случае 
Га. = r a (х, t), f '= f{x.,t) — qu. Уравнение (1 о) мы привели в п. 1 для 
того, чтобы установить связь с работой [10]. 

Перейдем к формулировке краевых условий. На сетке , по анало
гии с [10] , краевые условия ставятся путем сноса и\г на у а при помощи 
линейный интерполяции, что дает для у = yi+alv 

у = P i t f ( + l i 4 ( i - P « ) u i : ( ^ e \ ^ . ' 

У - Ку{+1а) + (1 - Pa) щ (*<+ a ) , tj+1), х (Е г:, (24) 

где х^а) — ближайшац к х{~а) £Е7а точка границы Г, д4 + а ) Е= Г — бли
жайшая к я ( + а ) е=Га" (точки x t a ) , 4г+°° и £<±а> лежат на прямой Ха), 
Pir = х£/(1 + x j ) , Xafe a + — расстояние между х ^ и z<- aV X a ^ a — рас
стояние между д 4 + а ) и £<+а>; 0 < <<1. Будем рассматривать только 
такие сетки со^, для которых $г < Р* < 1, где р* — постоянная*. В 
остальном wi^ произвольная неравномерная сетка. На сетке ш^ 2 ) краевые 
условия имещт вид 

yj+a/v = Щ (х(±«), tj+1) при х = ^ r ( ± a ) e r ± ? a ^ l , . . , , • (25) 

что формально соответствует случаю p j = 0. Поэтому в дальнейшем будем 
писать граничные условия всегда в форме (24) и при переходе к сетке a)^2) 

полагать — 0. у 

* В дальнейшем всюду предполагается, что это условие выполнено. 
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Из (24) и (25) видно, что граничные значения аг — и\г для всех 
а = 1, 2, . берутся в момент t = tj+1. Это не ограничивает общности 
нашего исследования, так как если брать и\г в любой момент t е [tj, tj+1]r 

то мы получим схемы, эквивалентные по порядку точности. 
Таким образом, задаче 1к {к = 1, 2) мы ставим в соответствие сле

дующую разностную задачу Нк: 

КУ — рут + Фа— о, а = 1, 2, . . ., р , (ж, « > е й , 

У = Р г 2 / ( Т 1 а ) + (1 - ф и{+1 при , 6 т±. 

при Ж б й Л ) 

(И) 

г/ (х, 0) - и 0 (ж) 

где Л а определяется формулами (22 х) и (22 2 ) . В зависимости от вида Л а 

получаем задачи (схемы) И х и П 2 , соответствующие задачам 1 х и 1 2 . Если 
Л а , - ф а определяются формулами (22 г ) или (222>), то получаем схему 11^ 
или П 2 ' . 

Задаче 1 3 ставим в соответствие схему П 3 , для которой 

Л * У = К {х, t,y*) у . ) 
tx 

фа = б а > р ф (х, t, у, у}+1/Р 

_ Г 1, * = Р 

\ 0 , а ^ = р ' 

а = 1 , 2 , 

I 

3+1-

(22 3 ) 

Схемы Hi/, И 2 ' и И 3 мы будем рассматривать только на произвольных не
равномерных сетках со^ и нормальных сетках \ 

Локально-одномерная схема II , очевидно, однородна (для каждого а 
по пространству и циклически однородна по времени (с периодом р). 

V 
З а м е ч а о е. Разбиение / на сумму / — 2 / а проводится из соображений удоб-

' а=1 
ства счета. Можно полагать, например, / а = 0, а = 1,2,: 

ответственно, ф а = 0, а = 1, . . . , р — 1, ф р = ф. 
.., р- 1, / р = / и, со-

5. П о г р е ш н о с т ь а п п р о к с и м а ц и и 

Пусть и = и (х, t) — решение задачи I, а у1 = у (х, t) — решение раз
ностной задачи П . Рассмотрим их разность,, характеризующую точность 
схемы II , полагая z^tv = yJ+*/v — w+1 при а = 1, 2, . . ., р , z* = yj — иК 
Д л я сеточной функции z =F= Z ( Я , / ) мы получим следующие условия: 

pZ = ( a a S - ) A + QOL (z) + ^ а , 

!̂ а х а х а 

z = р± ( * ( + 1 а ) + v ± ) при ж е г** ; ( 1 П > 

z (х, 0) = 0 при X E:~xohr • |• ' 

где а а = « а (я, t j + 1 ) Д л я схемы П х , а а = а а (ж, tj+1, (у*){^%для схемы Ц 2 г 

a QOL(Z) — выражение, содержащее младшие члены (z,. zA. , 2 V и ' др . ) 
х а а а 

и являющееся частным случаем выражения 
<?*(*) = igtiz). + ( f f « ? ) v . + fez). + te«z)y +• • (26). 

a OL a • ос ос 
+ b~z„ + dalz + da2z. 
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Мы не будем выписывать выражения для коэффициентов. Отметим лишь, 
что в случае схемы 11г следует положить g±m = О, Й а 1 = 0 , т = 1, 2 , 
а = 1, 2 , . . ., р. В силу сделанных в п. 1 и п. 3 , 4 предположений, 

fla>.Ci>-0, Р > ? 2 > - 0 , \ | 4 т | < С 3 , | ^ | < С 4 , | ' g ^ n | < C 5 f m = 1, 2,. 

где сг, . . ., с 5 — положительные постоянные, не зависящие от сетки. 
Укажем, что gti= g^i(x, t j + 1 , у \ Ъ~ = bt ( з , у) зависят от у 

и потому их нельзя (разностно) дифференцировать ни по х, ни» по t. Для 
локальной погрешности аппроксимации схемы П 2 (последовательно 
II х ) получаем 

¥ а = ¥<1) - р (х, tj+1) и7 • б а д + Ф а , б а л = { £ ; l^ll ( 2 7 ) 

= (а а (х, 1М, (u'f)' и * 1 ) л + . bt (х, t}+1, и) uf + 
' х а х а , х а 

+ &а" (я, и) и £ * ; ф а = ф а (f, 

где = при а > 1, и = и* при а = 1, ( ^ * ) ( / 3 ) =^ (и*У+1 при а ]> tv 

(и*)т = р ( ^ ) i + 1 + (1 - Р) W при а = 1. 

Отсюда видно, что представляет собой погрешность аппроксима
ции схемы Аау. Из п. 3 , 4 и [ 14 ] следует, что 

¥<Х) = {L^t1 + (fx' 1 ') А Ьал О (Т) + . № = О (/£). 
•х-a ' I 

Замечая также, что 

Фа - U (X, thl, U^) + ([Х<2>) А + бад О ( t ) + • • • , ^ = О (Л*),, 
х а 

V 

а=1 х а 

убеждаемся в справедливости формул 

¥a = % + a|-a, i|) a = = ^L a « — 6 a > 1 c-̂ --|- / a J , 
= Ы 2 а + б а > 1 2 ••+ ф , s a i l = {J (' ° = J; > ( 2 8 ) ' 

|Xa = О (hi), lla = . О t j )" = О № a ) + О ( T ) , < = О №2

a). , 

Отсюда видно, что главная часть if>a погрешности аппроксимации удов
летворяет условию 

2 i = 0 . ( 2 9 ) 
a = l 

При этом мы предполагаем, что выполнены условия А, при которых 
Л а , фа, р на равномерной сетке в классе непрерывных коэффициентов* 
имеют максимальный порядок аппроксимации 

^ .= Lau + О (h?), •, р = с + О (Л»), . Ф а = U + О (hi). 

Если узел х £Е оо/г лежит на гиперплоскости разрыва & а, с и / , перпен-
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дакулярной к 0 # а , и условия А выполнены слева и справа от этой 
гиперплоскости, то формулы (28) для ¥ а сохраняют силу. 

V 

Погрешность аппроксимации х¥ = 2 локально-одномерной схемы 

П = { П а } имеет вид 
V V ¥ = 2 ^ = S -too* [Га = ^ + ;̂ = о (hi), 

a = l а = 1 Х ( Х • 
(30) 

%=0 (Щ) + О (т). 

При доказательстве сходимости локально-одномерной схемы на последо
вательности неравномерных сеток мы должны преодолеть две трудности: 
1) отсутствие аппроксимации в любой момент t — t j+a /p , tya = О (1), 
2) понижение порядка локальной аппроксимации по пространству, свя
занное с неравномерностью сеток ш .̂ 

Д л я погрешности z задачи И 3 получаем также задачу Ш 3 , где Qa (z) 
есть выражение, определяемое формулой (3 3) из § 2. Погрешность аппро
ксимации Wa схемы И 3 можно представить формулами (4) и (5) из § 2 , 
причем получаем 

L P / J - ее 1 

Формула (28) для i|?a является также частным случаем (2.5) при 

к, • к = ощ), о оф. 
Вычисления показывают, что (2.4) и (2.5) верны и для задач Ш ^ , Ш 2 ' , 
соответствующих схемам П х , , П 2 / . Выражения для фа 1 * и Qa

2) даны в § 2, 
п. 1. 

Фактически в § 2 мы рассматриваем задачи 111^, k = 1, 2, 3 , 1', 2 ' 
более общие, чем задачи, которые получаются для погрешности z — г/—и 
схемы Это позволяет использовать априорные оценки § 2 для оценки 
точности не только исходных схем, определенных выше, но и более широ
кого класса схем. : 

§ 2 . Априорные оценки 

1. П о с т а н о в к а з а д а ч и 

При изучении вопроса о погрешности схем Нк, к = 1, 2, 3 , 1', 2 / , 
мы получили в § 1 для сеточной функции z во всех случаях линейные 
уравнения, различающиеся между собой только^ младшими членами 
Q\x(z). Поэтому естественно формулировать общую задачу и исследовать 
частные случаи, соответствующие конкретным схемам. Мы будем рассмат
ривать для z = z (х, t), заданной на следующую задачу: 

pzr—Kz + daz = • Qa (z) + Wai A°az = (aaz- )« , a - 1 , . . .,./), (1) 
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z = fC (zTla) -;- v i : ) , I E ^ ; b ) = 0 , "*e:© f t l (2) 

где QA (2) — одно из выражений: 

(z) - btz£ Kz* djz, (3J 
л а a 0 

(z) = Q£y(z) + Ql (z), Q: (Z) = {gUz\ + (g^z)^ + (32) 

= Q7(Z) + da;z .+ к,р 2 {but1v + brzf%\ 
a - 1 . f 

Q 7 (Z) ' = ( ^ 2 ^ 4 + . ( r f x - , ' ; : ) ; 

Qa'Hz) = Ьа-iZ* + fea-i.b- + П р и а > 1 , л а - 1 x a -1 

:QP(z)=(bZzip+b-z^j+dp2zj, • (3 r) 

< ? Г ( 2 ) = QP(Z) + <?Г (^) . (3.v) 

Сеточная функция Wa дается выражениями 

• Y a = 4 + 4 , ' | ] . * « = 0 , - 4 = 0 ( 1 ) , : (4) 

4 = 2 ^ с * Ц + Ца/В = О ( % 'ФаЗ = О' (»g) + О ( t ) . (5) 

Будем предполагать, что выполнены условия 

a a > C x > 0 - , •' Р > £ 2 > ° > . - ' [ ^ а г К ^ З » | & 4 | < C 4 , 

Wl<c 5 , | Р Н < ^ к = 1> 2> (6) 
d a > A T при Т < Т 0 , если = 0 , (7) 

. d a > Л/*2П при т < Т 0 / 2 п , если gr±"^=p (гг = 1 , ^ , . . . ) , (7 ' ) . 

где с х , . . ., се — положительные постоянные, не зависящие от сетки, 
Ж* — произвольная положительная постоянная, а т 0 ) > 0 — постоянная, 
зависящая от cXi . . . , с 5 и М * . Поясним условия (7) и (7'). При выводе 
энергетических тождеств,, которые используются нами для получения 
нужных априорных оценок, сначала проводится преобразование (см. [14]) 

z = г;-ы;, (8) 

где w — сеточная: функция, определяемая условиями 

. wfa = Mw или V + a / p = (1 + Мт) и / + ( а " 1 ) / р , w (ж, 0) = 1, (8') 

а М — произвольная положительная постоянная, которая выбирается 
так, чтобы выполнялись условия (7) и (7'), причем М* и т 0 являются за-
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данными постоянными, зависящими только от съ . . .,. с б , Если ga% =f= 0„ 
то полагаем М•— М 0 - 2 П , где М0 — произвольная положительная п о 
стоянная, а целое число п есть ранг энергетического тождества. 

Отметим сразу же , что для w на произвольной неравномерной сетке а>т-
справедлива оценка 0 

1 < ^ ' + а / р < е р Ш ^ , (9> 

так как wj+a/v < eWx^wJH^1)/p, ^ < e ^ p V - 1 . Чтобы упростить и з 
л о ж е н и е , будем предполагать, что преобразование (8) у ж е выполнено,-
и сохраним для искомой функции прежнее обозначение z (т. е. заменим 
у на z). 

Задачу, определяемую условиями (1), (2), (3^), (4) — (7), где 
к = 1, 2, 3 , 1', 2' , будем называть задачей 1 Щ или 1 Щ , если — 0. 

Основное внимание мы уделим выводу априорных оценок для задач* 
IIIx и Ш 2 . Д л я задачи Ш 2 на сетке Q ( 1 ) будем всегда предполагать выпол
ненными условия 

= 0, а = 1,2, (10} 

Отметим, что схема совпадает на равномерной сетке со схемой, 
рассмотренной в [10] . Д л я нее справедлив принцип максимума и априор
ная оценка вида ' г 

|| т/{х, t).l < М (|| v (х, t) ||0, s + | | Y ( z , Olo) , * e Ш т г 

II v (я, t) || 0, e =- max || v (a:, | | 0 > Y • || v ( x , 0 | | 0 > 7 a = 
0<*'<f, a = l , . . . , p 

= max I (ж, 0 | , ' (11> 

• / i + 1 \ 1/2 

II W l l 6 = ( S * H | V ( * , ^ ) | | o > | T | o = . max | ¥ a , ( x , t ) | . 

Д л я оценки порядка точности на неравномерной сетке оценка || z ||0 через^ 
|| *F ||0 является слишком грубой. Н и ж е будут найдены оценки || z |)0 через-
аналог одномерной нормы || ¥ | 3 , использованнойХв [14] , которые позво
ляют показать, что схема 11г имеет такой ж е 4 порядок точности, что 
и в случае равномерной сетки. Метод интегральных или энергетических 
неравенств, излагаемый ниже, является естественным развитием метода, 
применявшегося нами ранее (см. [14] — [17]) для одномерных задач». 
Сравнительно просто получаются оценки «в среднем>/для всех задач III к , 
к = 1, 2 , 3 , 1', 2' . Однако поскольку для практики весьма желательны 
равномерные оценки точности численных алгоритмов, то значительное 
внимание уделяется выводу равномерных оценок, прежде всего для задачи 
I I I l 9 соответствующей схеме Пг для квазилинейного уравнения (1.1 J... 
В [14] для получения равномерных оценок успешно использовались 
оценки в среднем. В многомерном случае, к сожалению, этот метод непри
меним. Поэтому равномерные оценки решения задачи Ш 2 грубее соответ
ствующих оценок, полученных в [14] для одномерной задачи (р.= 1) 
(ср. [17]). 
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Наряду с задачами III/с мы будем рассматривать эталонные задачи 
TV к , которые отличаются от П1к лишь выражением для 

% = Ы 4 + %• (12) 

Н и ж е будет показано, что оценка решения задачи П1к сводится к оценке 
решения эталонной задачи IV к (см. п. 5). 

2. Э н е р г е т и ч е с к и е н е р а в е н с т в а н а ц е п о ч к е Ца 

При выводе энергетических неравенств мы будем пользоваться сле
дующим методическим приемом. Рассматривается произвольная цепочка 
Д а фиксированного направления ха, на которой для t — tj+a/p пишется 
энергетическое тождество тг-го ранга. Используя мажорантные оценки 
{ 1 4 ] , получаем энергетические неравенства, которые затем, суммируем 
с весом % 

я а = п\ аз) 

по всем цепочкам Z( a при фиксированном а. В результате получим неравен
ства на сетке со^.| 

Итак, рассмотрим произвольную цепочку Zfa с граничными точками 

. / a ) G T i и 3 : ( + a ) G T a . Обозначим ца множество внутренних уз 
л о в ЭТОЙ ЦеПОЧКИ, Ца ~- Ц а - + , = + Х{~^\ Цл = tya + . X i + a ) + £(~а). 

Пусть v и z — некоторые сеточные функции, заданные на а^. Введем 
скалярные произведения и нормы: 

(г;, z)la = 2.,г?лЙЛ, (г?, ъ)ц^ == 2 VZH*>: ( V > Z ) I O L = H}Vzha+, 
х&1а х^ца х^ца 

i v , z h a = 2 'VZK, {v, z)4aL = 2 vzha+i (14) , 

Рассмотрим разностный оператор Aaz = (a^z- W . Первая разнрстная 

формула Грина, очевидно, будет иметь вид 

(A°az, z)la = - («Ц 4 j 4 a + aaz-az \ ^ + а ) - a^z^z (15) 

Если z = 0 при х = #< ± а>, то подстановка обратится в нуль. Пусть z 
удовлетворяет однородному граничному условию 

2 = p * Z ( T l a ) при х = .Т<*а> . . (16) 

Учитывая, что z ( + l a ) = z + ha+zXg,, z{~la) = z — / ^ s - ^ , получим из (16) 

j (A° a z ,z ) ; a = - / ^ , / £ > = ( a a , 4;]Ч ж+- . : (17). 

+ z i a | я = х ( . а ) + * . 4^ |я=ж(+а). 
Мы будем, как обычно, пользоваться в дальнейшем, помимо разностной 
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формулы Грина, неравенством Гёльдера и элементарными неравенствами 
1 т т т 

П 4 к < 211****- х Х к >°> > °> 2 ^ = * ' (18> 

Са 1 . 
\ ab \ ? С а 2 -{- — Ь2, ( % > О 5 —произвольная постоянная) . (19) 

2 Zco , • 

Положительные постоянные, зависящие от сх, . . ., с6 и от диаметра 
области G и не зависящие от сетки,, будем обозначать М, не приводя, как 
правило, выражения для них. 

Нетрудно убедиться в том, что справедлива: 
Л е м м а 1. Если z удовлетворяет условию /' _ 

z = . р ' ( 2 ( : П А ) -I \ а ) , а: =• x ( ; a > GET5-, 0 < р * < р * < ; 1 (20) 

(Р* — постоянная, не зависящая от сетки), то справедливы оценки 

\ z t 4 a = max | z | * < M 0 ( « e , zlj4a+Mo\Vaf, (21) 

| ; и < ^ ( ^ ( Ч Ь ч + ^ ^ | ^ ( 2 2 ) 

п , , 

sdez = z2n, М0, М0, Mi, Мх — положительные постоянные, зависящие от 

сг, |3* и длины /а цепочки Ца, | v a | — любая из величин | {. 

Из условия (20) следует b j < p * , + 1 ] ' (хеЕТх). .Неравен

ство |z ( + 1 «> | < | z ( x ( - a ) , 0 I + Л ^ А / Л дает |.z ( + 1«> | < р ; ( 1 - Р Т 1 |v~ | + 

'•+' h'tc^2(1 - Р Т 1 / 7 г > | z ^ ( - а ) , ч ) | < ( р у (1 - р * ) - 1 1 > - | + / & р ч 7 г X ' 

Х.(1 — 3 * ) _ 1 / V s , где / = (аа, £ 1 . Отсюда и из неравенства II г\1Ця < 

< | z t) | + ttc^'t1' следует (21). На сетке o f р« = 0 и 

v По аналогии с [14] напишем сразу энергетическое тождество п-то ранга 
на цепочке ЦЛ: 

( ( P . ^ « h +V£l + Pnl + nd«,zK = 2n(Qa(z) + Va, z 5 » > ; a + (24) 

( Р Т , z)'4a + Rit 

П—2 /ic \^ 

i > £ | > = T 2V*-1 (Р . ' (26) 

< i = 2* К м Ч " 1 L= x ( +a) - ^ а < + 1 « > z ° « / £ | , = x ( _ a ) } , . (27) 

[da, Z ] 4 a = ( d . , Z ) ^ + aal btiK)-1]^**) + . < l e ) Z ( « « М ' 1 Ux(-a)}. ( 2 8 ) 
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При выводе тождества (24) краевые условия (2) мы записали в формой 
условий III рода 

zxa = zlyQK+ — v~JK+ П Р И ' х = я ( _ а ) ; — г - = — Vo7Aa при х = ^ + а ) 

х а 

и воспользовались выражением для 

La = 2 V " z X a - p ^ d j 2 ^ . (29) 

и аналогичным выражением для z- . Следует иметь в виду, что z ^ c A x ) " 1 = 0 ^ 
, , П П „ • 

е с л и х а = 0. На сетке [ d a , z ] ^ a = (da,'z)4gi и Я ^ д = 0, если z | Y a = CL 

Если z = Va при я е г а , то [ d n , z ] % = ( d a , z)4gL, а для верна форму

ла (27). , 
Предположим теперь, что "— 0, т. е. рассмотрим задачу 111°. Пола

гая в (24) п = 1, получим тождество первого ранга, которое, согласно (17) г 

можно записать в виде 

((р. 2 2 ) ; А ) 7 А + 2/й + р < а

1

) + 2 { d a , о;а = 2 ( < ? а ( 2 ) + ^ а , 2);а + (р7а,̂ );а) 

, ' (30) 

№ = К , 1% 1Ца + KxUa^ | Ж = Х ( + А ) + каЛ'а^к Ц ( - А ) < (31> 

Р\'\ = т(р, z= )* . 

Рассмотрим задачу Ш 2 , частным случаем которой при g^u = 0,. 
Л = 1 , 2, является задача Введем функцию Т1 а , положив 

Ы£а = Ъ, п Г а > = 0 п р и ^ = х ( - а ) , (32> 

и обозначим 

№*la,i = Ma* + h*frl+a),t)\ = irUt | ^ д ( Гч.^д-'<*л|*]£. (33> 

Л е м м а 2. z удовлетворяет однородным граничным условиям (16)> 
т о справедлива оценка \ 

2 ( ^ , 2 ) ; а < ^ / й : + М.И а | | 4

2

а > 1 . (34) 

В самом деле, 

2 < * . , * ) • = -2(л а , - ] Ч а + 2 г 1 а , | х = х ( + а ) < ' 

< 2 l h « l l 2 a > i l l z , - J I 2 a , i + 2 h a ( * ( + а ) . 0 1 И * ( + а ) , 0 ! • 

Пользуясь затем леммой 1, получаем (34) e ^ 
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Л е м м а 3 . Справедлива оценка 

2 ( ( z ) + ^ + fcZ)xV z > ; a < 1-715 + М I , | | | а > t + М ' (р, * ) V . 

(35) 
Лемма 3 доказывается по аналогии с [14] . При этом используются лемма 1, 
разностная формула Грина и неравенство (19). 

Л е м м а 4. На сетке ш^ 2 ) справедлива оценка 

2((gi2z)£a + (g-a2z)^ М.(р, 1%а. (36) 

Неравенство (36) следует из оценки вида 

Пользуясь леммами 2—4, получаем неравенство 1-го ранга на цепоч
ке Ца: 

0,z%a + т / й + т Р Й + 2 с Ч . ( 1 , z 2 ) ; a < (1 + Мт) (р, z 2 ) ^ + (37) 

где с* — произвольная положительная постоянная, зависящая от вы
бора М. Нетрудно, по аналогии с [14] , [15] , [17] , получить энергетиче
ское неравенство тг-го ранга на цепочке Ца: 

V 

•<р. К + т /й + <1+ 2 m + 1 tc* <*• К < ( 1 + Mt) <pV' + (38) 
+ T (M n | |4> a | j 4 a > 1 ) 2 n + 2 n T ( ф а , s 6 * ) ^ , m = л для Ш х , m = 2л для I I I 2 , 

где M n = M . 2 n . При этом выполняются условия (7) и (7'). 
Последние слагаемые в (37) и (38) оцениваются ниже. 

3. Э н е р г е т и ч е с к и е н е р а в е н с т в а н а с е т к е 

Рассмотрим суммы (14) по Z( a . Умножая их на На и суммируя по всем 
щепочкам данного направления а, получим суммы по wh: 

(v,-z)t = ^vzH^\ • {v,z\a=%vzHw; 

"ft 

С этими суммами связаны нормы ||г;|| = (v, г>)'/г, \\v\ia = (v, v)1^ или 

I v Ik = (*>. ф . например 

I . ' ' ( 3 9 ) 
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Кроме того, нам понадобятся нормы 

J / Ж ч 

I v ||о = max | v (z, t) |, || v (*,. tj+1) || = • V l> Т *> Г- (40> 
^ V=i / 

Умножим теперь (37) и (38) на На и просуммируем по всем цепочкам 
направления а. В результате получим энергетические неравенства 1-го 
и 72-го ранга на сетке ш :̂ 

(р, z 2 ) + т ( / < « > + i f ' ) + 2 T C * ( 1 , Z 2 ) < (41) 

< (1 + Мт) (р, z 2 ) + Т М | г | > а | | 2

а + 2.(4., z ) t , V 

v 

(p , z ) + т (/<Г>+^а)) + t 2 m + V ( l , z ) < ( l + Mr) ( p , z ) + ( 4 2 ) 

. . + r (M-2n\\% К.оГ + 2 r ( ^ ,V«)r . 

Здесь приняты обозначения 

l + . k H ^ k + K U , l h a | | , v + = ̂ n^ayA, (43) 
а а 

1№а I4 о ~~ м а К с и м а л ь н о е значение |Ч|)а | | 4 а Л по всей сетке оо^, точнее, по, 
всем цепочкам данного направления a, | | ^ a | | 4 a , o = \\ И> а [ka,i[|o 

' •• = к. [%Ь -ь 2 2 " А " 2 {<«» (к)2' *°п~ак+1Ъ + (44) 

P ^ t ^ V ^ p ^ J , 2°П~а&+1)' « = 1 : , 2 , , . . , Р > . « = 1 , 2 , - . . : . . (45) 

Напомним, что (42) и (41) получены при достаточно малом т <^ т 0 и про
извольном п. Суммирование (41) й (42) по a = 1, 2, . . р дает 

<Р, z 2 ) 3 ' + 1 + хЦ. + Р,) + тс* 2 (1, Z

2 ) i + a / p < ( l + Л/т){р , z 2 ) 4 . .(46) 
a = l 

Р 

a = l 

n . * . P . n. i+a/p n 

(p, z f 1 + т (/„ + Pn) + 2 т т с - 2 ( 1 , z) < (1 + Mr) (p, z) 3 + • (47) 

. + - T ( M - 2 n H i u 8 n + 2 n 2 • ( ^ ( ? * B ) f M / p ) > . ' ;.: ' ' 
a = l - ^ . . . . . . 

/ » = 2 7 » p » = p n 1 = 2 ? « > ; m = n д л я i n i ' m = 2 r a д л я I I l 2> 
<x=l a = l 
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Жк= 2 ItJv IU.o= .21*. 1+.1.в.о = 11*«кл1». <48> 
a=l a=l 

| i | ) a | 4 a и |i|) a Ц^д определяются по формулам (43) й (33). 
Перейдем теперь к оценке последних слагаемых в (46) и (47) г 

4 О с н о в н а я л е м м а 

Л е м м а 5. Пусть произвольная сеточная функция z = z (х, t), задан

ная на Qk (k = 1, 2), удовлетворяет условиям (16), a \j?a — условию 

2 & = 0. (49) 
- . ' v a=i 

Тогда справедливы неравенства , 

p- i 

2 П ^ (4«. ( z ° " ) i + e / p ) < | ( / „ + i>„) + М 2 ( 1 , z ) i + a / p + (50) 

a=l a=l 

a=l • ' 

2 | ( ^ ^ X i ^ + M T ^ l ^ I 2 . _ (51) 
a=l a=l 

Если ш т — нормальная сетка ( т ^ т * т ) , то 

2 " 2 ( z ° n ) j + a / p ) < 1 (7« + *«) + i т +(М2" ^ i * I W 2 " > ( 5 2 ) 

a=i ' 
где 

. || * ||2,0 = 2 II Ф« Ik .О, || П>« ||2 а , 0 = || 1 $«fc aдЦо, 
а = 1 

In — In** In=^ In> ^ = t = t j . (53) 

Ограничимся выводом лишь неравенства (50). Представляя гД /̂Р 
в виде 

р 
vj+a/p ^j+l — т V ^_ 

где г;, = z ° n , и учитывая формулу 

т 
т=а.-\-1 

( 2 °n) = . у lakZ°n-°k+H-t 

(см. [14]), а также условие (49), после изменения порядка суммирования 
по а и т получим 

р n-l v v k rn-i о 

a=l ' к=0 т=2 а = 1 
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где под знаком суммы справа стоят z =№+т№,£ = z ^ ( m - i ) / p . Проводя 
затем рассуждения по аналогии с [14] сначала для цепочки Ца и пользуясь 
леммой 1, находим 

2 n t 2 ( ^ % / + « K c 0 ' ( U P n ) + . J I f (1 J ) * ( w ^ / P + (М2пУх\%№*: 

Отсюда и из предыдущей формулы следует (50). 
Если % имеет вид 

Р 

то в (53) следует положить 

. , | Н . о = 2 Й«э|2Э.о- , (55) 
а, 0=1 

5. А п р и о р н ы е о ц е н к и в с р е д н е м 

Обратимся теперь к энергетическому неравенству 1-го ранга (46). Под- 3 

ставляя туда оценку (51), получим 

(р, z*fx + х1г < (1 + Мх) (р, z 2 ) 7 ' + Мх || | р , * = . ( 5 6 ) 

m2 = II t t + * l * f . I * ! * - - S- ^ a l l 4 a , 1*1 - . S ( 5 7 ) 
a=i 

где | | ^ e | | 4 e дается формулой (43). 
Так как z (х, 0) = 0, то лемма 4 а из [14] дает 

. ( p , z ^ 1 + 2 T ^ i 4 ^ 2 T H T i ' f = ^Iv . (x , * i + 1 ) r - . (58) 

i'=i i'=i 

Тем самым доказана 
Т е о р е м а 1. Д л я решения задач IIl£ и IV?, к — 1, 2 , на любой по

следовательности неравномерных сеток и Q ( 2 ) тг/ж достаточно малом 
х < х0 выполняется неравенство 

IIz (х, tj+1)|| + Vxhl Iz- (*, tj+1) | | < М I Т (г , II- (59) 

где || ¥ I определяется формулами (57) и (43), причем для задачи IV£ 

IÎ l̂Uc, = II -Ф̂  ||4ot Ч- II И-сс |J2cc -Ь II 112> ̂  + || И-ос Ц2> . (60) 

V 

i;z-.(: t-,* j + 1)i! = 2 J z x a ( ^ W p ) : i 2 a -
a=l 

С л е д с т в и е . Если tya — 0, то для решения задачи IIIjJ при доста-
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точно малом |t| | 0 < - т 0 справедлива оценка 

II z (х, tj+1) || + УЧ~\\ z- (х, tj+1) || < м Iу. 4IIY-Г) , (61) ( 2 W l P 

где || о|) || определяется по формуле (57). 
Напомним, что мы условились на рассматривать только те из 

задач Ш д , - д л я которых •= 0 о 

Функция г|)а для задачи 1Пк (к = 1, 2), согласно (5), имеет вид 

Ф« = 2 [0*«^ э+Ф; Э]. (62) 

Отсюда видно, что норма (43) неудобна для оценки (62) на неравномерной 
сетке, так как она будет содержать отношения шагов HJhp. Поэтому мы 
сначала сведем задачу 111к к задаче FVV, для которой 

t = W j e + t ; у (63 ) 

а затем воспользуемся нормой (60). 
В § 1 было показано, что 

^ 3 = « . ^ ^ = 0(1). (64) 

Введем обозначения 
v 

1И1о= 2 . | ^ ! о . И 0 = т а х 1 И о . . (65) 
а, 0=1 . °Ч 

Л е м м a во Пусть z — решение задачи Ш 2 , а г;— решение той же 
задачи с правой частью ' 

¥ а =4<* + 0 i e ) s + ^ ; f где ^ = 2 X - "2Ф;Э; (66) 

' 0=1 0=1 

тогда при достаточно малом Т < ^ т 0 справедлива оценка 

\х(х,^^(х,г}+М<МШЛЫ* + Щг)>) ( 6 7 ) 
где ' - ' • 

/ i+i \V 2 

12 ( ^-Ti- \ /2 Р 

2 t«)', | * | = 2 I I M -
j'=i 7 p - i 

( 6 8 ) 

Напомним, что по нашей терминологии (см. п. 1) v есть решение задачи 
I V 2 . Рассмотрим разность w = z — v. Д л я нее получим условия 

V V 

p W j - Л а ш + daiv = <?<?> И + $ а = 2 - 2 ( ^ J i a 

0=1 Н 0=1 

и, = .р±и? < = 1 = 1 а ) при х е т*; w (ж, 0) = 0 при * е © л . 

Отсюда видно, что 

( 6 9 ) 

, 2 ^ = 0 ( 7 0 ) 
а = 1 
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ж, следовательно, можно воспользоваться леммой 5. Учитывая, что^ 

<2<Ао К е I + V I ( К , ) ( + Ч ) \ . h < Щ h*<2»э.. 
получим I г|>а | | 2 ^ Щ || Й || 2 , || я|) 1 2 <^ М || Й || 2

в Пользуясь затем для w оценкой 
(61)и учитывая, что 21| т || 2

/ з || 7& || ^ || х || 2 + || % | | 2 , приходим к неравенству (67).. 
Из теоремы 1 и леммы 6 следует 
% е о р е м а 2. Пусть z = z (x,-t) есть решение задачи Ш 2 . Тогда 

при достаточно малом х <^ х0 на произвольной последовательности сеток 
и Q{2) справедлива оценка 

\\z(x, tj+1)\\^M\\4(x, i i + 1 ) l + M | | ^ | | ( l t i | 2 + | % P ) , (71) 

где I ¥ (a;, t) \ — выражение, определяемое формулами (57) и (60), причем 

К = S |*Эа» * а = 2 *«Э-

0 = 1 1 3 = 1 

Заметим, что поскольку есть частный случай задачи Ш 2 , то тео
ремы 1 и 2 относятся и к задаче 

Д л я задачи I I I i справедлив принцип максимума, и потому ее решение 
непрерывно зависит от граничных данных (см. [10]). Чтобы получить 
оценку решения задачи Ш 2 при ф 0, достаточно оценить решение 
соответствующей задачи с теми же данными и затем воспользоваться 
следующей леммой. ' 

Л е м м а 7. Пусть z — решение задачи Ш 2 , a v — решение задачи III г 

с теми же коэффициентами и ¥ а , v±. Тогда при достаточно малом ||т||0 <^ т а 

на любой последовательности сеток справедлива оценка 

|| z (х9 tj+1) -v(x9 ts+1) I < M)\v(x, tj+1) 1 . (72) 

В самом деле, w = z — v есть решение задачи Ш 2 с однородными гра
ничными условиями и правой частью Y s — Qa (v). Применяя к и; теорему 
1, получим (72). 

6. Р а в н о м е р н ы е о ц е н к и д л я р е in е н и я з а д а ч и ПЛ^ 

Т е о р е м а 3 . Для решения задачи IVj на произвольной последователь
ности сеток Q ( 1 ) и £2 ( 2 ) при | | т | | 0 < ^ т 0 справедлива равномерная оценка 

I z (х, t h l ) || 0 < М . | | ¥ (ar,ii+1).p In* ± при Нф = min Н < Н0 (б), (73) 

г д е 6 ^ > 1 —произвольное число, 

| | o = m a x | | ^ J " ||, 
0 < з ' < 3 + 1 

1 1 П Н Ж к о + У ^ И 1 0 . 

l U ^ H H J ^ L (74) 
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0 р 
. 1*1 о = 2 1 II0; й 1^а11 4 а Д ^ ^ С Л формулой (33). 

Если о)х — нормальная сетка, то 

т=т. н ж к о + ] ^ н к о , 

l^!b,o=S!K-J! 2 a , 0 . 
а=1 

N J ^ o = I H J » B . i l l o - (74') 

Подставим (50) в (47) и воспользуемся леммой 4 а из [14]: 

п i+i 
(р, < 2 ( ^ 2 П || || f \ < У ( М 2 1 \\°f.. (75) 

Отсюда следует, что || z (ху tj+1) | 0 < М - 2 n (х, tj+1) || °Я^ "''Л Учитывая 
(8) и (10) и выбирая п = п так ж е , как и в [14] , получим (73). 
Д л я доказательства второй части теоремы надо подставить (52) в (47) и 
повторить предыдущие рассуждения. 

С л е д с т в и е . Если я|?а = 0, то (73) принимает вид 

|| z (х, || 0 < М | |Ух^г i (х, ^ + 1 ) | o ° l n s - i -

Я . < Я 0 ( в ) , W l o < t 0 . (76) 

Если г|>а = 0 и сетка ш т нормальна (т<Г гп'х), то 

\\z(x, tj+1)\\0<^M\\V^i$ (x,tj+1)\\l0ln*^ • 

Я Ф < Я 0 ( 6 ) , И о < т 0 . (76') 

Л е м м а 8 . Пусть z — решение задачи III1У a v — решение соответ
ствующей задачи TV1 с правой частью (66). Тогда на Q ( 1 ) и Q ( 2 ) при 
Я ^ < ; Я 0 (б), | | т | | 0 < ^ т 0 справедлива равномерная оценка 

I z ( s , ( i + 1 ) - »(*, * ж > || о < М | Й о (II т I о + ИII о) ln» 4 ~ . 

* (77) 

н ̂  и о = и ; 
а=1 

Д л я доказательства (77) достаточно оценить решение задачи (69), где Qa = 

= Qb\ при помощи (76)., 
Перейдем теперь к задаче I l lg . Д л я нее справедливо неравенство (75). 

Однако при переходе к старой функции zCT согласно (8) надо умножить 
y х ~М %П f • f 

^нов» фигурирующее во всех наших рассуждениях, на е 0 w , что дает 

1 z (х, tj+1)}\0 < MeW|| У (Zlt}+1) IН/ (78) 454 



при достаточно малом | | t j 0 < т 0 (п) = т 0 / 2 п , которое в данном случае 
завирит от п. Эта зависимость появляется в связи с тем, что в da входит 
не просто М, а М/(1 • + Мх) (см. [14]). 

Требуя, чтобы^М/(1 + Мх) > _ М * 2 П , и выбирая А/ = М 0 2 п , мы полу
чим М0 > ( 1 + Ж 0 2 п т ) к \ т. е. М0 > М 7 ( 1 — М*2 п т) . Отсюда следует, 
что т < t 0 / 2 n , т 0 < ^ 1/М*. Из (78) видно, что наименьшее значение 

еМ2пн~/2П принимает, если выбрать 2 n ~ У1п (1 /Я + ) . Это приводит к 
равномерной оценке 

«z(х, tj+l) I о < Л / | | ¥ ( х , « ж ; ) | | е х р ( м | / " l n - i - ) , (79) 

которая верна при достаточно малом Я # ^ Я 0 и дополнительном условии 
У In (1/Я^) х ^ T Q , где T Q — положительная постоянная, не зависящая 
от п, т. е.. от Я # . В [17] , § 2 , для многомерной схемы была получена оценка 
{79), однако не указано, что между х и Я ф существует связь У1п (I/HJ т<; 
< ^ T Q . В [14] для одномерной задачи Ш 2 {р = 1) найдена оценка (73). 
Метод из [14] , к сожалению, непригоден для многомерного случая. Отме
тим, что для частной задачи Ш 2 при gai — О, b£ = 0 на сетке Q { 2 ) ука
занное дополнительное условие снимается. 

7. А п р и о р н ы е о ц е н к и д л я д р у г и х з а , д а ч 

Т е о р е м а 4. Для решения задач 111°, к = 1 ' , 2 ' , 3 на любой после
довательности сеток и Q ( 2 ) при достаточно малом |т||0 <^ т 0 справедли
ва оценка (59). 

Доказательство проводится до аналогии с доказательством теоремы 1. При этом 
надо воспользоваться для задачи I I 1 3 оценкой 

2 v i + a / p + b * z T / p > z j + i ) < м 11 z h i 112+co/i> 
a=l a 

где c 0 — произвольное число, а для и — оценкой 

f--1*--! + K - l \ - i Z ) К М " Z i + e / P " 2 + C 0 / l < a _ 1 ) ' 

Лемма 5 не связана с видом Q a и потому верна и в данном случае. 
Из (59) следует оценка (61), при помощи которой доказывается лемма 6 для дан

ных задач. 
Задачи Ш 3 и сводятся к задаче Ш 2 , а — к задаче I I I i . 

Л е м м а 9. Пусть z — решение задачи Ш 3 , a v — решение соответ-
. ствующей {т. е. имеющей те же коэффициенты и правые части) задачи I I I 2 . 
Тогда при)] т|| 0 <^ х0 справедлива оценка 

I s (я, tj+1)-v(x,tj+1)\\+ (80) 

+ ^ I I ^ — I K ^ I I t j + i ) ! * 
где ' v ' i . " 

v 

II ̂  *Hl) II = 2 II V x a **+*/р) I • 

В самом деле, функция w = z — v является решением задачи с правой час-
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тью 

которая удовлетворяет условию (70), .что позволяет воспользоваться оценкой (61). 

Л е м м а 1 0 . Пусть z .— решение Ш / , a v — решение соответствую
щей задачи Ш 2 # при g±x = 0 . Если сетка ш т является квазиравномерной 
(I хг I ^ т о пРи II ^ Но ^ т о справедлива оценка 

I z _ vIж || г - - v-|ji+i < М\\Ух~^^-{х,Ц^\\. (81) 

Д л я разности w = z— v получаем задачу I I j 2 , с правой частью 

которая удовлетворяет условию ; 

2 = - * * 7 ' 9 = + bvv*v> q l = { q j + 1 ~ q j ) /Т- ( 8 2 ) 

В правой части неравенства (46) для функции w последнее слагаемое будет иметь 
вид 

Р р—1 

2 2 ( i . ^ a / p ) t = - - 2 ' 2 № a , V + 1 - u ; ^ (83) 
a=l a=l 

Проводя рассуждения по аналогии с п. 4, найдем 
Ч Р - 1 . Р - 1 

2 2 №«, ^"+а/Р) Х < { ХР1 + 2 Н II 2' 
а = 1 1 а = 1 

Преобразуем последнее слагаемое в правой части (83): 

- 2 T ( ? r ( W ^ 

< - 2Т (Xq, w)T + ^TPi + МТ || J" + МТ || Y x J II2 (* = Xj+V X = 

В результате вместо (46) получим 
р 

( Р , ^ ) Ж + T / i < (1 + Мт) ( Р , ^ ) { + М т {|| V T | | 2 + 2 Н Vх % Н 2 } ~ 2 т ( ^ ^ ) р .' ( 8 4 > 
a = l 

a = l 

Суммируя это неравенство по всем / ' = 0,1,2, . . . , / , а затем пользуясь леммой 
4а [14], получим 

(р , г* 2 ) ' + 1 + Т / { + 1 < ^ . ( 8 5 ) 

где R — выражение, стоящее в (84) в фигурных скобках. Оценивая М' \ (Xq,w)nl | < 

< 0 . 5 ( p , w 2 ) i + 1 + Мт 2 1| 1|2, приходим к (81). 
Если известна оценка для ||г?||-|ч Vх И^-П, то лемма 10 позволяет найти оценку 

для И | + У т > - | | . 

Л е м м а 11. Пусть z есть решение задачи I I I i с правой частью 4 ^ = 0. Тогда 



при достаточно малом [|т||о^То на произвольной сетке Q№ выполняется неравенство 

где 

Л . л = min (ha, ha+). 
* & Г а , а = 1 , 2 , . . . , р 

В силу теоремы 1 из [10], имеем || z (х, | | 0 < Л Г | | v | | q g . Напишем д л я цепочки* 

Ца неравенство 1-го ранга, предполагая , что краевые условия неоднородны 

( z = = p ± z ( + i a ) + v ± * е т £ ) : 

(p. * 2 ) L + * (р. 4 ) * Х 2 ! ] * « < + М Т ) & * 2 ) * A

 + Л « > 
a a a 

• где - , 
Aa=2xa„z~ z\ * — 2?a < + 1 a ) z „ z\ , \ . 

Поставим сюда z из краевых условий z = h^j&^z + v~, 2 = haK*z-^ + v a - Тогда 

Учитывая, что; 2 t a a z - v * < y r < 2 a z l & a + « a ( v ^ ~ 1 / 2 ) 2 t - 2 , получим . 

XCL XOL 
Если, например, v~ = О (h2

a+), v£--= О ( /^) , то из (87) следует, ч т о ] / * t | | z - | | 2 a > o <~ 

^M\\h\\ly + M x . 
Замечая, что 

V 

a = l a a 

убеждаемся в справедливости следующей теоремы,, 
Т е о р е м а 5. Пусть z—решение задачи H I j ' при 1 F a ' = 0 и граничных условиях' 

z = - f- v±» #6ЕТ .̂ Если с о т — квазиравномерная сетка, то 
v 

II * | | i + 1 + || % || i + 1 < М || V || 0 ) з + М УЩ, ^ ^ а Х I V a I С 2 + т а Х I V a I КН' (88> 
a = l Y a xco x 7 + а ; £ 0 т 

§ 3 . О сходимости и точности на неравномерных сетках 

1. В в е д е н и е 

Д л я выяснения вопроса о сходимости и точности рассмотренных в § 1 

схем П л (А = 1, 2, 3 , 1 ' , 2') воспользуемся полученными в § 2 априор
ными оценками для решения z задачи Ш Л 7 являющегося погрешностью 
решения у задачи l l k (z = у — и). Эти оценки учитывают структуру по
грешности аппроксимации, которая для всех схем имеет вид 

«̂ = + S t = 0 , " 4>a = 0 ( l ) , ( 1 ) 

*.= 2 К и а , ) ^ + ^ 9 1 . !: (2) 
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Ы = ^ = 0(Ц) + 0(х). (3) 

На равномерной сетке следует положить \ха^ = О, /ф'^ = ' S a j 3 ^ * a > 

"фаа = О (Йа) + О (т). При этом \f4a = О (%а) + О (т) в случае сетки a)h2) 

в соседних с границей у а у злах . Тем не менее, как будет показано ниже, 
это не приводит к понижению порядка точности схем. 

Формулируем условия, накладываемые на решение и — и' (х, t) задачи 
1к и коэффициенты дифференциального уравнения ( § 1 , Лк, к = 1,2). 

В дальнейшем всюду подразумевается, что выполнено условие: 
с(х, t) в QT удовлетворяет условию Липшица по t, так что 

| с г | < с 5 , сь = const > 0. (а) 

Все априорные оценки § 2 получены при этом условии, т. е. при | pj | ^ съ. 
У с л о в и е А. Решение и = и](х, t) задач 1к (к = 1, 2, 3) и функции 

с (х, t), ка(х, t, и), f {х, t, и, qx, . . ., qp) обладают всеми производными, 
достаточными для того, чтобы формулы (1) г— (3) для Y a имели место в лю
бой точке сетки или 

- о . ч-

У с л о в . и е В. Функции tyjc (х, t) удовлетворяют в QT условиям 
Липшица по переменным х$, где р <^ а при a ^ [р/2] или Р *>. а при 
a > [р /2], а, р = 1 ,2, . . ., р. 

о 

У с л о в и е С. Выражение А# (i|) a/c (х, t)) равномерно ограничено на 
любой сетке Q ( 1 ) или й ( 2 ) для всех р < ; а при a < ; [р/2] или р ^> а при 
а > [р/2], а - 1, 2, . . . , р . 

Поясним условие А на примере задачи 1 0 . Д л я выполнения условия А 
достаточно, например, потребовать, чтобы du/dt, и, ка, / , га, д3и/дх1, 
дс/дха, drjdxa, d2kjdx2

t, df/dxa удовлетворяли условиям Липшица по 
ха, а — 1, 2, . . ., р , а с {х, t), du/dt — условию Липшица по t. 

Так как мы условились брать все коэффициенты р = р (х, tj+x), аа — 
= аа (х, tj+1), Ь± == ba {х, tj+1), ф а = ф а {х, в момент t = то 
не требуется, чтобы коэффициенты ка (х, t), г а (х, t), q (х, t), f (х, t) удов
летворяли условию Липшица по t (в [10] это было необходимо требовать 

о 

при выделении главной части 'я|э погрешности аппроксимации ¥ а ) . 
Результаты работы [10], очевидно, справедливы для задачи Ц 0 , если 

выполнены условия А и С. 
Условия А при дополнительном требовании, чтобы du/dt удовлетворяла 

условиям Липшица по ха, эквивалентны условиям, при которых каждая 
одномерная схема П а имеет максимальный порядок аппроксимации 
О (к2

а) + О (т) на равномерной сетке. 
Мы проведем последующее изложение для схемы ограничиваясь 

лишь кратким указанием результатов для других схем. 
2. О с х о д и м о с т и с х е м ы Иг' 

Из [10] следует, что схемы И 0 и 1^ имеют точность О (h2) +' О (т) на 
равномерной сетке если выполнены условия А и G. Метод [10] не 
позволял выяснить вопрос о сходимости при более слабых требованиях 
относительно и, с, ка, ra, f даже в случае равномерной сетки Q ( 1 ) . Это 
можно сделать теперь, опираясь на априорные оценки § 2. ^ 
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Нам понадобятся условия А ( 0 ) и А ( о ) : 
А ( 0 ) . Функции /с а, с , / , ' дка/дха, drjdu," г а , ди/дхау д2и/дх2

а, du/dt, 
и = 1, 2, . . ., р, равномерно непрерывны в QT. 

А ( о ) . Функции, указанные в А ( 0 ) , удовлетворяют в QT условиям Гёль-
дера порядка а1 ^> 0 по ха, а = 1, . . ., р , а еЫ1Э£, кроме того,—условию 
Гёльдера порядка а2 ^> 0 по t. 

Нетрудно убедиться в том* что 

= i + V 2i='o, ' (4) 
a = l 

<фа = р (%) -f р (т), если выполнены условия ^4 ( 0 ) (5) 

(р (е) =4> 0 при 8 -» 0), 

1|) а = О (И01) + ' 0 ( т в я ) , е с л и выполнены условия А ( о ) , Й = . 2 К (5') 

а = 1 . 

на произвольных сетках Q ( 1 ) и Q < 2 ) . 
Т е о р е м а 6. Если выполнены условия А<0). то схема 11г сходится 

в среднем на произвольной последовательности сеток Q ( 1 ) и Q ( 2 ) : 
| | ^ - ^ | | = P l ( | i ^ | | o ) + P 2 ( | | t | | o ) n P H N o < T 0 , (6) 

*де pk (|) -> при I -> 0, k = 1, 2. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Д л я погрешности z = у — w схемы 1 ^ 

получаем задачу. III х , где дается формулами (4) и (5). Представим z 
в виде суммы z = z + г;, где z — решение этой задачи I l l i при Y a = О, 
а v — решение той же задачи с однородными граничными условиями 
( v j = 0); z = 0 на сетке й ( 2 ) . В силу условий А ( 0 ) имеем v j = О (fta) 
и теорема 1 из [10] дает | z | | 0 = О Д л я оценки г; воспользуем
ся теоремой 1. Учитывая, что — р (7ь) -\- О (V̂ ) + р ( т ) , находим 
1 г;|| = р х (||Й||) 0+ р 2(| |т| | 0). Д л я задач Ilk, к = 2, 3 , 1 ' , 2 ' , имеет место ана
логичная теорема. 

Д л я доказательства равномерной сходимости условий А ( 0 ) недостаточно 
из-за множителя In 5 (lAffJ в оценке (2.73). Из-за этого множителя в слу
чае неравномерной сетки wh необходимо ввести дополнительное ограниче
ние на величину Н^: 

Я > е х р ( - с / | | Д р , Я = ш т Я , Н = Д *«. " •• (?) 
* e a j h a = l 

где е — любое сколь угодно малое положительное число, а с — произ
вольная положительная постоянная. Из условия (7) следует, что 

i n - 4 - < - ^ - . 

Нетрудно заметить, что это требование не является обременительным 
и слабо ограничивает произвол в выборе сеток со .̂ В дальнейшем при 
формулировке теорем о равномерной сходимости подразумевается, что 
условие (7) выполнено. 

При доказательстве равномерной сходимости мы будем пользоваться 
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теоремой 3 . Оценка (73) содержит нормы ||t|) a | | 0 = ||||^J4a>1||0> Г Д ^ 
ИИ4а / — норма вдоль цепочки Zf a, определяемая по формуле (2.33). . 
Введем понятие среднего квадратичного шага по данному направлению си 
Возьмем некоторую цепочку Ца длины Za. Очевидно, что 1а есть сеточная 
функция на co/t, принимающая постоянные значения вдоль каждой из це~ 
почек Ц&. Пусть Zf*—цепочка направления а, имеющая наибольшую 
длину £ = ||Az||o« Назовем средним квадратичным шагом по направле
нию а величину 

им; =4-(i,№. • (8> 
2 а 1„ Ча. 

Напомним, что 

| ha I] = max (max / г а + , max /г а ) , 

] * l o . r = 2 

Т е о р е м а 1. Если выполнены условияА^а\ то схема^прир (x,t)=c(x,t) 

равномерно сходится на неравномерных сетках и £2 ( 2 ): 

* 

п р и | | т [ | о <т 0 , # , < # 0 ( 6 ) , С9) 

где а'2 = min (0.5, cr2) ̂  0 .5, б ^ > 1 — произвольное число, 

' ' ' р • 

\\h\\* = 2 1 М » ' * е* = в* ; 1 н е с е т е Q<*>, Л = 1 , | 2 , ( 1 0 ) v 

a=l a 

' - v 
Доказательство также основано на представлении z = у"— и в вид& 

суммы z = z.+ v; для z имеем оценку || z || 0 = О (|| h \\ 1Л). Д л я оценки v ис
пользуется теорема 3 . При этом надо учесть, что | х а р = 0 и | | ^ a | | 4 .=• 

=o(\mv-
3 . 0 п о р я д к е т о ч н о с т и н а н е р а в н о м е р н о й с е т к е 

Т е о р е м а 8. Если выполнены условия А и В, то схема П1 на произ
вольной последовательности неравномерных сеток Q ( 1 ) и й ( 2 ) имеет первый 
порядок точности по х и второй по h, так что при | | т | 0 < т 0 справед
ливы оценки 

l j / - u | | < M ( | | ^ | 2 + 8 f t | | ^ | | 0 ) V + ||t|o)) (И) 

« I / - M | | 0 . < M ( | | f e | ! 2

0 + | | t I o ) l n ^ при Я , < Я 0 ( б ) , (12) 

Н , /с = 1 , к ) 

Ч = Кг = \ 0 ) к = 2

 Н й °етКе, Q 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Представим z = у — и в виде суммы z = 
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= Ц + z + v, где т] — функция, определенная в [ 1 0 ] , § 2 , п. 2 (рц-^ = ^a)» 

z — решение задачи с правой частью Wa = 0 и неоднородными гра
ничными УСЛОВИЯМИ Z = ' P J . Z ( + l f l t ) + П р и X ё Та 7 'ГДв VJ = {J aVJ — Т) + 

+ P±Tj ( q f : i a ), причем pa = 0 на Q ( 2 ) , а v — решение задачи с однород
ными граничными условиями и правой частью Ч?*а = a|)a + Л ат] + (̂ Чл)" 
П о аналогии с [ 10 ] находим | т | | | 0 = 0(х). Теорема 1 из [ 10 ] дает | | z | | 0 = 
= О (|| *1| о + 1 fe21| о л ) на Q ( 1 ) и I £||0 = О (|| т.|| 0 ) на Q ( 2 ) . Д л я оценки v 
воспользуемся теоремами 2 и 3 , учитывая, что 

V 

Вычислим сначала || ¥ || по формуле (57) и ( 6 0 ) , где положим 

Р<х — 2 Н^а ~ 2 ^Ра^а* 

Вычисления дают 

Ц Л . ч к = 0 а П ^ У = 0 ^ ' ll<?i 1 )(ri)|| 4 a = 0 ( t ) , | | ^ | | 2 а = 0( | | /г 2

а | | 2 а ) . 

Собирая оценки для т), z и г>, получим ( 1 1 ) . Обратимся теперь к теореме 3 
и лемме 8» 

Замечая, что || ¥ ||• = О (|| h ||2) + О (т), получим ( 1 2 ) . 
Т е о р е м а 9 , Если выполнены условия А, то для решения задачи 11 х 

яа w. Q ( 2 ) rapw || т ||0 < J т 0 выполняются неравенства 

ly-u\\KM(\\^\\ + Eki^i;+\\x^), (13) 

II У — и Во < Л/ (И Л * Во''+ 1 т IĴ O' ln» " -^ , ' # , < # „ ( 6 ) . (14)-

Эти оценки непосредственно следуют и з теорем 2 , 3 и леммы 8 . 
Оценка (13) справедлива для схем П 2 , П 3 , П ^ , П 2 / . Сравнение теорем 8 

и 9 показывает, что, ослабив требование на решение и коэффициенты диф
ференциального уравнения, мы получили более грубую оценку (13) вмес
то (И). 

Предполагая, что выполнены условия А и В, и пользуясь теоремой 5, можно по
лучить для схемы III* следующую оценку скорости сходимости (в среднем) на сетке 
QiV (сот — квазиравномерная сетка): 

\\у-и\\^М(\\пЦ + \\х\\0 + ^ 
где 

h*^= min ha. 
xGY a >a=l, 2 , . . . , V 

В случае системы N уравнении параболического типа, по аналогии с [14], § 4, п. 5, 
может быть написана абсолютно устойчивая локально-одномерная схема. При ре
шении получающихся разностных уравнений относительно вектора у ? + а / р требуется 
2Л^-кратное применение одномерной прогонки. Эта схема сходится в среднем со ско
ростью О {№) -\-О (Y- t) ( CP- с теоремой 9). 
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§ 4. Добавление 

i . Т р е т ь я к р а е в а я з а д а ч а д л я п а р а л л е л е п и п е д а ' 

Пусть G = {0 < ara < Z a , а = 1, . •. ., р} — параллелепипед, на границе которого 

, заданы условия I I I рода ( ка = в~и + и~а при ха — 0, — & а = <з+и + и+а п р и 
- \ сс а 

* а = Соответствующие задачи 1̂  и были рассмотрены в [10], причем для 

11Х брались простейшие разностные краевые условия первого порядка аппроксима
ции: 

а 1 + 1 а ) ^а = ^ + U l * П Р И Х* = °? ~ а а 2 / " = С а 2 / + ^ П Р И * а = ^ 

Д л я погрешности z — y — u схема на неравномерной сетке§* й 0 получим за 

дачу I I I j краевыми условиями \ 

.^ + 1 аЧ в = V - + V a П Р И . *« = 0. - * а \ = + П Р И *а = la, W 
где v~ = О (ha+), v* = 0 (ha). По аналогии с § 2 и [10] найдем априорную оценку 

|| z (яг, 0 || < М [ || я|) (х , 0 || + || v (х, 0 || 0 > Y ) при || т ||о < То, ( 2 >1 

И v Но, -т = 2 (I ^ ^ il + II < IIС т+) • I * «о. т± = я шах , v i | (|| т.| . = q ш а х Т Д 

которая имеет место, если !> ci > 0. Здесь || ^(х, t) | | — в ы р а ж е н и е (2.40)^ 

Верна следующая оценка порядка точности (при условиях А и В иа 

§ 3) схемы I I j ! 
\\y-u\\^M(\\x\\o + \\^\\ + \\h\\0^), (3> 

т. е. схема II1 имеет, вообще говоря, первый порядок точности по h.. Сгущая сетку 
вблизи границы, точнее, выбирая || h ||Q Y = О (|| /г21|), можно повысить на неравномер
ной сетке точность до второго порядка (\\у — и || = О (|| h2 \\) + О (|| т ||о)). 

Нетрудно, по а н а л о г и я х § 2, п. 5, и § 3, п. 3, получить и равномерные оценки. 
Указанные результаты (2) и (3) сохраняют силу и для схемы Иг. 

2. Р а з р ы в н ы е к о э ф ф и ц и е н т ы 
Полученные в § 2 априорные оценки позволяют дать детальное исследование-

вопроса о точности схем П Л в классе коэффициентов дифференциального уравнения 
(1.1^), имеющих разрывы I рода на конечном числе гиперплоскостей ха = g a = const,, 
параллельных координатным гиперплоскостям. Все результаты можно формулировать 
по аналогии с одномерным случаем [14]. Если сетка (оЛ произвольна^ то в оценку 
для z = y—и будут входить первые степени шагов & а в соседних с разрывом точ
к а х (см. [13]).' Сгущая сетку вблизи разрыва ха = g a , т. е. выбирая в указанных 
точках ha = О (|| h21|), получим на такой сетке второй порядок точности по h. Более 
экономичным является применение сеток a>h (/с), введенных в [14], которые выбирают
ся так , чтобы узлы сетки лежали на гиперплоскости ха = g a . В этом случае, как по
казано в § 1, выражение (2,5), для я|)а справедливо во всех точках сетки соЛ (А:) и,, 
следовательно, наши схемы имеют такой же порядок точности, к а к и в классе 
непрерывных коэффициентов. 

* Если область G — параллелепипед, то сетку С б у д е м в дальнейшем обозначать QQ.. 
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3. Э л л и п т и ч е с к и е у р а в н е н и я 

Методы [14] — [17] и данной статьи применимы также для изучения сходимости и?, 
точности однородных разностных схем для многомерных уравнений эллиптического 
типа. 

Пусть в области Q задана краевая задача 

* д I ди\ 
Lu — q{x)u±=—f(x), и\г=иг{х), Lu^^L^u, L^u ~ g - j / c a (х) — ] , (4> 

a= l , * " 
i! ^ a>C l>o, ? ( * ) > 0 . 

i Соответствующая многомерная однородная разностная схема на неравномерной сетке 

со ( 2 ) имеет вид 

v 
АУ = ^jAay = d (х) у —' ф (а;) при х <Е ю (

Л

2 ) , и | = иф); Аау = ( а а (?) у-) * . (5> 
a = i a 

Коэффициенты a a , а? и ср вычисляются по формулам § 1, п. 3. 
Д л я z — y — и получим задачу 

" v ; . 

а = 1 

Априорные оценки для z строятся, по аналогии с § 2, при помощи энергетичес
ких неравенств л-го ранга. При этом 2п(Чг, zan) при /г > 1 мажорируется так: 

2-(>F, Л < / » . + с л ^ ^ . / я '= 2./(«), у = 
a = l a = l a = l ; 

При я = 1 справедлива оценка 

v 
\\'\\<м S(IW2a + l№Aa) 11<11за = 1К||3а> <ч«)* л<в

+1)« = о, * e v (?> 
а = 1 а 

Разностная схема (5) на произвольной неравномерной сетке со^2) имеет второй порядок 
точности: 

. | » - » | < * II & II и IIУ - «• II» < м II A'l О 1 Q 5 Щ' Н* < Н° <8); 

Сетка 0 ^ , очевидно, удобнее сетки со^ , так к а к процедура сноса граничных ус
ловий с Г на у в данном случае менее удобна, чем для локально-одномерного 
метода. 

Из предыдущего ясно, что эти схемы сходятся в классе коэффициентов, имеющих, 
разрывы указанного в п. 2 типа. . 

Метод представления W в «дивергентном» виде с последующим применением энер
гетического тождества первого ранга применялся в [15], [19], [20]. Более тонкие 
оценки, основанные на использовании функции Грина, получены в [18]. 

4. Я в н ы е с х е м ы 

Преимущество локально-одномерных схем по сравнению с многомерными схема
ми легко заметить даже в случае чисто явных схем. Проиллюстрируем это на при
мере уравнения (1.1 0 ) с постоянными коэффициентами, положив для простоты г = q•'=• 
= / — 0, fca = с = 1 и считая сетку соh равномерной и „квадратной" (ha = h= const). 

Напишем явную многомерную схему и соответствующую локально-одномерную 
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«схему (см. [3]): 
Р 

У-= ( ^ + 1 - У ) / * = Л г А Л у = 2 А*У> Л « ' У = У?' , : ' ( 9 ) 
а=1 

у - = Л а у , а = Ч , 2 , . . . , . р ; y = y i + a / p , у = у ' " М я ~ 1 , / р . ' (Ю) 
а 

Условия устойчивости для них имеют вид 
т 1 т 1 

Таким образом, локально-одномерный явный метод позволяет увеличить шаг по 
^времени в р раз без увеличения объема вычислений. 

5. О м е т о д а х р а с щ е п л е н и я ' 

В [3]—[5], [7]—[9], [ И ] вопрос о точности экономичных схем, называемых ав
торами методами расщепления, сводится к исследованию многомерного разностного 
уравнения , связывающего значения уд и у п 1 на целых шагах , что резко сужает как 
класс уравнений, так и класс областей G, для которых применимы эти методы. 
Если для схем [7]—[9] этот путь естествен, то для схем [3]—[5], по нашему мнению, 

Л5олее естественным является метод, указанный в [10] и [12]. Дело в том, что в про
стейших случаях, рассмотренных в [3]—[5], алгоритмы [3] и [10] совпадают. В связи 
с этим следует отметить, что работы [3]—[5] стимулировали работы [10], [12] автора. 

В [3], [1,1] используются шеститочечные схемы 

УГа = \(«У*af""I" (I - = ) 2 / ' Ч ( а - » л ' ) , 0 < а < 1 . 

В [12] для р = 2, а = 0.5 показано, что эти схемы сходятся в среднем со ско
ростью 0 ( | | Ь 2 1 | ) + 0 ( | | т | | 2 ) на произвольной последовательности неравномерных сеток 
£ 0 ^ . При р^>2 ^указанная оценка- имеет место,^если выполнен принцип максимума. 

Покажем, что метод расщепления [7]—[9] сохраняет максимальный порядок точ
ности 0(/г 2) + 0 ( т 2 ) на произвольных неравномерных сетках Q 0 . Не ставя своей целью 

д а в а т ь обобщение этого метода для -общего уравнения (l . lo) и произвольного р , 
проведем изложение для случая с = 1, r^=0t g = 0, / = 0 и р = 2. Тогда схему [7] 
можно записать в виде 

2/ = 0 . 5 [Ai (yj + 2/*+1/«) + Л а ^ ] + \-хА1А2У1, у- = 0 . 5 Л а у + \ ( И ) 

оде А„у = (а„ (x,t- у) у- ) л , а определяется по формулам § 1, п. 3, причем в данном 
J h ха xOL \ 

^случае ка непрерывен и!са = ка (в [7 ]а а = к{~0-5^ и сетка coh равномерна). 

Метод применим для параллелепипеда G = {0 < ха ^ 1Л} и может быть обобщен 
Хсм. [7]) на случай областей, составленных из параллелепипедов. Второе уравнение 
пишется также при х± = 0, х± = 1± и используется для определения граничных значений 

J*+ ^ при х\ = 0, xi ~ Zi.-Исключая из (11) ? / + / z , получим 

2 / г = 0 . 5 Л ( ^ + 1 + ^ ) - ^ 2 Л 1 Л 2 2 / г (12) 

Отсюда для z находим 

. z_ = 0 . 5 A ( ^ ' + 1 + ^ ) - | - t 2 A i A 2 z r + ¥ ; ^ = 0,. z ( М ) = 0 , . • ' (13) 

• т 2 " • ' 
еде ¥ = 0 . 5 Л ( и т + и>) AiA aMT»— и-. На равномерной сетке Y = О (№)'+ О (т 2 ) . 

Н а неравномерной сетке Q 0 

1 , " • ~ ~ Т» 
• Т = У, ( | i a ) * Ф * = f + О (т 2) + О (ft2), ф = — i ЛхЛги- . (14) 

а = 1 
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Нетрудно убедиться в том, что ty=0(%2) на любой сетке Q 0 . Методы [14] й [17] 
позволяют без труда получить нужную априорную оценку для z при условии, что 
К а а)т1^ С 1 *' c i * = const > 0 . Умножая , к ак обычно, скалярно уравнение (12) на 
2xz-jH, получим 

2т || Z— |Р + / + 0.5т 3 (AiA a z- , zJ) = I * + 2т ( ¥ , z_). . (15) 

2 2 . 

I = j i+i = V (flJ+V* .(Zl+i)2]a > J * = 2 (CVz> (4 ) 2 3a' * = / j ( с м - нйже>, 
a = l - 'a=i 

которое отличается от обычных тождеств, рассматривавшихся нами ранее, появлени

ем члена 0.5T 3 (AiA 2 zp, zj). В [22], где была получена априорная оценка для за

дачи (13) на равномерной сетке, этот член преобразуется двукратным применением 

формулы Грина по направлениям х \ и х 2 . (Подстановки обращаются в нуль, так к ак 
2 - = 0 при Хр = 0, Хр = для Р=^=а.) Оценка [22] справедлива и в нашем случае

те (AiA 2 2u, z - ) > 0.5с! 2т 31| z - - _| | 2 — МЦ1 + /), 
если | ( a a ) - I < const при аф p. 

Преобразуем теперь 2т (я);, z_), учитывая, что* где if = if>i + г|;2, г|эа = ( fj , a )£ a , 

2т(а|)*, Z ^ X T H ^ P + . T I I Z - I I 2 . 

В результате получим энергетическое неравенство при | | т | | о < Т 0 : 

2 

( 1 - М ) / , < ( l + . M t ) ) r - 2 ^ A ) A ) T

R + Ж Т < II I I 2 + 1 1 -Ф * I I 2 + Т 4 II ЛхЛ 2 г г г Ц (16) 
' a = l ' '"" '. 

где . 

1 И = 2 Ма-
a = l 

Отсюда, по аналогии с [12] и § 2, находим 

. ' И z > , t) К м { II И (*, « II + №V (*\ -0II + It** (?, Oil + Т 2 ll'AiA2 W f|| } (17) 

при достаточно малом | |т | | о<т 0 . _ 

Тем самым доказано, что схема (И) сохраняет второй порядок точности на про
извольной неравномерной сетке Qo' ' 

1 :

 {\у_и\\<М{\\ПЦ + \\т*\\г) при .'||т||<т0. (18) 
.Отметим, что требования гладкости, предъявляемых к решению и = и(х, t) и коэф-, 

фициентам дифференциального уравнения, при которых справедливы оценки (17) и (18), 
возрастают с ростом числа измерений (см. [7]—[9], ср. с п. 1У §3) . Представляет ин
терес вопрос о возможности снять ограничение | ( a a ) - ^ |.<; const, при наличии кото
рого возникают сомнения по поводу применимости этого метода в случае разрывных 
коэффициентов и квазилинейных уравнений, когда /с а = ка\х, t, и). 

З а м е ч а н и е . В [2] предложена схема 1 

у- = Ах y.j+y? + Л 2 / , у- = A2yH1 -т , А2уг = хА2у-

первого порядка аппроксимации. Нетрудно показать, что схема 

, у = 0.5Aiy j + x / > + yj) + А2у{, у =0.bxA2yr 

приводит к уравнению (12) и, следовательно, имеет второй порядок точности. Д л я 
этой схемы справедливы оценки (17) и (18). 

Поступила в редакцию 
26.01.1963 
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