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Однородные разностные схемы, общее определение которых дано в [1], 
применительно к уравнениям параболического типа с одной пространст­
венной переменной рассматривались в [2] —[5]. Так как вопрос о сходи­
мости разностных схем сводится к вопросу об устойчивости решения 
линейного уравнения относительно его правой части, граничных и на­
чальных данных, то в [2] и [4] были, прежде всего, получены априор­
ные оценки, из которых и следует устойчивость. Особое внимание, как и в 
[1], уделялось выбору таких норм для оценки правой части разностного 
уравнения, которые позволили бы доказать сходимость однородных схем 
в классе разрывных коэффициентов дифференциального1 уравнения. В [3] 
априорные оценки, полученные в [2], использовались при доказательстве 
равномерной сходимости и оценке порядка точности однородных разно­
стных схем для линейного уравнения теплопроводности с разрывными 
коэффициентами. В [5] изучались однородные схемы для нелинейного 
уравнения (1) параболического типа с краевыми условиями I I I рода. -

В данной статье мы рассматриваем однородные схемы для квазилиней­
ных параболических уравнений с одной или несколькими пространствен­
ными переменными. В § 1 изучаются одномерные, а в § 2 -^-многомерные 
-задачи. В § 1 рассматривается уравнение теплопроводности с коэффициен­
том теплопроводности k- = k (х, t, и). В этом же параграфе уточняются 
основные априорные оценки [2] й [4] для четырехточечной неявной схемы 
(схемы с опережением) и шеститочечной симметричной неявной схемы, что 
позволяет, в частности, получить оценку порядка точности однородных 
схем для квазилинейных параболических уравнений с коэффициентами, 
имеющими движущиеся («косые») разрывы на конечном числе кривых х = 
= T ] V (t). При этом уточняются результаты работы [3], полученные для линей­
ного уравнения теплопроводности. 

Показано (п. 8, § 1), что существует однородная разностная схема, 
имеющая в классе разрывных коэффициентов для параболического уравнения 

, з 8 ,в = ^ ( М * . ^ + . Ф , 0 ^ - / ( * , « . » Й = . о 

тот же порядок точности, что и в классе гладких коэффициентов. 
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Напомним (см. [1], [3], [5]), что мы рассматриваем всюду однород­
ные разностные схемы сквозного счета, которые не меняются при переходе 
от гладких коэффициентов к разрывным коэффициентам дифференциаль­
ного уравнения и не предусматривают никаких изменений схемы в окре­
стности линий разрыва коэффициента теплопроводности. Все исследова­
ния проводятся для широкого класса схем, определяемых заданием шаблон­
ных функционалов (см. [1]) весьма общего вида, а также параметра ат 

0 < ; а < ; 1 (веса строки). 
Применяемые в [2] —[5] и здесь методы позволяют доказать сходив 

мость однородных разностных схем для системы параболических урав­
нений с разрывными коэффициентами. Для этого могут быть использованы 
полученные в [4] априорные оценки. * 

В §"2 рассматриваются неявные схемы с опережением, аппроксими­
рующие многомерное уравнение параболического типа. Проведенное по 
аналогии с одномерным случаем исследование позволяет доказать равно­
мерную сходимость и дать оценку порядка точности однородных схем в 
классе гладких и разрывных коэффициентов. Схемы частного вида для 
случая гладких коэффициентов рассматривались рядом авторов (их рабо­
ты цитировались в [6], см. также [7]). В заключение укажем, что для 
решения многомерного параболического уравнения использование неяв­
ных схем, рассмотренных в\§ 2, связано с большим объемом вычислений,, 
производимых для решения разностных уравнений. Е5 последние годы былг 
предложен ряд экономичных вычислительных схем для решения многомер­
ных задач. Применяемые нами -методы изучения сходимости позволяют: 
дать обоснование (доказать равномерную сходимость), в частности, так 
называемого метода дробных шагов (см. [8]). Этому вопросу будет по­
священа отдельная статья. . . 

§ 1. Одномерные параболические уравнения 

1. В в е д е н и е 
В [5] рассматривались однородные схемы сквозного .счета для нели­

нейного уравнения у 

^ = l ^ , t ) ^ + f { X , t , u ^ , ^ d (1) 

в области Д = (0<^х^1, O^t^T) и краевых условий I I I рода 

kd£ — 61(t)u = u1(t) при х = 0, 

kd£ + e2(t)u = u2(t) п р и * = 1. 

Полученные в [5] результаты обобщаются на случай краевых условий 
более общего вида: 

7 ди (, ди\ 

где q>s (£, и, g) (s = 1,2) — произвольные функции, удовлетворяющие ус­
ловиям 

дф дфх дф2 ^ \ду • л * / , ч 
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где Ci и с 2 — положительные постоянные. Простейшим примером условий 
подобного типа являются условия: 

kd£ = C1(t)d£ + e1(t)u + u1(t) щ>жХ = о, (5) 

- k

d £ = C2(t)d£+e2(t)u + u2(t) П р и * = 1. (57 

Физический смысл условия (5) ясен: на границе х = 0 имеется сосредо­
точенная теплоемкость величины Cr(t) и происходит теплообмен по закону 
Ньютона с внешней средой, имеющей температуру — иг (t) / вг,. 

Мы не имеем возможности здесь останавливаться на изучении задач 
с условиями (3). Отметим лишь, что построение разностых краевых ус­
ловий, имеющих второй порядок • аппроксимации, проводится по схеме, 
предложенной в [5]. Оценка влияния погрешности аппроксимации кра­
евых условий на точность решения разностной краевой задачи прово­
дится с помощью априорных оценок, аналогичных оценкам, полученным 
в [5] (теорема 1). 

Поскольку способ учета погрешности за счет аппроксимации краевых 
условий (2)'"( и тем самым (3)) указан в [5], то в дальнейшем мы для 
упрощения изложения ограничимся детальным изучением схем для за­
дач с граничными условиями I рода. 

Будем рассматривать в прямоугольнике Д (0 <^ х ^ 1 , 0 <^ t ^ Т) сле­
дующую задачу: 

3*2и = s(A(^f fB)^)-c(« f*)gJ (6) 
w(0, t) = иг (t), u(l,t) = u2 (*), v (7) 

и(х, 0) : = и0 (я), (8) 

/ с ( ^ Д , г г ) > с 1 > 0 , с ( ж , 0 > с 2 > 0 . (9) 
" дк df df 

Функции к (х, t, и) и / (я , t, и, р) имеют производные ^ , ~ ~ \ непре­

рывные относительно аргументов и и р*. . Функции к ( ж , t, и), / ( ж , t, и, р) и с ( ж , t) могут иметь разрывы I рода 
по переменным ( ж , t) на конечном числе дифференцируемых и попарно 
не пересекающихся кривых 1\, задаваемых уравнениями x = r\v(t), 
<v=l,2, . . . ,v 0 , 0 < t < Т , причем rjv, (0 < %(*) при v x < v 2 , г\г(t)>т]0(t)=l, 
Щч0 (t) < 4v 0+i (0 = 1 на отрезке 0 < t < Т. Обозначим, как обычно (см. [3], 
15]), через A v и Д области: 

• Av = M 0 ' < * < W 0 . 0 < * < 7 у v = 0,1,2,. , . , v 0 , 

А » = ( 1 » ( « ) < К Ч Щ ( 0 - : К К Л - д = '2л*-
Если коэффициент Л (ж, t, и) разрывен на кривой Х\ ( ж = r|v (f)), то на этой 

* При изучении сходимости решения разностных задач к заданному единствен­
ному решению и = и (< t) задачи (6)—(9) используется ограниченность производных 
к (x,t,u) и / (х, t, и, р) по и, р \ при этом мы имеем в виду возможность продолже­
ния надлежащим образом функций к, / вне области изменения аргументов и, p(u)t 

«соответствующих заданному решению и. 



606 А . А . Самарский 

кривой выполняются условия сопряжения 

[ t t ] v = 0, &|^JV = 0 при x = ^(t)% 0 < * < 7 \ , (10) 

где [M] v = гг (rjv (t) + 0, — и (T)V (0 — 0, *) = wn,v — к Л р У и т. д. 

Если rjv (г) = 0 для всех O^t^T, т. е. r] v(£) = const, то мы говорим, 
что k(x, t, и) имеет неподвижный разрыв. В общем случае при r]v (t)*=f= 0 
мы говорим,что к и̂ меет движущийся («косой») разрыв. 

I 

2. О д н о р о д н ы е р а з н о с т н ы е с х е м ы 

Пусть Q = (xi = ih, Ц = fx, i = 0,1, . . . ,N, j = 0,1,... Д , h = 1/N, 
x = T/К) — разностная сетка, Q — совокупность ее внутренних точек 
(xuij), ' 1 < * < # — 1, 1 < / < # ; ah =(xi = ih, i = 0,1,...,N), ©л = 

= (xi = г/г, i = 1,2,...,iV — 1) — сетка по x\ оот = (^ = j'-x, j = 0,1,... ,Г),.; 
coT = (fj = /т, / = 1,2,... Д ) — сетка no t. Сеточную функцию y\, заданную 
на Q или ее части, будем обозначать y(x,t) или просто у. В дальней­
шем используются обозначения 

У = У{х.,*з+1).=гУ'+1, У =У(х,*з)'=У', ,У±г = У ( з ± М ) , 
У-Х^(У - У{-{))1Ь, ух =(2/<+1)—2/)//г, УТ = (у ~ У)/г, г/, = 0.5 (г/- + г/я),.' 
так что (ау-)х = [аш (yUl — у{) — а{ (у{ — у^{)]/h2, 

N-l N • 

G/» v \ = 2 У&&, (У, v] = 2 
Дифференциальному уравнению (6) поставим в соответствие разност­

ную схему - . 
К,У = (аУх)^ + ф ( ^ ^ ( а ) , 2 / ( а ) , КаЧу))-Р{а)Уг> (11) 

где г;(а> = аг; 4- (1 — а) v, а — произвольный параметр, принимающий зна­
чения на отрезке O ^ a ^ l , / 

a = a(x,t,y*), у* = 0.5(у + у<-»),- № = a t + (l-*ft, t = t-^xy 

p = p(x,t), К (у) = гу о . 

Если a = 1, то SPhx У есть четырехточечная схема с опережением;, при 
a = 0.5 получаем шеститочечную неявную схему SPn^y. Схема З ^ г / о п ­
ределяется заданием параметра а и закона для вычисления коэффици­
ентов а, ф и р через коэффициенты дифференциального уравнения. Нам 
потребуются в дальнейшем следующие свойства коэффициентов а, ф и р: 

1) 0 < C ! < a < c ^ 0 < с 2 < р < с ^ , е с л й О < с 1 < Л < С 1 /

> 0 < . с 2 < с ( я 7 > 0 < ^ / ; 
2) а (х, t, и) — к (х, t, и) = O.bhk' (х, t,u) + 0 (h2), ах (х, t,u) = . 

= к' (x,t,u) + 0(h2), 

где штрих означает дифференцирование по х; 

3) ф (х, t, и /к (и)) — / (ж, t, и, и') = 0 (/г2); 
4) p(x,t) — c(x,t)^0(h2), 
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если к (ж, t, и), /"(ж, t, и, и'), с (ж, t) и решение и (ж, t) уравнения (6) диф­
ференцируемы достаточное число рая, например к имеет три .производ­
ные, / и с — по две производные, а и (ж, t) — четыре производные по ж. 
Условия 1) —4) оказываются достаточными, чтобы схема (11) имела вто^ 
рой порядок аппроксимации по ж. Конкретное представление а, ф и р че-, 
рез /с, / и с фактически не используется. Кроме того, мы требуем, что­
бы схема SPh^V была однородной схемой, т. е. ее коэффициенты вычис­
лялись по одному и тому же закону через коэффициенты дифференциаль­
ного уравнения во всех точках произвольной сетки для всего класса 
кусочно-непрерывных функций. В работе [1] был указан способ вычис­
ления коэффициентов схемы при помощи так называемых шаблонных 
функционалов 

Ah[\i(s)\ ( - 1 < К 0 ) , Fh [\i (s) ] ( - 0 . 5 < s < 0 . 5 ) 

по закону 

a(x,t, y*) = Ah[k(xr\-sh, t, y*)], p}(x,t) = Fh [c(x + sh,t*)}\ 

У {x, *, У, = Fh I/ (z +.-sh, t, zy, A,)]. 

Без ограничения общности будем считать A h и Fh каноническими функ­
ционалами, не зависящими от А, и обозначать их через А и F. Усло­
вия 1) —4) будут выполнены, если предположить: 

а) .4 [[i($)] — однородный неубывающий функционал первой степени 
имеющий дифференциалы до третьего порядка Am[\i,'f] (т = 1, 2, 3) и 
удовлетворяющий условиям 

A[i] = l, A1[s] = —0.5^ (A1[l,s] = A1[s]); 

б) F l\x{s)] —линейный неотрицательный функционал и 

F [1] = 1, F [s] = 0. 

Таким образом, семейство исходных схем 3*$ будет определяться 
заданием параметра а о [0,1] и класса шаблонных функционалов А и Fr 

удовлетворяющих условиям а) и б). Все последующие исследования 
относятсяко всему семейству исходных схем при 0.5 < J а<^1 . Факти­
чески нас интересуют лишь два значения параметра а: а = 0.5 и OL — \ 
Явные схемы (а = 0) мы не рассматриваем, 

Разностная схема с шаблонными функционалами (см. [1]) 
О 0.5 • s 

"АЩВ)\ =[;5J^]"V 'FIV(S)]= ^p(s)ds (12) 
-1 - 0 . 5 

обеспечивает, как будет показано ниже, наиболее высокий порядок точ­
ности в классе разрывных коэффициентов. При этом функцию / в (6) 
следует преобразовать к виду 

" и,2к^),. . в 

что всегда возможно, так как к^сг^>§, и в формуле (И) вместо X. 
пользоваться аппроксимацией 

Х(у) = aWyXt+ay-. • - (13) 
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В дальнейшем, говоря о схеме (12), мы будем иметь в виду и фор̂ -
мулу (13), 

Формулируем теперь разностную задачу^ соответствующую зада-? 
че ( 6 ) - ( 9 ) : 

. «№у = 0 в Q, . г(14) 

lj{0, t) = Ut (t), y(l,t) = U2{t) при * e C D T , \ 

У {x, 0) = U0 (X) П ри X <E (Hh. j (15) 

Из а) , б) и (9) получаем 

0 < C l < я , 0 < c 2 < p . (16) 

3. Р а з н о с т н а я . з а д а ч а д л я п о г р е ш н о с т и 

Решая задачу (14) — (16) вместо задачи (6) — (9), мы допускаем ошиб­
ку z = у —- и. Найдем условия для определения z. Подставляя у = z -\-и 
в (14) и учитывая (6), (7), (8) и (15), получим для z следующие условия: 

WLi =(а(х, t, у*) z-p - р ( \ + Q (z) = - Ч в Q, (17) 

z ( 0 , f ) = ' 0 , z ( l , * ) = 0 при (18) 

0) = 0 . при x e c o h , ' (19) 

Q(z)^(gZ^ + bzf) + dzla\ (20) 

g = * ^ , * = = 0.5 ( ,<-> + , ) . 

Черта сверху означает, что производные берутся при некоторых сред­
них значениях аргументов и и X (см. [5]). Правая часть W уравне? 
ния (17) есть, очевидно, погрешность аппроксимации схемы (14) на ^ре­
шении дифференциального уравнения -(6). 

Она определяется по формуле ' 

(21) 

Мы будем предполагать, что задача (6)—(10) имеет единственное, 
(непрерывное в Д решение и — и (ж, t) и выполнены 

У с л о в и я Аа:1) функция к (ж, t, и) имеет вторую производную по х, 
удовлетворяющую условию Липшица по х\ |2) функции f (x,i,u,X), 
•c'(x,t)f и" (xft) удовлетворяют условию Липшица по х\ 3) производные 
< Э т а - 1 с / д г т а - 1 , dmau/dtm(X удовлетворяют условию Липшица n o t , где 
жа = 2 при a = 0.5 и та = 1 при a =^=0.5. 

Если выполнены условия Аа в Д (или в некоторой фиксированной 
«окрестности точки (ж, £)), то нетрудно показать, что 

_ ( 2 при a = 0.5, л л ч 

W(x,t) = 0(h*) + 0 ( T ^ ) , m a = - (22) 
I 1 при a =f= и.о. 

/ 
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4. П р о с т е й ш а я а п р и о р н а я о ц е н к а 

Вопрос о сходимости и порядке точности разностной задачи (14) — 
(16) сводится к оценке решения задачи (17) — (21) через погрешность 
аппроксимации т. е. к доказательству устойчивости решения по пра­
вой части *Р. Для этой цели мы используем различные априорные 
оценки в зависимости от вида уравнения и свойств коэффициентов диф­
ференциального уравнения. Наиболее просто исследуется случай, когда 
к — к (х, t) не зависит от u(x,t) и функции к, f и с являются гладкими. 
Если k = k(x,t), то в формуле (20) g = 0, Рассмотрим неявную схему 
с опережением, т. е. при <х = 1. 

Пусть z = z (x,f) —• решение следующей задачи: 

pzT = (az-)x + b±zx + b2z- + dxz + d2z + if, / (23) 

ai+i)zx=$izt "4- °iz — v i П Р И x
 = ° . ~ ~ a z x — v 2 при а ? = а ^ = 1 , (24) 

,2,1 
). / ( 2 6 ) 

z (x, 0) = z0 (x), (25) 
° < ^ i < a , 0 < c 2 < p , | d s | < c 3 , | 6 s | < c 4 , s = 1,2, 
c s > 0 , g s > 0 , a s + £ s > c 5 > 0 , 6 1 + a 2 > c 6 > 0 . 

Краевые условия (24) получаются при разностной аппроксимации 
порядка О (/г2) краевых условий III рода (2) или условий (5) (см. [2] и 
[5]). В случае условий (2) $9 = О (h). Краевые условия I рода [z (0, t) == v x 

и z(l,t) = v2 следуют из (24) при замене в (24) vx на аг\и v 2 на a2v2 

и последующем предельном переходе ог—>оо и а 2 - > о о . 
Т е о р е м а 1. Решение задачи (23) — (26) устойчиво по правой части 
граничным данным v± и v 2 и начальным значениям z(x,0), так что 

при достаточно малом т < ^ т 0 и любом h имеет место оценка 
t _ 

||z(х, 0 ) | | 0 < Ж { 1 z (х, 0)||0 + + + М Г2 тJг|>(х, ?) |g"|V\ (27) 

где xQu М — постоянные, зависящие от съ . . ., с 6 и we зависящие от сетки; 
\vs{t)\ = max [v,(*')|, 5 = 1,2. 

Доказательство теоремы проводится методом, аналогичным ис­
пользуемому в теории дифференциальных уравнений, и основано на 
принципе максимума для (23). Введем новую функцию г;3', полагая г 3 ' = 
= i?J' (1 + Мт)?, где М — произвольная положительная постоянная, кото­
рую мы выберем позже. Для сеточной, функции v(x,t) получим условия: 

pvT— (av-)x = hvx + b2v- — dv + d2v + -ф; \ 
— - ~ . _ • _ г (28) 
&±vj — a(+1)vx •+ oxv = v x цри^ = 0, S2vT+ av--\- a2v = • v 2 при а? = l; J 

У (ж, 0) = z(x, 0), 
где 

p = PT, d = — + d2 = d2r, ^j = vj = VJT*, 

ЗВ = б в + » в Т М . " - » e = T » e , T = l ^ + ^ ) » * = "1.2. 

Формулируем условия для г;2. Умножая (28) на 2v и учитывая оче-

7 жвм и М Ф , № 4 
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видные тождества 

2v (av-)x = (a (v*)-)x - av2- - а ( + 1 ) ^ , 2v. vr = ( v \ + xv2

T> 

2v.vx = (v\-hvl, 2v.v-=[v\ + hv% 
получим 

p {v2}j _ { a {v*yx)x +Q(v) + 2dv\= 2v {bxvx + b2v~) + 2d2vv + 2v^, ^(29), 

f i {v*)-t - a{+1) ( v \ + 2o^ + B1 (v) = 2vxv при * = 0, , V 

S2 { v \ + a { v \ + 2~c2v* + R2 (v) = 2v2v щжх = х„ = 1, / ^ 9 ) 

Q(r) = . - ^ - r a o l - r ^ 1 ^ , 

. Ri (v) = (хЩ + ha(+1)vl) | x = 0 , R2 (») = [x%2v] + Aa^) l*=i-

Пользуясь известным неравенством | ab | ^ c0a2/2 + b*/2c0, где c 0 — 
произвольная положительная величина, получим 

2 I ( М х + b2v-) v I < (2c2 / C l ) v* + av\ + a(+1)vl, 2 \ $v | < с0г;2 + ф>/с 0, 

, •• 2 | S a » » I < 2ycsv* + 2 T C s | » - | . T | г^'| < 2 T (c 8 + 0.5c§/c,) г;2 + тс.т 8 ^-, 

где c # = c|/cj + c 3 + 0.5c0. Таким образом, правая часть уравнения (29) 
мажорируется выражением -> 

2 [т (с, + 0 . 5 # О + " с ф - с 3 ] г;2 + г^г; 2- + ^ 2 / с 0 

и вместо (29) можно написать неравенство 

Р ( ^ 2 ) Г — ( ^ 2 ) ^ ) х + Т ( ^2 — тс J z;f + 2сг,г;2 < ^ / с 0 , ( 2 9 " ) 

где = (с2М — с3 — О.бсз/с^) у — с # . Выберем теперь Л/ таким, чтобы 
^> 0. Это условие будет выполнено, если т достаточно мало 

(т<^т 0), а М достаточно велико (М^>М^): 

< T ; = t ( 1 - § - ) > м > м ' * 
(с 3 + с J с* + 0.5с2 

с2с^ 
(30) 

(выбирая, например, М = 2М^, получим т 0 <^ 0.5с2/с*). Отсюда следует, 
что с2 — xct ^> 0 и ч 

р И г - ( « ^ и + Ч ^ Ч # о - (31) 

Пользуясь оценкой 2 | vsz\ ^ c0z2
 - f - V s / c 0 (s = 1, 2), где с 0 — произволь­

ная положительная величина, получим: 

$ 1 ( v \ ^ a i + 1 ) ( v \ + 2at*v2^v2/c0 п р и * = 0, ч 

i 2 H r + a(2;2)- + 262*2;2<v^/c/o при з = 1, J ^ i 

где бх* = б х — 0.5с0, а2* = б 2 — 0.5с0. 1 

Потребуем теперь, чтобы с3*^т^^>0 (s==l ,2) , где т\ — некоторая 
заданная постоянная. Это условие будет выполнено, если т<с^т0 (с5, с0, m j , 
Л/^> М ^ ^> Q. Учитывая (30) и обозначая т 0 наименьшее из т 0 и т0, 
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наибольшее из М\ и получим , ^ 

^ > 0 , а 1 * > / т г ; > 0 , c 2 . > m # > 0 при т < т 0 , м > А Г ? > 0 . (32) 

Представим г; в виде суммы v = -(- г;<2) + г;<3> + Г Д е — реше­
ние уравнения (28) с однородными граничными и начальными условия­
ми, —решение однородного уравнения (гр = 0) с однородными гра­
ничными условиями (vx = v 2 = 0 ) и начальным условием г;<2> (х> 0) = z (х, 0), 
гИ3) — решение задачи (28) при v 2 = 0, i|) =• 0, г?<3) (х, 0) = 0, а г>№ — реше­
ние задачи (28) при vj = 0, г|) = 0, у^(х, 0); = 0. 

Функция (г; ( 1 ))2 > 0 может достигать максимального значендя только 
во внутренних точках сетки £2. В самом деле, предположим, например, 
что она достигает максимума в точке (0, t). Тогда Щ 0^®, ^ х , о ^ 0 
в этой точке и условие (31') дает 2m^w2(0, t) <^0, что невозможно.^ 

Фиксируем некоторое t e t o T . Пусть w(x,t) — (v^)2^>0 принимает нацт 
большее значение при х = х^щ\ тогда — (<2co^)x^>0 в точке (x,t) ц 
неравенство (31) дает 

I | < || |g + т I ф 11 с в , с 0 = с 0с 2/(1 +Мх). 
Отсюда следует, что . 

t ... -

и1}(̂ *)11о<(4- s ^п*(^'01ё) 1 / я-' 

Функция г;<2) (#,£), очевидно, не может иметь максимума ни внутри Q, 
ни при х = 0 или ж = 1 , т. е. , 

, l l ^ 2 ) ( ^ 0 l l o < N ( x , 0 ) | | o . 

Функция г;<3) (ж, £) может иметь максимум только в некоторой точке 
(0, t) границы. В этой точке Wj Q ^> 0, ю*. о ^ О , Г Д е w = (#(3))2> и первое 
из неравенств (31') дает 

И 8 ) ( М ) 1 К 'r^— |vx(g)l> где | ^ ( 0 | = max | ^ ( 0 | . 

Аналогично оценивается || г;(4) ||0. Собирая все оценки и возвращаясь 
к исходной'функции zi — vi (1'+ Мх)\ получим неравенство (27). Заме**, 
тим, что с 0, с0, следует выбрать так, чтобы постоянная М в (27) 
была минимальной. Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е . ^Теорема 1 и оценка (27), очевидно, верны для первой 
краевой задачи 

z(0,t) = vl9 2 ( 1 , 0 = v 2 > 

в чем можно убедиться, совершив указанный выше предельный переход 
или повторяя доказательство теоремы, которое в данном случае упро^ 
гцается. 

5. У л у ч ш е н н ы е а п р и о р н ы е о ц е н к и д л я с х е м ы 
с о п е р е ж е н и е м 

В этом пункте мы, следуя методу, изложенному в [2], получим ряд 
новых оценок для четырехточечной схемы с опережением. Улучшенные 

7* 
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оценки позволят в дальнейшем, в частности, уточнить порядок точности 
однородных схем в случае движущихся разрывов (ср. [3]) . 

Рассмотрим следующую задачу: 

?zt = (azx)x + Q (z) + ' . •' (33) 

Q ( z ) = {8ii*)x + (8 А + j + (?2iz)- + hzx + b2z- +dlZ + d2z, (34) 

a i + 1 ) z x — $ l Z r +
 31Z

 ~~ V l П Р И X = °- ~ C L Z x = = <̂ 2ZF + °2Z _ V2 при Ж = 1, (35) 

z(.r,0) = z 0 (x) , . (36) 

где р = р ( ж ^ ) , a = a(x,fj, ф = - ф ( М ) , = &л(ж, bs==bs(t), 
ds = ds(t), &s = &s(t), as = as(t), vs = vs(t) (s, k = 1, 2) суть заданные 
сеточные функции. Коэффициенты задачи удовлетворяют условиям; 

0 < C i < a , 0 < с 2 < р , К | < с 3 , | & 8 | < с 4 , | g S k | < c 8 (s,k = l,2),\ 
a s > 0 , б 1 + б 2 > с в > 0 , ; 0 < c , A < » „ / ( 3 7 ) 

I P r K c e , • 1 ( » . ) г 1 < с . » „ « = 1 , 2 , (38) 

где сх — с9 — положительные постоянные, не зависящие от А и т. 
Введем новую функцию v, полагая 

где М ^ > 0 — произвольная постоянная. Для г; получим условия: 

-9vT-(avJx + dv = W = ^+Q1(v)f . . (39) 

a^vx = %гут -f- exv + v x при .я? = 0, ] 
- - - (40) 

• — a ? - = + <з2г> — v 2 при x = 1, J 

i 7 (3 ,0 ) ;= s ( s , 0 ) = z0(aO, (41) 

<?1 И = fell*)* + ( i A + (ft2»)5 + (£21*)* + M x + V * t (42) 
где 

P = PT» d = p M — dj , d2 = d2ty g8k = g8k-r,."%s=:%9-V> 

6 s = a s + M r l 8 , .r = l / ( l + ^ ) , ^ = г | Я ( 1 + M t ) " V 

vi = vj (1 + M t ) " j ( 5 д = 1,2). 

При дальнейшем изложении мы следуем работе [2 ] , в ряде мест 
уточняя полученные там оценки. Умножая уравнение (39) и краевые 
условия (40) на v • v 2 . . . v2m~x = v*71, где an = 2 n — 1, получим для 
га 
27 = v2n задачу: 

р \ - { ™ х ) х (а(У2+а^)(У2
 + T p ( y 2 ) ^ + V + (43) 

n ' " 
-\- 2 dv = 2 V nW (уравнение л-го ранга), 
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71 _ П _ П г , ( /ЛГ \2 /ft Х2\ 
a ( + D ^ = + 2%г; + 2 2 7 1 -" - 1 \ha+to\vx) + т» Д^) ) va"~a*+* + (44) 

+ 2%?*" при x = 0, 

- av- = g2lT + 2n'c2v + 2 2 , ^ (ha ( * Л 2 + т£ 2 (* г)*) t^-'+i — . (44') 

— 2 n v 2 z; a n при * = 1, 

1ф,0)=Л(я,0) , (45) 
Ik (к k\ к (к к Л V 
\v-=\v — v]/x, v- = \v—vK L,J/h . и т. д./* 

Умножая уравнение (43) на /г, суммируя по внутренним точкам 
x==h, 2/г, . . ., (N — l)h сетки {ол и учитывая (44), (44'), приходим к ин­
тегральному тождеству #-го ранга 

1 р , £ ] г + 2 / п + > п + ^^ (46) 

где 

[р ,» ] = (р, ») + # i » 0 + ffs»w, [<*, »] = (d , ») + ( 1 — —Л (а^0 4- a2vN), 
(47) 

/ п = (а, (V-1)2] + 2 2"-*- 2 {(« (У'; + [а(«? £ ) 2 , г Л г - Ц } + 
ft=0 

_ п _ п 
+ <5iV0+$2vN,. ' (48) 

Л \ 2 

к=о (49) 
( г ; 0 ^г ; (0 ,0 , ^ = v (1, t), a n = 2 n - l ) . . 

Отметим, что в формуле (17) из § 2 работы [2] пропущено слагаемое 

6i^o + °2vN» Однако на последующих рассуждениях и результатах ра­
боты это не сказалось. 

Дальнейшие рассуждения посвящены мажорантной оценке стоящих 
п 

в правой части (46) выражений через (1, v) и / п . При этом использо­
ван произвол в выборе постоянной М. Мы пользуемся вытекающей 
из леммы 1* работы [2] оценкой 

п п 

г ; < 4 ~ — +—\\Уа v- 2 < М / П , (50) 
с6 сг 

где М^^>0 постоянная, зависящая* только от с± и с 6 , неравенством 
Гёльдера ' г , 

I[/ .Ч?1 Г<£1,1/IT*[1,1Ч>Г1'/в. 7 + ! Т = 1 ' * > 0 ' я>о. С 5 1 ) 
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и неравенством 
т т т 

П С £ * < 2 ^ > г д е ^ > 0 , с * > 0 , . 2 (*л = 1. ( 5 2 ) 

Заметим, прежде всего, что в силу условий (37) — (38) 
V у 

| [ p R , » ] | < M [ J , »],•'. где М = с 8/с 2 . (53) 
Рассмотрим теперь выражение 

2" »"»] = 2" (ф, V " ) + 2 n v x < " + 2 n v 2 ^". 

В зависимости от выбора нормы для г|) возможны два типа оценок 
для суммы 2п(г|), van): 

4 ) - 2 n | ( t > v a n ) ' J < 2 n ( * 2 n , l ) ^ n ( l > ) i - ^ w < 2 n ( l , v ) + ( l , ^ 2 n ) ; (54) 

2) выберем для i|) норму 

l i t Ik = Й | | з + |(Ф,1)|, l|*|3 = | h | 2 , ^ t) ( Ж ) = S • 

Введем функцию rj, полагая 

4 j = *» . s = V - — l )A = s i V _ 1 , - ч о ^ 0 » 

и воспользуемся -формулой суммирования по частям (см. [4]): 

(»»», ^ ) = ( » e » , Т1-) =̂= — (л, (г»"»)») + ^ л д г - ! , % _ х 

Для (v0171)^ в л[2] была найдена формула 

П - 1 д. 

(^П)* = 2 ( г И + 1 0 а ^ а п ~ а * + Ч . (55) 
А : = 0 

Пользуясь неравенствами (50) —(52), получим 

2" I (т|, (»"»)x)I < - | = S (I p < + 1 ) Г* I v I""-1-"* IЧI, У^ 1 * 1'P'I"""1""* I »J)< 

' < М ^ Э Д - 1 ^ I TJ ||2 2 = T = = ( 2 " ^ (a<+1>, I » 1 " - ^ * (?S)8))V' < 

• . • < / ^ - v 2 - . 2 " + 1 л / ^ - 1 / 2 ? г с Г ^ и л |j2. 
Отсюда, в силу (52), следует 

2n\{r\,(van)x)\<ih + (M2nM2r, (56) 

где М = М (съ с6) — положительная постоянная, зависящая от сг и с 6 . 
Мы рассматриваем здесь более общий класс краевых условий, чем 

в п. 4, так как допускаем один из случаев а± = О, $ х = 0 или — О (А); 
з 2 = О,. -# 2 = 0 или <g1 = 0 (h)i 
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Учитывая неравенства 

2" I v , i # I < £ / . + (М • Т | v. |)«", 2" | .т,̂ ,# К т *п + W • 2" I. Л I ) 2 " 
При б 2 = О, 

2̂ 1 v 2 ^ n | < 2 % ^ + {М | v 2 | ) 2 П при G 2 > С 6 > О, 

а также (54), (56), получим оценки' 

. 2" | | < 2 П [ 1 , ?] + М 2 П H I | L l t d . = ffinl + 2е'"I vx I + 2 Е г П I v 2 1, 

_ ' ( 5 7 ) 

2 n | [ ^ ^ » ] [ < ^ / n + (M.2 n | |T | ) | 5r, (58) 

где e s = 1 при a s = 0, s = 1, 2, e s = 0 при a s > c 6 > 0 , 8 x + e 2 = 1, 

1Ж15 = Й | 4 + К | + Ы , [ i ; » ] = ( i , » ) + 6 i ? 0 + e 2 » w . 

Перейдем теперь к оценке выражения 2 п ((? 1 (г>), г>а™). Рассмотрим 

сначала слагаемое 2п (b1vx-\-b2v-, van), Из неравенств [а< + 1 ) , v " " - 1 ^ 2 ) ^ 

2" | ( М х . I < 2% (V, | » Г»-11 vx I) < | / п + М • 2п (1 Л) 

сразу видно, что 

2" | ( V x + hv-, va") I < \ J n + M - 2 " (1, »), м = M (cu Ci,«,) > 0. (59) 

He требует пояснений оценка 

2 n I (52, ^ a " ) I < 2 % (1,2) + c 3 (1, v). (60) 

Наибольшие трудности представляет оценка остальных слагаемых в вы­
ражений 2п (Q± (v), van). Без ограничения общности можно считать, что 
g 2 2 = 0 при х = 0, х = XN—Ъ а Sii = 0 при х = h, х = xN =А. Если эти 
условия не выполнены, то, полагая, например, g = g* + -4# -f- £ (0, £)> 
где 4̂ = [g (̂ ;v—i, '*) — g (0, £)] / А, получим g* = 0 при х — 0 и # = i-

. При этом изменятся на» ограниченные величины коэффициенты при г;-
и v для (g2 2z;)- (при г;х и v для ( g u ^ ) x ) . 

Формула суммирования по частям (см. [2]) дает 

((g22*>b = — (g22^, {v.an)x) (g 2 2 = 0 при х = 0, х = х^). 

Подставим сюда выражение7 (55) для (van)x: 

2n\((gnv)i, г Л * ) | < ^ 2 ( 1 , » ) V « . ( « ( + 1 ) ( U 8 , ^ " - a * + ^ < 
J '1 A--.U 

, < ^ - / п + М - 2 2 П ( 1 , » ) , ; M = M ( C l , c 6 ) > 0 . 

Аналогично находим 

2 n | ( ( g n » ) „ w e » ) | < - f / n . + M . 2 8 n ( l , » ) , л/ = л/(С1>С5)>о. 
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Если при х = О и х — 1 заданы краевые условия I рода v0 = О, 
vN — О, то 

V 

2 П | ( Ы ; , *"*)|= 2 " | ( 1 ; " » ) я ) | : < - | - / п + Л Г . 2 п ( 1 , » ) + Ж ' ( Р , р), 
где М = М ( с ь с 6) > О, М ' = А / (с 2) > 0. Аналогичная оценка получается 
и для 2 " | ( ( ^ ) я , гЛ») | . . 

Собирая все полученные выше оценки, приходим к следующим 
неравенствам: 

а) если все gsk == 0,f s, k = 1, 2, то 

2 п | № г А ] ^ (61) 

2 n I [Y , i ; e »] I < / я + Af! - J2n [ 1 , + ( A f a 2 n Ц ^ (в)** (62) 
/ n / n \ _ n n \ 
\[U v]=[l1vJ + a1v0+C2VN); 

б) если g 1 2 — §21 = 0, то 

2 * | [ ¥ , 2 A ] | < / n ^ (63) 
в) если v0 = vN = О, то 

2 " | [ ¥ / г ; а « ] | < / п + Ж 1 . 2 2 п [ 1 ^ ] + ( М 2 . 2 п Й | | 5 Г + М з [ р ^ ] , (64) 

где Мъ M2, M3 — положительные постоянные, зависящие только от с ь 

с 2 > с 3 > с 4 » с 5 > с 6 » 

Выберем теперь М так, чтобы в случае а) 

М — d1 (1 + Жт) — М х (1 + Mr) > М — (с 3 + Мг) (1 + Мт) > 0. 

Для этого достаточно потребовать, чтобы выполнялись условия 

X < Т 0 , где Т 0 < c ^ M i - X , М > с3 + М х . (65) 

В случае б) (ив)) следует положить М = М*-2п. Из (65) видно, 
что при любом п ^ 1 и M * ^> c 3 - f - М х будем иметь 

. - т о < 1 

2 ( c 8 + ^ i ) " 

Отметим, что т 0 не зависит от п (ср. с [2] ) . 
Обращаясь теперь к тождеству п-то ранга (46) и учитывая (53), 

(61) — (64), получим следующие интегральные неравенства: 

.ах) [ р , £ ] + . т / п < ( 1 + М ^ (66) 
V 

а ? ) [ p , » ] + . T / n < ( l + A f T ) [ p , p ] + ( M 2 . 2 n | ^ l 5 ) 8 n ; . (67) 

б), в) [р, » ] + т / п < ( 1 + М т ) [ ? , . » ] + М 8 . 2 " Й | | 5 Г ( M = ' A f . 2 " ) . ( 6 8 ) 

Отсюда находим 
t п t || пи 

[р, v ( x , t ) ] + 2 - г / „ ( О < ^ { [ р ( ^ 0 ) , * ( z , 0 ) ] + M f 2 * W ( * > O l l i 4 (69) 
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и, соответственно, 
* t 

lp (х, t), I {x, t)] + S t / n (0 < M
 {[P 0), v (x, 0)] + (70) 

i-i II l!2rh 

+ . ( M , . 2 T 2 tb(x,olh}.. 
if

 r J Возвращаемся теперь к исходной функции z f = ^ ( l + M r ) ^ Тогда 
из неравенств (69) и (70) найдем , 

п п г ' II п || n l / 2 n 

ai) # n ( * ) < ^ i f P ( M ) , z (x ,0 ) ] 1 / 2 +М2 2 *Ь (ж, Oil* , (71) 

a2) Я я ( ( )<^[р (г ,0) ,г (х ) 0)1 ] Л ЧД.-2 Я [2 Tfl^^.OifT2 - " (72) 
Lt'=x J 

б), в) Я п ( 0 < ^ 2 П [ р ( ^ , 0 ) , 2 ( х , 0 ) ] 1 / 2 + М 2 - 2 п в ^ - Л п [ 2 ^ И ( х , 0 | ] , (73) 
где 

. n—l - . l ^ 7 1 

Hn (t) = [p (x, t), z {x, t)f* + 2 Tj У a (x, f) z- (x, *') If 1 , 
L r = T J 

= Ik l̂L + о Д , + °2*N, = Ю + (2 £ l> 1 |+2 £ 2"|v 2 |) 2". 

Все постоянные M в (71) — (73) и ниже положительны и зависят 
только от с ь . . . , с 7 . Явное их выражение через с3 мы не выписываем. 
Будем, как правило, также опускать индексы у постоянных М. 

Т е о р е м а 2. Если выполнены условия 

gsk = 0, s, к = i , 2 , (74) 

то для решения z = z(x,t) задачи (33) — (38) справедливы равномерные 
оценки ' • ; 

\\z(x, t) ||о < М J 0) ||0 + М || ф (я, 01|5 In 5 i - Л , и г < т 0 , л<Ло,- (75) , 

|| 2 (ж, 01| 0 < М || z (х, 0) ||0 + М ЩхЩ I n 5 - ! при х < т;, (76) 

где 6 = 1 •+ е > 0 — любое число, h0= h0(e), х0'=х0' (е), 

• '||г|з(ж,г)||5 = m a x flip (я ,* ' ) Не» 

h0 и х0 — достаточно малые величины, а х0 определяется из условий (65). 
1°. Докажем сначала (75). Если г|? = 0, v x "= v 2 = 0, то (72) дает: 

[рЛ},2ПКМ[р(х,0)Л(х,0)]112П. 
Отсюда следует / 

\\z(x,t)\\o^M\\z(x,0)\\0. (77) 

Если z(x ,0) = 0, то из (72) следует 

\z(x,t)l^M.2nh-*n№(x,t)\ 
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Выбирая теперь n — n(h) в зависимости от h так, чтобы 

b g 2 х п 1 

: г < 2 < loga-^- п р и й < Ъ 0 ( 6 ) , 
elog 2 log 2 

(78) 

1 1 1 
где е > 0 — любое число, и учитывая, что п-\-~^ log 2 ТГ ̂  ^ log 2 log 2 ~у 

1 + e), находим 

z (x, t) ||0 < M || ф '(я, 016 l n 5

x при h < Л о , t < r 0 , . (79) 

Объединяя (77) и (79), получим неравенство (75). 
. 2°. Для доказательства оценки (76) воспользуемся (72) и неравенствами 

ч | п I ' / п п Ц — п—1||2\ || / п—1 1(2 

\z\oKM\GiZ0 + e2zN + \\Va zx\\2) == М\\Уa М = М ( с ь с 6 ) , 

2 r\\nz(x,t'i0^M 2 t l K a n z j | . (80) 

Достаточно ограничиться случаем z(x,0) = 0. Из (72) и (80) следует: 

(2 т | | ^ ( Ж , 0 ! |о ) < М - 2 1 4 , ( 3 , * ) ! . , \\z(x,t)\\0^M.2nr-^n\\^(x,t)l. 

Выбирая теперь п = п(х) по аналогии с (78), получим 

Иz(x,t)Но < 1ЩЩх~ЩБ1п5-^ • при т < т / . 

З а м е ч а н и е . Из (72) при п = 1 следует оцерка в среднем 

| | 2 ( ^ ,0 | | 2<^ | | 2 (х ,0 ) | | 2 + мГ2 т||г|)(М')11 

В случае первой краевой задачи z0 = zN = 0 

1г(а;,г ) | | 2<М | 2(а5 , 0 ) ' | 1 + .мГ2.т|я|,(а;,*')| 

1/2 

nl /2 

при т < т 0 . (81) 

при т < т 0 , (8Г) 

если gsk=f=0^ s, k = 1, 2. 
Т е о р е м а 3. Если выполнены условия (74) и б 2 = 0, /по для -решения 

z = z(x,t) задачи (33) — (38) выполняются равномерные оценки: 

1 z (х, *) | | 0 < М (I z (х, 0) ||0 + 1|* (а**) ||0 + ГМОГ) + М I М 0 Т 1 п 5 Т ^ 
при т < т 0 ) h<h0, 

\z (х, t) I < М ( Iz (х, 0)||0 + \\Ц(Х, t)||о + | v x (*) |) + М | v 2 (t) |ln« - при т < т 0 , 
(82') 

где 

||г|).(М)|1о = max I - ф О М ' ) L |v s(^)- | = m a x | v 8 ( * ' ) | , s = l , 2 , 6 > l . 

1°. Пусть v 2 (£) == 0; тогда в (71) можно совершить предельный пе­
реход при п—>оо, учитывая при этом, что т 0 и постоянные, входящие 
в (71), не зависят от м, а / г и т фиксированы. Учитывая затем, что 

1|Ш2П<1Ж1о + l v i l> получим'(82) при v 2 = 0. 
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2°, Пусть у± = 0, г|) = О, z(x, 0) = 0; тогда из (71) следует 

выбирая теперь n = n(h) согласно (78), находим 

h z{x, 0 | о < Л Г 1 ^ а ( 0 | Ь 8 4 - п р и u</>0> t < r f f . 

Отсюда и из 1° следует (82). 
3°. Для доказательства (82') воспользуемся (54) при v x = г|) = z (х, 0) == 0 

и (80). Из (71) и (80) следует 

Выбирая п = п (т) по аналогии с (78), получим 

1 
\\z(x,t)\\0^M\v2{t)\lii* — n p . H t < v Т 

З а м е ч а н и е . Теорема 1 доказана при условиях $s + 6 s ^ > c ^ > 0 , 
^ i + 6 2 ^ c 6 > 0 , C 5 S ^ 0 , $ s ^ > 0 , 5 = 1,2. Теорема 3 верна, например, 
в случае, когда $ 2 + <з2 = 0 или <g2 + s 2 = ^СО и > следовательно, нельзя 
воспользоваться теоремой 1. . 

Т е о р е м а 4. Пусть выполнены условия 

gl2 = §21 = 0. ! 

Тогда для решения задачи (33) — (38) справедливы оценки 

J z (я, 01|0< -{М х || z (ж, 0)||0 + М 2 1 г К М ) |U ехр(мз | / l n -1) ^ т < т0> /г < Ъ 0 , _ (83) 

\\z(x, *) Цо < W В« (ж, 0 ) It + . АГ а Ц tF^T*) IU} е х р ( л Г 8 j / " ^ - ^ ) V < 8 4 ) 

4°. Из (73) при любом п находим 

\\z(x,t)l^e«^%-^n(\\z(x,0)\\0 + M.2n\\^^i)._ (85) 

Рассмотрим теперь выражение 

2 П ехр (М• 2 П + Ы \ j 2П) = е х р (м.2n + In ^ / 2 П - я In 2) . . 

Из условия Л / . 2 п ~ 1 п ( 1 / / г ) / 2 п видно, что 2 n ~ } Л п (1 /А) . / j^M. 
Выбирая соответствующим образом n = n(h) — 1п1п(1//г), получим 

М• 2 n + In (1//г)/2п — w In 2 < М 3 ] Л п (1 //г) при достаточно малом / г < / г 0 . 
Отсюда и из (85) вытекает неравенство (83). 

2°. Оценка (84) получается аналогично, если учесть (80), Она имеет 
место при любых значениях Ь: 

З а м е ч а н и е 1. Теорема 4 верна в случае краевых условий I рода 
{z0 = 0, zN = 0), если даже условия g12 = g21 = 0 не выполняются. 

З а м е ч а н и е 2. Полагая в (73) п = 1, нетрудно убедиться в том, 
что для решения задачи (33) — (38) имеет место оценка в среднем 

• || z (x,t) || 2 < МI z (х, 0) ||2 + М 2 II Ф С*. ОI 

Она сохраняется и в том* случае, когда gsk=J=0, s, k = 1,2. 

t 
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Все априорные оценки в этом пункте получены в предположении 
лишь ограниченности коэффициентов a, bs, ds, gsk; поэтому они могут 
быть использованы для доказательства сходимости в случае движущихся 
(косых) разрывов коэффициентов дифференциального уравнения (6)~ 

6. А п р и о р н ы е о ц е н к и д л я ш е с т и т о ч е ч н о й с х е м ы 

В [2] и [4] рассматривалась задача . , • • 

M,z = pzT - (az-)f -Q(z) = $ (0.5 < а < 1), 1 (86) 

lxz = (a(+l)zx — 6 i z ) ( a ) ~ S^j = v x при x == 0; 

l2Z = (az- + 02z)(ct)+ S2Zj = — V 2 при.а; = 1; . (87) 

z(z, 0) = s 0 (z), (88) 

Q (z) = b i i^ + & 1 2 z x + & 2 2 z- + fc21z- + dxz + d 2z, (89) 

0 < c 1 < a . < c ] L , 0 < c 2 < p , | d s | < c 3 , | b s f c K « 4 r 

c s > 0 , 6 1 + a 2 > c 5 > 0 , 5 , /с = l, 2, (90) 

| a T | < c 6 , | ( 6 s ) r | < c 7 a s , 0 < c 8 f e < £ s < c 9 . (91) 

Были получены априорные оценки: 
t 

.1) l | 2 ( ^ i ) | | o < ^ { | | ^ ( ^ 0 ) | 2 + ( ^ т И ^ ^ О Ц ) 7 2 } . (92) 

где.' H i t = И Ь + I vx I/V^-b I v a I / V^i ; . 
2) если г|з = V a ) . v s = v(

s

a\ s = 1, 2, z (ж, 0) = z 0 (ж) = . 0, то 
t 

\\z(x, t)||0<M|Й(^0)||5+ ,t(x, ot+fS t ( H ( x , i ' ) « 5 . + «%(^0| 5.) 2f}-b-
+ M Г 2 т 1 y(x, t') ||1,/2 > M = о при 6 s f t = 0. (93) 

Li'-~ 1 

Здесь 1 ф (x, *) ||6 = H(x , 01|4 + I vx I + I v21, ||5. = 1 %, + \vi\+\v2\r 

11^«4 = !^|1з + | ( ^ 1 ) | , I H . = HJ|B. + I№. 1 ) I . fl^H^ 1 H « = Nk> 
X . 

ч (x) = 2 hty(x'). 
x'—h iK ' 

Покажем, что оценка (93) может быть улучшена, если bsk удовлетво­
ряют условию Липшица по t: 

К Ц - | < с ю - (94) 

Т е о р е м а 5. Пусть z (х, t) — решение задачи (86) — (91), где 
ц = ^ \ v s = v< a ), Q (z) = (blZx + b2z~){a) + dlZ + d2z, I bs j < c 4. (95) 

Если выполнены условия 

•\{bs)j\<c109 0 .5 < a < l , »s + c 5 s > c # > 0 , 8 = 1, 2, (96) 4 
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що при достаточно малом t < ^ t 0 ч 

t 

| Z (х, t) ||„ < М { К (х, 0) ||5+Н (х, t) \.Ц 2 ( { х , t) ||5.+1 ̂  (х, t') IffY. 
(97) 

Для неявной схемы при а = 1 справедлива оценка 

1 z (х, t \ < № {|| ф (х, 0) ||5,+1 $ (х, t) 2 t ( Й (х, *')(HS*4-1 % О Ц,.)8]''} • 
(98) 

Представим z в виде суммы 'z — \i + v + где г# — решение стацио­
нарной задачи (аг^)* • = — -ф, ада , 0 — 1̂̂ 0 = vi> a^wx, N + °2̂ iv = — v 2 , 
a fx и v определяются условиями 

= ч> 1ф = hp = — ^ (я> 0) = — и? (ж, 0), (99) 

= гхг;=0, /2г; = 0, v (х, 0) = 0, (100) 

П = ĉ w + d2w — pwT, г) == biwx + 62ггь. 

В работе [4] показано, что 

•!Ч;<м!Н., H l i < M H I U 1 к ? 1 < м Й г « 6 . > 1К«о< 1̂&«> 
|^-|| 2<мй| 5. (loi) 

Для оценки [х (х, t) воспользуемся '(92), а для г; — неравенством (93), 
учитывая при этом (101) и очевидные неравенства || г) ||2 <^ М (|] я|э'||, + || ||5.)> 

Для fx получим (93) при М = 0, а дляТг; (97) при я|)(ж, 0) = 0. Собирая 
оценки для [х и v, приходим к (97). 

В-^случае а = 1 представим |х в виде суммы |х = jx + [х, где (х — решение 
задачи (99) сначальным условием |х (х, 0) = 0, а |х находим из условий 
&hx\i = 0, /х[х == Z2|x = 0, fx (х,0) = —w (х,,0). Применяя теперь теорему 1, 
получим 

Й * . 0 1 о < ^ 1 М * . 0 ) | | 0 ^М| |^ (х ,0 ) | | 5 , . 

Поэтому для р,, так же как и для v, имеет место неравенство (98). 
З а м е ч а н и е . Если Q (z) имеет вид (89) и выполнены условия (94), то 

имеет место оценка того же типа, что и (97); при этом вместо \\ty\\5* + ||%||5* 
ж од знаком суммы будет стоять выражение || г|) ||6„ -f~ || г|)-|| ^ + т || г|э ||5. 

7. О т о ч н о с т и в к л а с с е р а з р ы в н ы х к о э ф ф и ц и е н т о в 

Чтобы установить порядок точности схемы (14) — (16), достаточно 
воспользоваться одной из априорных оценок, полученных в п. 5 и п. 6. 
М ы будем рассматривать наряду с (1) и (6) следующие уравнения 
параболического типа: 

&3u=£(k(x,t)^) + r(x,t)£+f(x,t,u,£)=0, 

= £ (*(*. *> £) + f.{*. t, и, U) -с(х, t)% = 0. 
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Присоединяя к. уравнению д^8и = 0 (s =1, 2, 3, 4) условия (7) — (10)^ 
мы получим задачу, которую обозначим (Is a )). Соответствующую разно­
стную задачу, которая формулируется по аналогии с (14) — (16) (в случае 
(li^) см. [5]), будем обозначать (I±s a )). Наконец, задачу для z = у — ж 
обозначим ( l l l s a ) ) . 

Для упрощения формулировок, вместо слов «решение задачи (П^а)) рав­
номерно сходится к решению- задачи (1{

5

а)) и имеет порядок точности 
О (hm) + О (т)», будем говорить: «схема (П£а)) равномерно сходится со 
скоростью 0(hm) + 0(т)». Всюду рассматриваются только безусловно 
устойчивые схемы, т. е. 0 . 5 ^ a < М . Все утверждения, если это не? 
оговаривается, относятся ко всему семейству схем. 

Т е о р е м а 6. Однородные разностные схемы (IJ^ a )), 5 = 1,3, 4, равно­
мерно сходятся со скоростью О (h2) - f О (тШ а) при 0.5 <^ а ^ 1 (та •= 2 
а = 0.5 и та = 1 при а =̂ = 0.5), если условия А а выполнены во всей области Д„ 
точнее, при достаточно малом т < ^ т 0 имеет место оценка 

| | г / ~ г г | | 0 < М ( / г 2 + т т а ) , (102) 

где М — постоянная, не зависящая от h и т. Для схемы (П^) (n/щ а = 1) 
выполняются оценки 

\\y-ul2<::M(h2 + T) при Т < Т 0 , (103) 

II2/ — ^ Но < м (^ 2 _ Р < / г > + ^ 1 _ р ( т ) ) п / Л т < т 0 , Л < Л 0 , (Ю4> 

где р (А) ~ 1 /] /1п(1//г)->0 при / г 0 , р(т) ~ 1 /У1п(1/т) - > 0 при х->0. 
Неравенство (102) следует из (92), а (103) и (104) — из (83) — (85) 

(теорема 4). 
Перейдем теперь к вопросу о точности в классе разрывных коэф­

фициентов. Будем различать два случая: а) все разрывы неподвижные 
(HP), т. е. T]'v (t) ==-0 для v = 1, 2, . . . , v 0 ; б) по крайней мере один разрыв 
движущийся (ДР), т. е* т]̂  (t) =f= 0 хотя бы для одного v = 1 % 2, . * *, vQi-
В [5] дана оценка точности схемы (Ili a )) в случае H P . При этом пред^ 
полагалось, что условия А а выполнены в каждой из областей A v и, кроме 
того, предельные значения функций k, к', к", и', и", и", д2и/дх ^удовлет ­
воряют вдоль каждой из прямых Г у (v = 1, 2, . . . , v 0) условиям Липшица 
цо t. Показано (теорема 4 в [5]), что 

| | y - » | | o < M ( f t X l + . t m a ) п р и т < т 0 , .' (105) 

гдех! = 0.5 длявсего семейства схем, а х ! = 1.5 —для схемы (12)—(13)^ 
Из теоремы 5 и оценок для погрешности аппроксимации вблизи линии 
разрыва, проведенных в [5], следует 

Т е о р е м а 7. Разностная схема (11^)^ классе коэффициентов уравне­
ния д^и — О, имеющих неподвижные разрывы, равномерно сходится со 
скоростью О (/г*2) -f- О (т), т. е. 

\\у — u K M ( h X 2 + х) п р и т < т о> 

где к2 = А для всего семейства схем ,(И(1)), х 2 = 2 для схемы (12)—(13)г 

если коэффициент r(x,t) удовлетворяет условию Липшица по t в " Д У г 

v = 1, 2 , . . . , v 0 . 
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Из (106) видно, что схема (12) имеем в случае разрывных коэффициентов 
(HP) ту же точность, что и в случае гладких коэффициентов. 

Пользуясь теоремой 4, нетрудно показать, что схема (И^) в случае H P 
сходится в среднем со скоростью О (hKl) + О (т) и сходится равномерно 
со скоростью 0(hXi~i>{h)) + a(xl'~p{% т. е. 

II У - И Но < м (ьщ~р {h) + *г~р'(Т)) П Р И h < ь>> х < *<>. 

где р(Щ~1/УЫ(Щ, р(х)~1/УЩ1М-
Для ,схемы (П 2

а ) ) при.а=/=1 не удается доказать равномерную схо­
димость даже в классе гладких коэффициентов. 

Рассмотрим теперь вопрос о сходимости и порядке точности в классе 
коэффициентов, имеющих движущиеся разрывы (ДР). Всюду предпо­
лагается, что в каждой из областей A v выполнены условия А а . Сходи-
кость доказана только для схем и I I ^ (ос = 1). Будем предполагать, 
что с (х, t) может иметь только неподвижные разрывы. В работе [3] 
была доказана сходимость для частного случая схемы (III1*) при 
/ = / (х, t) — q (х, t) и, q ^> 0. Теоремы 2 и 4 позволяют, во-первых, уточнить 
оценку порядка точности, полученную в [3], и, во-вторых, доказать 
следующую теорему: 

Т е о р е м а 8. Разностные схемы (П^) и (Неравномерно сходятся 
в классе коэффициентов, имеющих движущиеся разрывы, так что имеют 
место оценки: ' 

1) для схемы (III1*) 
' \У — Цъ<М[^щЫъ^- + т 1 п * у ) при h<h0, т < т 0 ; 

2) для схемы (И^) ' 

\\у — u\\0^M(hx*~Pih)+ %1-p(T)) npuh<h0, т < т 0 , 

где щ = 0.5 для всего семейства схем, х 3 = 1 для схемы (12), (13), 
р(/г)~1/|/1п(1//г), р ( т )~1 / ] /1п(1 / т ) , б>1 . 

Для доказательства теоремы 8 следует повторить все рассуждения, 
проведенные в [3], уточняя при этом при помощи теорем 2 и 4 леммы 2, 3 
и 4 работы [3]. 

П р и м е ч а н и е . Все результаты этого пункта, в соответствии с [5], 
сохраняют силу и в случае краевых условий более общего вида (например, 
для (2) и (5)). Нет необходимости останавливаться на доказательстве 
соответствующих теорем. Укажем лишь, что априорные оценки (теоремы 
1—5) получены для краевых условий весьма общего вида, а способ 
написания разностных краевых условий с порядком аппроксимации 
О ( / г 2 ) + О (тШ а) изложен в [5]. 

Мы не останавливаемся здесь на вопросе о методах решения нелиней­
ных разностных уравнений для схем (Ill a ) ) , (Ilj^), (Из 0) (см. [5]). 

§ .2. Многомерные параболические уравнения 

1. П о с т а н о в к а задачи^ 

Пусть х = J x i , . . . , xv) — точка /^-мерного пространства с координатами 
xl9 . . ,, хр, G — {0 <J x a < ^ la, а = 1, 2,.» . , р} — /^-мерный параллелепипед 
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с границей G = G — T, QT = G х [ 0 < t <Т], QT = G х ( О < г < Т ) . 
В цилиндре QT ищется решение следующей задачи: 

^^t)^=^LaU + f[x,t,u,^.,...,-^-), ( * , O e Q T , (1). 

а = 1 Р 

и | г = (*ег, о < г < > ) , (2) 

0) = К' 0(ж), a ? £ G , * (3) 
где 

L«a = -£r(k«(x>
 :t>*)-e-) > (4) 

а \ а 

с (ж, *) = с(хъ х2, . . . , Жр, О, & а = ka(xy t, и), f = /(ж, и, , . . , Я р ) ? 

X = X (ж> О» й о 0*0 — заданные функции. Будем предполагать, что 

*, в) > Ci > О, " * ) > с а > 0 ; (5) 

Аа^(х, Z, в) и /(ж, £, в, ^ i , . . . , имеют непрерывные производные по 
гг, . . . , Я р . Если коэффициент /са = ка (х, в) имеет разрыв I рода 
на плоскости ха = £ а = const, то выполняются условия сопряжения 

непрерывность и и & a - J j - - j • 

I ^ ] a = В . . . , Ха—ij Ха -f- 0, ^ a + i > • • • > #р> — 

— и(хъ . . . , Ха-ъ — 0, Z a + 1 , . . . , Ж р , 0 = 0, (6) 

^ = 0, Ха = 

Мы, как обычно, предполагаем, что задача (1) — (5) имеет единствен­
ное решение, непрерывное в QT и имеющее нужное по ходу изложения 
число производных. Ниже используются 

У с л о в и я А: 1) решение задачи (1) — (5) имеет равномерно огра­
ниченные внутри QT производные дАи/дх^, d2u/dt2, a == 1, 2, . . . , р\ 
2) функции с (х, t), ка (ж, t, и), /(ж, t, гг, къ . . . , Хр) имеют равномерно 
ограниченные в QT производные d2c/dx2

t, д3ка/дх^, d2fjdx2

ti a = 1, 2, . . . , p. 

У с л о в и я Б: если с, к и / имеют конечное число разрывов I рода 
на гиперплоскостях ха = g (

a

s ) = const, 5 = 1 , 2 , . . . , m a , a = 1, 2, . . . , 
то д^и/дха, d2u/dt2, d2c/dx2

ai d2f/dxl, dsk0L/dxl равномерно ограничены 
внутри каждой из областей, на которые разбивается QT этими гипер­
плоскостями. 

Эти условия являются достаточными для доказательства теорем 
о точности рассматриваемых ниже разностных схем и в ряде случаев 
могут быть заменены более слабыми требованиями. Однако мы не ставим 
здесь своей целью, проведение исследований при минимальных требова­
ниях к решению и коэффициентам задачи (1) — (5). Это потребовало бы 
усложнения методов исследования и выходит за рамки данной статьи. 

2. Р а з н о с т н ы е с е т к и и с е т о ч н ы е ф у н к ц и и 

Проводя плоскости х^ = iaha, г а = 0, 1, . . . , Na, a = 1, 2, . . . , р, 

^ =-la/Na, разобьем область G на параллелепипеды с вершинами в точках 
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Zi= (х{^\ ...., х { а а ) у . . . , Z p t p ) ) . Введем обозначения (oh= {x^G}, щ = {XK=G}, 

Отрезок 0 < £ < Г точками ^ = / -т, / = 0 , 1 , . ' . . , i f f разобьем на К 
интервалов длины х = Т/К. Пусть сот = {tj== / • т е [ 0 < ^ Г ] } , со т = {^=/ . .т , 
/ = 1,2, . . . . 0"= COftX С О т = { (Жг ,^ )е<?т} , ^ = ( 0 ^ Х Ш т = { 7(Жг, ^ ) е ^ т } — 
пространственно-временная сетка. В дальнейшем, как правило, будем 
пользоваться безындексной системой обозначений, полагая 

х ^ = х 

t = tj+u t = t h y = y(x,t) = y (xu t i + 1 ) = yi+i, 

УШ в )=-У(я ( ±Ч«). 

N , - 1 ^ a - l 

(глГ') = S J Z - ^ I - • • fcp= 2 ^I-- 2 A«-• • 2. 
(uh it~l г а = 1 i p = l 

(y» ^ l a = 2 Ai- • • 2 2 h * .2. • • 2 А РУ 4 *>Ь 
4=1 *a—1=1' *а=1 *а+1=1 * p = l , 

где ?/ и г; — любые функции, заданные на сетке Q. Для оценки сеточных 
функций мы пользуемся следующими нормами (ср. § 1): 

1У1 = Ш&Х\У\,; 1У1 = {\У\%1?° *ш1У1а = (\у\',л$в, 0 = i , 2 , 

||2/|1за='|Ла112» ' Л а О М ) ' = 2 2/(^1,. . . , Ж а - 1 , Ж а + 1 , . . .. . , Хр, t)kai 

Р 

- . П г/ Из = ' П ' • 
а = 1 

3. О д н о р о д н ы е р а з н о с т н ы е с х е м ы 

Рассмотрим неявные однородные схемы с опережением, которые 
будем строить по аналогии с одномерным случаем р = 1. Введем шаблонные 
функционалы A { C L ) [ц (s)], a = 1, 2, . . . , />, s = (зъ s2, . . . , s p), определен­
ные в классе кусочно-непрерывных функций [x(s), заданных в ^-мерном 
параллелепипеде — 0 . 5 ^ ^ ^ 0 . 5 , P=f=a, — 1 < > а < ; 0 . Для простоты 
считаем, что А { а ) не зависят от hlf... , й р , т. е. рассматриваем канони­
ческие функционалы (и канонические схемы). Будем предполагать, что 
^ ( а ) [И-] — неубывающий ( Л ( а ) [|i2] ^ ( а ) [Hal при |Л 2 > На), нормированный 
(А^) [1] z=z 1), однородный функционал первой степони (^4(a>[qx] = сА{а) 

c = c o n s t > 0 ) , имеющий дифференциал третьего порядка и удовлетво­
ряющий условиям А[а) [spj = 0 при р =£=a, ^4ia) [sa] = — 0.5, где А[а) [ц] = 
= ^4i a ) [ l , rj] — первый дифференциал функционала Л ( а ) [|х] в точке р, = 1. 
Разностному оператору £агг ставим в соответствие семейство однородных 

3 Ж В М и М Ф , № 4 
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трехточечных разностных схем 

Л«У = К (х, t\ у*) y - J X a , у" = 0.5 ( j / - 1 ^ + 2/), (7), 

коэффициенты которых определяем с помощью функционала А (*> по закону 

аа = аа (х, J , г/*) = А { а ) [ка (хг+ sxhl9 . . . , ха+ saha, . . . ;ухр+ sp/*p, *, г/*)]. (8) 

Нетрудно убедиться, что схема Аау, в силу сделанных выше предполо­
жений относительно ^4(ос), имеет второй порядок аппроксимации: 

v 
Ааи — Ьаи = О (/г2), где /г2 = 2 А а - (9) 

Простейшим семейством схем Л аг/ являются схемы 9 коэффициенты 
которых вычисляются при помощи функционала A[\i(sa)]9 где V ( s a ) — 
функция одной переменной s a , — 1 ^ 5 a ^ 0 , так что 

йа. = А [ка . . . , жа—f> жа -f- 5 а/г а, жа-и» . . . , xv,t, ?/*)], (8') 

Здесь A [fx (sa)] — шаблонный функционал, использовханный в § 1, 
п. 2, для построения одномерных разностных схем второго порядка 
аппроксимации. Очевидно, что 

\ A[li.(sa)) = A{a)[li(P, 0 , . . - . , 0 , 5 a , 0 , , . ' . , 0 ) ] . 

Для аппроксимации на сетке функции / (х, /,"гг, Х ь . . . , Я р ) мы, по 
аналогии со случаем = 1 (§1 , п. 2), пользуемся линейными функцио­
налами 

F[\i{s)]^FlVL(sl9...9sp)h - 0 . 5 < s a < 0 . 5 , a = l , 2 , . . . f j P f 

предполагая, что [(х (5).] > 0 при .jx (5) > 0, ^ [1] == 1, F [sa] = 0, 
a = Г, 2, р. Функции f'(x, t, и, Xl9 .. . , Xv) ставим в соответствие 
сеточную функцию 
Ф .= Ф ( я , *, к Д ь . . . Д р ) = F [/ + 5 А , . . . , Xp + Sphp, t, и, Xl9... , l p ) ] , 

ч

 р (Ю) 

ф(ж, t9 и, Х19 . . . , %v) — f(x9 t, и, h l 9 , . . , hp) = 0(h2), h 2 = — 2 A t 
a = 1 

Аналогом одномерной канонической схемы (12), § 1 (см. [1]), в случае 
Р^>1 является, в частности, схема с шаблонным функционалом вида 

А{а)Ц1 (Sl7 . . . , SV)] = Вр% [А*а [Ii (Sl9 . . . , S p ) ] ] , | 

. . '->HLс,...."i (11> 

где v Bpl1[K](s1, . . .., sa—i, S a + i , •• • • » sp)] — линейный нормированный 
\Bpli [1] = 1), неотрицательный (B{pl± [rj] J> 0 при rj ^> 0) функционал, 
определенный в классе кусочно-непрЬрывных функций (р — 1)-го пере­
менного, заданных внутри (р — 1)-мерного куба — 0.5 ^ s$ <^ 0.5, р =^OL\ 
Р = 1, 2, . . . , a — Г, a -f- 1, . . . , р. При этом -Bp^i удовлетворяет условию 

: • ^ - i ^ ] = 0 при З ф а , Р = 1, 2, . . . , а - 1 , а + 1 , 

Например, 5 ^ [т|] == 1, или 
0.5 0.5 0.5 0.5 ' ' . 

[Г] ] = ^ ^ А ? а - 1 ^ c k a + 1 . . . ^ cfepT) (5Х. •. . . , S a + 1 , . . . , 5 р ) . 
-0.5 -0.5 -0.5 -0-5 

file:///Bpli
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0.5 

/ - / ( х, t,%u, дх^, . . . , , . . . , 

Аналогом одномерного функционала F [\i (s)] = Д \х (s) ds является функ­
ционал _ j 5 

0.5 ' 0.5 

F[]i (s)] = ^ d S l . . ., ^ dspji ( s b . . , 5 Р ) . (12) 
-0 .5 -0 .5 -

В [5] было выяснено, что для построения разностных схем, обладаю­
щих максимальной точностью в классе разрывных коэффициентов, 
целесообразно функцию / преобразовать к виду 

f = f ( x , t , u , 2 k 1 ^ , . . . , 2 k p ^ ) , (13)' 

что всегда возможно, так , как / с а ^ > С ! > 0 . Поток 2/с а -^- при этом 

аппроксимируем выражением 

K(y) = a^1«)yXa + aay-a~lUu) = 2ka£- . (14) 

Наряду с этим мы будем рассматривать и схемы, для которых 
v 1 i 

dw 5м 

М У ) = У. = 0 . 5 ( ^ + у-)~Я° а (в) = - ^ - , , / (15) 

4. Р а з н о с т н а я к р а е в а я з а д а ч а 

Перейдем к формулировке разностной задачи, соответствующей исход­
ной задаче (1) —(5). Найти сеточную функцию y(x,t), определенную 
в Q и удовлетворяющую уравнению ; 

руТ = Лу + ф (X, t, у, ^ (2/), , . . , %v (у)) в , (16) 

граничному условию 
У = %(х> 0 при ж е т , г е « т (17) 

ш начальному условию 

г/(я, 0) = И 0 (ж) при t = 0, а;есоЛ. (18) 
Здесь 

Р 1 

Ay X 2 Л а у , Л а г/ = ( а а (ж, ^ г/*) y~JXoi, (19) 

%а{у) определяется одним из выражений (14) или (15), р = р (х, t) = 
= F [с(хг + * А , xv + 5 р /г р , *)], 

Пусть и — решение задачи (1) —(5), у — решение задачи (16) — (19). 
Найдем уравнение для погрешности z = у — и. Подставляя у = z + и 
в (16) и проводя рассуждения по аналогии с § 1, п. 4, получим 

p Z j =~Az — dz + Q(z) + ^ (20) 

* = 0, я G соЛ > j (21) z = 0 при Ж ( 
2 = 0 При 

Р 

Л 2 = 2 Л а 2 , A a z = (а а (х, t, у*) z - J ^ , (22) 
а=1 8* 
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Q(*)-= 2&(*). &(з) = ^ М * ) + ( * Л в , - (23) 
0L=1 

7 д(р , dtp даа. 

Черта сверху указывает, что производные берутся при некоторых средних 
значениях аргументов и, Ха. Погрешность аппроксимации имеет вид: 

р 
Ц= 2 [ К (ж, t, и*) и$*а— - А - (ка (х, t, и) А - ) ] _ (х, 0 » г — с (х, it) | ? ] + 

+ [<р(я, г, и, ^ ( и ) , . . . Д р ( и ) ) — / (ж, г, к Д ? ( и ) , . . . . , Яр(и))] . 

Коэффициенты а а , р, d, 6 а, g a в силу условий на / , с, / с а , и ограничены: 

« a > C i > 0 , p > C 2 > 0 , | ( * | < С 8 , | 6 a | < C 4 , | g a | < С 5 , (24) 

где с ь с 2 , с 3 , с 4 , с 5 — положительные постоянные, не зависящие от fta и т« 
(и = и (ж,; £)— заданное решение задачи (1) — (5); вне области изменения 
и, Я а (и) можно определить к (х, ty и)> f (х, t, и,Хъ . . . Д р ) так, чтобы дх/ди9 

df/ди, d / / o d a ( a = 1, . . ., /?) были ограничены.) 
Если выполнены условия А (§ 2, п. 1), то 

y = 0(h2) + 0(r) или | | Н < # ( й 2 + *)". (25) 

5. А п р и о р н ы е о ц е н к и 

Для выяснения порядка точности схемы (16) надо оценить решение 
задачи (20) — (24) через погрешность аппроксимации. Мы рассмотрим 
задачу более общего вида: 

pzT = Az + Q (z) + в (26) 

z = 0̂  при ж е г , z = 0 при t == о, ^ е ^ , (27) 

р 

• ' A z = 2 ( ^ - а ) х а ~ ^ , (28) 

- а = 1 
Р ' 

£ (z)= 2 fca + й а 2 - а + (g$z)Xa + ( g g ) 2 ) - a + (g<«>^a +G&>£)- ] + <U 
, <x=l 

_ _ '(29) 

9 > c i > 0. . > c i > ° > I <*„ | < c s, l | ba[< c 3 , I 6 a | < c 3 , I-g<«> | < c 4 , 
«,* = ! , 2, « = i , . . . , / > . (30.) 

Будем предполагать, что 
| P f l < < V (3D 

Т е о р е м а 9. Если 
•gfi?.= 0, s0 к == 1, 2, a = (32) 

mo решения задачи (26)— (30) имеет место равномерная оценка 

\?(х,г)Ъ^М№(х,Щщ>*х<х0, , (33) 
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где , . ''• • •"' 'i; 

М = М(съ с 2, с 3), |Ц) (ж, Во — - max \\q(x,t')\\Q. ;; 
<т<1'<*) 

Если, к/кше того, выполнено условие (31), т о при достаточно малых 
f < т 0 и h<^h0 справедливо неравенство 

1 z (ж, 0 ||о < t ) ||3а 14 (1 / Я ) , а = 1, 2 , . . . , р , ^ (34) 

где Н --= hi.. .hp, а (х, t) ||3а дается в п. 1, 6 > 1. 
Т е о р е м а 10. Пусть,z(x,t) — решение задачи (26)— (31). Тогда при 

достаточно малом т < 4 0 имеет место оценка в среднем 

}z(x,t)\\2^M[^ Т И.(*,*') & ] ' ' . ' • ( 3 5> 
t'=x 

где а — любое из чисел ос = 1, 2, . . . , р. Если, кроме того, h<^h0 доста­
точно мало и = g№ = 0, mo 

I W * , *)||о< Af IIф (х, 0 | | 3 аехр ( М ] / In (1 / # ) ) , H = hx..,h^ (36) 

Эти теоремы являются простым обобщением теорем 2 и 4, доказан­
ных в § 1. Метод их доказательства тот же, что и для р = 1, несколько 
усложняется лишь изложения. Сначала проводится преобразование 
zj ±= vj (1 -f Мх)\ Для г; получим туже задачу (26) —(30), причем коэф­
фициент di >:Af* > 0, если т < т 0 , где М * — любое наперед заданное 
число; при этом М выражается через М* й постоянные сх — с 5 . Чтобы 
упростить изложение, будем предполагать, что такое преобразование 
уже выполнено v и сохраним для искомой функции прежнее обозначе­
ние z. По аналогий с одномерным случаем напишем интегральное 

п 
тождество 72-го ранга для функции z = z2n: 

(р, % + 2 2 /<а) + 2 ^ a ) . + 2 n (di, z) = 2 n 0 F , za-) + (Pj, z), (37) 
a=i a=i 

V = Q(z)+% e ^ T ^ r ^ i p ^ ) 2 , ^ 1 ) , (38) 
A - 0 

/<?> = (a, тр»-*-2{(«а (I-/, 2

a « - ^ - + i ) +

 5 ; (ЗУ) 

Интегральное неравенство n-го ранга и все оценки правой части про­
водятся так же, как и в п. 5 § 1 для р .?= 1. Так как здесь мы рас^ 
сматриваем первую краевую задачу, то рассуждения заметно упро­
щаются. ЭДы не будем, во избежание ненужных повторений (с § 1), 
приводить доказательства теорем 9 и 10. 

Следует отметить, что конкретный вид области G (параллелепипед) 
при выводе тождества п-то ранга не используется. Это *ке тождество 
справедливо на прямоугольной сетке ( О / ^ аппроксимирующей произ­
вольную область G, v 
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' Перейдем теперь к выяснению вопроса об устойчивости решения 
уравнения (26) относительно граничных и начальных данных. 

Уравнение первого ранга имеет вид 

pwj — Aw + R (z) + 2dxw = 2zQ (z) + 2zty (w = z 2 ) , 

( 4 0 ) 

Для этого уравнения в случае g№ = 0 имеет место принцип макси­
мума, и потому.справедлива 

Т е о р е м а 11. Если g№•= 0, s, k = 1, 2, а = 1, 2, . . . , р, mo решение 
уравнения (26), определенное в Q, устойчиво относительно правой частиг 

начальных и граничных значений, так что при достаточно малом т < ^ т а 

выполняется неравенство 

2 %№(х, (41) \z(x, t)||о < М х ( | | z ( x , 0) 1]0—|— I Z ( Ж , *)||о, у) + М 2 

где т0 и Мъ М2 — положительные постоянные, зависящие только от Ci 
и >т, г = 1, . . . . , 4, \\z(x, t)\\0t у = шах | z (х, f) |. 

Доказательство этой теоремы проводится по аналогии с доказатель­
ством теоремы 1. Поэтому нет необходимости на нем останавливаться, 

Заметим, что первое утверждение (33) теоремы 3 следует из (41). 
Рассмотрим теперь общее уравнение (26), когда gW=f=0. Его реше­

ние представим в виде суммы z = v-\-w, где г; и w определяются усло­
виями 

v-t-iAv + d1v = Q1(v) + q, (42) 

V = Z при а ; £ Т , < : £ й т ' , V (х, 0) = Z (х, 0) при х 6 © ^ 

Q i (v) = 2 + Ъ-а) = Q{v)- Q, (v), 
а = 1 

w-t — Лгг; + d x w = Q (w) + Q2 (w), 

w = 0 п р и б е г , * е с о т , 0 ) = 0 п р и ^ е © ^ 

Для v(x,i), очевидно, имеет место оценка (41). Чтобы оценить w9 

используем интегральное тождество n-го ранга (37). Входящие в пра­
вую часть этого тождества члены вида 2п ((gv)X(x, wan) преобразуем так: 

2 " ( Ь ) % , wa") = -2n(gv,{wan)-x), а п = 2 « - 1 . 

Отсюда, пользуясь формулой для [и?71)- , найдем 

• 2n\{{gv)Xa, wa")\^2nM{l,w) + ±№ + ( М . 2 > | | 0 ) 

В результате приходим к следующим оценкам: 

\w(x, l)l<M]v(x, t)j0, ^ у ( 4 3 ) 

1 w (х, t) ||о < М || v (х, t) ||о ехр (М Vln (1 / Н)), H-l4...hJ 



\ 

О сходимости и точности однородных разностных схем 631 

I z (х, t)||2 < М|||z (х, 0) ||о + 1 z (x,t) ||о, у + 

2) при достаточно малых т < ^ т 0 и h<^h0 

2 *номж (44) 

\\z{x, 0 l l o < ^ { | | z ( * , 0) | ] 0 +. | |z(x, * ) | | 0 , Y + \\Ц(х, ^)| |з а}ехр(М^1п(1/Я)).(45) 

Вторая оценка содержит множитель, зависящий от Н = h1. . .7гр. 
Она будет использована при выяснении вопроса о равномерной схо 
димости разностных схем, соответствующих квазилинейным уравнениям 
параболического типа с коэффициентом теплопроводности k = к(х, t, и) 
зависящим от искомой функции и = и(х, t). , 

6. О с х о д и м о с т и и п о р я д к е т о ч н о с т и о д н о р о д н ы х с х е м 
д л я к в а сЗ и л и н е й н о г о у р а в н е н и я 

Вернемся теперь к задаче (20) — (24). Она является частным слу­
чаем задачи (26) — (30), рассмотренной в п. 5. Поэтому мы можем 
воспользоваться полученными в п. 5 априорными оценками и сразу 
формулируем ряд теорем о сходимости и порядке точности решения 
задачи (16)—(19). При этом основное внимание обращается на дока­
зательство равномерной сходимости. 

Т е о р е м а 13. Если условия А выполнены в и ka — ka(x,t) не 
зависит ом и, то решение у = у (х, t) задачи (16) — (19) равномерно 
сходится к решению и = и(х, t) задачи (1) — (5) при независимом стрем­
лении ha (ос = 1, . . . , р) и х к нулю так, что при достаточно малом 
т < т 0 

. ly-u\\0^M(h2 + x), h* = ±j^hl (46) ~ 
^ ос=1 

Т е о р е м а 14. Если условия А выполнены в QT и ка = ка(х, t, и) 
зависит от и, то решение задачи- (16) — (19) сходится к решению за­
дачи (1) — (5) так, что <• 

1) при достаточно малом т < 4 0 

1 У — U ||2 < М (h2 + Т) (сходимость в среднем) ] . (47) 

2) при достаточно малых х<^т0 и h<^h0 

II У — и'||о < Мг (h2 + Т) ехр (М2 } Л п (1 / Я ) ) (равномерная сходимость). (48) 

Обе теоремы справедливы для любого р ^> 1. Оценку (48) не удается 
улучшить даже ддя р = 1. 

Для доказательства теоремы (13) достаточно ворпользоваться усло­
вием (25) и оценкой (33) теоремы 9. Теорема 14 следует из теоремы 12 
и (25). 

Комбинируя (41) и (43), убеждаемся в том, что справедлива сле­
дующая 

Т е ' о р е м а 12. Пусть z (х, t) — решение уравнения (26), определенное 
на сетке Q. Если выполнены условия (30) и (31), то имеют место не­
равенства: t 

1) при достаточно малом т < ^ т 0 

V»] 



632 А. А. Самарский 

Априорные оценки (34), (35) и (44), (45) (теоремы 9, 10, 12) позво­
ляют доказать сходимость разностной схемы (16) в случае разрывных 
коэффициентов /са и / , так как эти оценки получены в предположении 
лишь ограниченности коэффициентов уравнения (1). Предположим, что 
коэффициент ka(x,t,u) имеет конечное число разрывов I рода при 
%<х = £ а = const. Тогда вдоль гиперплоскости ха — £ а выполняются усло­
вия сопряжения (5), а схема • Л а и , как мы видели в [1], [3], [5], не 
аппроксимирует оператор Ьаи в окрестности ха = | а . Достаточно рас­
смотреть случай, когда, например, коэффициент кл(х, t, и) имеет разрыв 
при хг = 1г = х^ + 0^!, 0 < 6Х < 1, " х^ = n-Jt-L. Будем предполагать, 
что в каждой из областей, на которые гиперплоскость х± = \ х делит 
цилиндр QTy выполняются условия А , т. е. имеют место условия Б . При 
вычислении погрешности аппроксимации в точках хП1=(х^\ х2, xv) 
и хщ+1= (х{^1+1\ х2, . . . , xv) достаточно ограничиться изучением сла­
гаемого 

гр! = Аги— Ьли 

(для простоты предположим, что с(х, t) и / непрерывны при хг — £х), 
так как — $г = Q (h2) Q (т) в точках ж . = х П 1 и х = x n i + i . 

Кроме того, имеем г|) = (?(/г2) + Q (г) всюду в Q, кроме точек (хщ, t) 
и (Жщ+i , t)y где ^ G ( o T . Замечая, что ^ есть погрешность аппроксимации 
одномерной* схемы Аги, и пользуясь результатами работ [1] и [5], получим: 

1) . M i К , 0 - О (1), я]?!-^, 0 + я |5 1 (ж П 1 + 1 , t) = О (1) (49) 

для произвольной схемы из определенного в п. 2 исходного семейства 
разностных схем, • . -

2) ( a ^ , 0 = 0(1), ^(ж П 1 , 0 + ^ i ( ^ + i , t) = 0(k1) (50) 

для наилучших схем, определяемых шаблонными функционалами вида 
(11) или (12). 

Из (25), (49) — (50) следует: 
для любой схемы (16) , " 

*i ф (хщ, t) = О (1), г|) (хПп t) + q (хщ+1у t) = 0(1) (51) 

для схемы (И) —(12) 

К^(хП1У1) = 0(кг), Ц(хЩу t) + ty(xni4\-1,t) = 0(h1). (52) 

Если функции f (х, t, и, Х ь . . . , Хр) и с (х, t) тоже имеют разрывы 
I рода при xt = li= xfx) + 6А> 0 ^ 0 ! x[ni) = п ^ , то условия (51) 
выполнены для любой схемы и любого из представлений (14) или (15). 
Для схемы, определяемой функционалами (11) и (12), а также выраже­
нием (14) для Va(y)> выполняются условия (52). 

В остальных точках сетки 

; v : г)) = 0(/г2) + 0(т) при хфхщ, хфхщ+1 ] 

для любой из схем рассматриваемого семейства. 
По аналогии с § 3 работы [5] находим 

Ш\зх<М{к2 + х + кУ>\Ц(хЩ1 *)l + A i l * ^ , 0 01Ь С53) 
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где М — постоянная, не зависящая от / г и т (и зависящая, в частности, 
от объема области G). 

Обращаясь теперь поочередно к теоремам 9 и 10, убеждаемся в том, 
что справедливы следующие утверждения: 

а) если ни один из коэффициентов k0L = k0L(x,t) не зависит от гг, 
а каждая из функций /са, с, / имеет конечное число разрывов I рода 
при ха == £ а ) = const, 5 = 1, 2, . . . , m a , a = 1, 2, . . . , р , то решение за­
дачи (16) — (19) равномерно сходится к решению задачи (1) —(5) при 
/га—>0 и т—>0 так, что при достаточно малых h<^h0 и т < 4 0 спра­
ведлива оценка * 

|| у - ||о < М (/гГ In* (1 / Н) + А» + т), . (54) 

где х = 0.5 для любой исходной схемы, к = 1.5 для схем (11), (12), 6 > 1 ; 
б) если хотя бы одна функция ka = ka(x, t, и) зависит от и, то при 

достаточно малом х <^х0 имеем 

. , | r i / ' ; 3 < . U ( / ^ - ; - h2 т) (55) 
И 

И у - v ||о < М {hi + /г2 + т) ехр ( М / i n (1 / Я ) ) при т < т0, Л < />0. (56) 

В ряде частных случаев приведенные оценки порядка точности рас­
сматриваемых схем могут быть улучшены. 

Изложенный здесь метод изучения сходимости позволяет без труда 
установить аналогичные оценки для произвольной области с достаточно 
гладкой границей. Основную трудность здесь будет представлять слу­
чай, когда условия на границе Г области G переносятся на границу у 
сетки сод при помощи линейной интерполяции (см. [9]). Такой способ 
задания граничных условий удобнее трактовать для так называемого 
метода дробных шагов (см. [8]), формулировка которого для уравнения 
(1) и изучение сходимости и точности будут даны в следующей статье. 

Остановимся теперь на третьей краевой задаче. Пусть вместе (2) 
заданы условия , 

к* ^ Gi*u •= / 1 а при ха = 0 , К J ^ - + <з2ай = / 2 а при ха = / а,а — £ 2 , , . . , р. 

Разностные краевые условия аа

+1а) ух<х — о1ау = / 1 а при хи=0, аау-.-\- о.гау — 
• ^ а 

= / 2 а при Ха la имеют первый порядок аппроксимации. Для соответству­
ющей разностной задачи справедливы следующие оценки: 

1У — .и Но < № (h + X) вместо. (46), 
\\y-u ||о < М (Ht In 5 (1 / Н ) + h + х) вместо (54), ' 
\\у — ц|[о < М (К + h + х) ехр (МУЩГЩ) 

вместо (56). 
Представляет интерес изучение краевых условий III рода, имеющих 

второй порядок аппроксимации (ср. с [5]). ^ 

7. Н е к о т о р ы е з а м е ч а н и я 

1. Если ка = ка(х, t) имеет ограниченную в QT производную dka/dt, 
следовательно | (aa)y | < ; Af, то теорема 5 обобщается на многомерный 
случай. Отсюда, в частности, следует, что для линейного уравнения (1) 

\ 
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при 

ka = ka(x,t), f = f{xtt)+^ra(x,t)^--q{x,t)u 
! , a = 1 а 

оценки (54) и (55) могут быть улучшены. В частности, вместо (54) 
получим 

\\у - и\\0 < М .(Aj-ln "-Ь + А 2 + 

где х 2 = 1 для всего семейства исходных схем и х 2 = 2 для схемы 
(11) — (12). Не останавливаясь на доказательстве этого утверждения, 
отметим тот факт, что дка/дх$ при р=^=а ограничена вдоль гиперпло­
скости х-а — | а = const, на которой /са имеет разрыв I рода. При этом 
предполагается также, что / , г а и q (х, t) имеют ограниченные произ­
водные по t. 

2. Для нелинейного параболического уравнения 

2 Lau + f (х, t, и,. XI (и), ...,Х°Р (и), Щ = О, 
а=1 , 

где * - • 
Л а ( И ) = ^ ИЛИ Л а(и) = . 2 Л а - ^ - , 

исследование проводится по аналогии с одномерным случаем (см. [5]). 
Поступила в редакцию 

31.03.1962 
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