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В статье рассматриваются однородные разностные схемы сквозно­
го счета (см. [1]—[3]) для нелинейного уравнения параболического типа 

^ = i(^^^) + / ( ^ ^ ^ S ) = 0 '(!> 

с разрывным «коэффициентом теплопроводности» k(x,t). 
Основное внимание уделяется выяснению порядка точности шести* 

точечных схем З 5 ^ - (см. [3]) для третьей краевой задачи в ограниченной 
области 

Д ( 0 < х < 1 , 6<*<г). 
Исследование проводится сразу для широкого класса однородных 

разностных схем (см. § 1, п. 4), задаваемых с помощью шаблонных функ­
ционалов указанного в [1], [3] вида; эти функционалы удовлетворяют 
требованиям, обеспечивающим второй порядок аппроксимации (по х). 
схемы. Аналогичные разностные схемы (в случае первой краевой задачи) 
для линейного уравнения теплопроводности при 

/ (х, I, §jf) = / (x9t) — q (x,t) и. — с (x,t) -~ 

изучались в [3]. 
В § 2 дается формулировка разностных краевых условий 3-го рода, 

имеющих в классе решений уравнения SPu ~. О тот же порядок аппрок­
симации, что и схема. 

Вопрос о точности полученной разностной задачи сводится к оценке ре­
шения z линейного разностного уравнения с линейными разностными крае­
выми условиями и нулевым начальным условием через функции ¥ , V j и v 2 , 
где Т — погрешность аппроксимации схемы, v x и v 2 — погрешности ап­
проксимации краевых условий в классе решений уравнения ffiu = 0. 
Для оценки решения этой задачи используются априорные оценки, яв­
ляющиеся обобщением оценок [4] и [5] на случай более общего уравне­
ния ж условий более общего вида. 

В этой статье рассматриваются так называемые «неподвижные раз­
рывы» коэффициента k (х, t), т. е. разрывы на конечном числе прямых 
# =-T) v = const, параллельных оси t в плоскости (х, t). Путем выделения 
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ошибки, связанной с погрешностью аппроксимации краевых условий, 
удается показать, что третья краевая задача имеет тот же порядок точно­
сти, что и первая краевая задача (см. § 3). 

Основной результат работы сформулирован в виде теоремы 4 в § 3. 
Доказана равномерная сходимость при независимом стремлении шагов 
разностной сетки h = и х — At к нулю для любой схемы SP^ из 
исходного семейства (см. § 1, п. 4) при 0.5<; а ^ 1 , а также дана оценка 
порядка точности в классе разрывных коэффициентов. Результаты, от­
носящиеся к явным схемам (а = 0), не приводятся, так как их формули­
ровка может быть получена по аналогии со случаем линейного уравне­
ния [3]. 

Трудность исследования равномерной сходимости в случае разрывных 
функций k(x, t) и /(я, t, и, р , q ) , как уже неоднократно указывалось 
(см. [1], [3], [5]), связана с тем, что вблизи линии разрыва коэффициен­
та/с (х, ^разностная схема не аппроксимирует дифференциальный опера­
тор. . 

Доказательство сходимости для шеститочечных схем оказывается воз­
можным лишь с помощью улучшенной априорной оценки (теорема 2), 
которая использует нормы ||¥]-| 5 и ||¥|| 5*специального вида для интегральной 
оценки погрешности аппроксимации • 

Хотя изложение проводится для равномерных сеток, однако основные 
результаты работы и, в частности, теорема 4 сохраняют силу для разност­
ных схем на неравномерных сетках. Этот вопрос будет рассмотрен 
отдельно. . 

Применяемый в работе метод исследования позволяет доказать теорему 
4 и в случае краевых условий более общего вида, в том числе нелинейных 
краевых условий. При этом содержание § 1 и 3 практически не меняется. 

Следует отметить, что имеется ряд работ (например, [ 6 ] — [11]), 
посвященных исследованию разностных схем частного вида для нелиней­
ного и квазилинейного параболического уравнения (1) в классе гладких 
функций к(х, t) и / (х, t, и, р , q ) . В большинстве работ изучалась либо схо­
димость в среднем, либо равномерная сходимость с помощью принципа 
максимума (что связано с ограничением для x/h2) для частных случаев 
уравнения (1). Наиболее близкой по методу исследования является ра­
бота [10], в которой доказана равномерная сходимость одной схемы для 
случая краевых условий 1-го рода и непрерывных функций к(х, t) и 
/ (х, t, и, p , q ) . Результаты этой работы следуют из теоремы 3 нашей статьи. 
Априорные оценки, использованные в [10], непригодны для доказатель­
ства сходимости в классе разрывных коэффициентов. 

§ 1. Однородные разностные схемы для нелинейного параболического 
' уравнения 

1. П о с т а н о в к а з а д а ч и 
N 

Рассмотрим в [прямоугольнике Д = (0 # <^ 1, 0 ^ t <; Т) конеч­
ное число попарно не пересекающихся дифференцируемых кривых 
I \ (v = 0, 1, . . . , v 0 -f 1), заданных уравнениями х = т)у (t) на отрезке 
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О <; t <; Т\ перенумеруем эти кривые так, чтобы TJ (t) < T] V 2 (t) при Vj < v 2 , 
ж положим r] 0 (J) = О, т) ^ (0 = 1. Обозначим через Av и Д области 

A v - (r]v (0 < х < T ) v + 1 (0, 0 < t < Г ) , <?<!v < v0, Д = 2 A v . • 
J v = 0 

Формулируем исходную задачу: 
найти непрерывное в Д решение и (ж, уравнения 

удовлетворяющее краевым условиям 

+ б 2 (*) к = гг2 (t), .. х = 1, \ (3) 

и начальному условию 
и(х, 0) = к 0\(х). (4) 

Коэффициент /с (ж, t) "имеет разрывы 1-го рода на кривых T v ( v . = l , 
2, . . . , v 0 ) . На каждой из этих кривых выполняются условия сопряжения 

условия непрерывности предельных значений слева и справа функций 

u{xyt) и 7с | | - ) : 

[ и Ь : = 0 , к — 
дх 

0 при a f = T ] V ( J ) , 0 < * < Т , (5). 

где [a ] v = uU} v — и л , v , и П | | у = H ( T I V ( * ) + 0, *j , ' и л , v = »(yiv (0 — "0, *) и. т. д. 
^ Функция fi(x, t, гг, д) по переменным (х, t) имеет разрывы 1-го 

рода на кривых 1\, v = 1, 2, . . 
и, р и q ограничены, точнее, 

0 < т ? г < - ^ < М , 5/i 
dp 

<М, (6) 

где m и Af — положительные постоянные. 
Коэффициенты к(х, t) и ог (t), 62(t) задачи удовлетворяют условиям 

0 < m < / c ( x , £ ) , < М , о х (*)>(),• <5 2(0>0, б 1 ( 0 + а 2 ( 0 > т > 0 (7) 

Условие о х (t) '4- о 2 (г) ^> mj> 0 означает, что случай, когда e1(t) = 0 
и о 2 (г) = 0 одновременно (вторая краевая задача), не рассматривается. 
Не нарушая общности, положим 

, / i (х, t, и, 9 | j - ) = /(я, t, и, 2к(х, £)Jj , -J) , (8) 

т. е. будем в дальнейшем рассматривать уравнение (1) в форме 

.$u = 4-(k(z9 t ) ^ ) + f ( x 9 t 9 u 9 2 k . ^ 9 ^ ) = 0. (У) 
д х у\"> ч d x J [ J V ' ' ' дх ' dt 

Такая замена удобна тем, что аргумент непрерывен в силу 
условия (5) на линиях F v разрыва коэффициента k(x,t). Так как 
к(х, £ ) > m > 0 , то условия (6) для функции f(x, t, и, р , q) будут 
выполнены. 
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Задачу, определяемую условиями (Г), (2)—(7), будем называть зада­
чей (I). ' 

Отметим, что к уравнению (1) сводится уравнение 

, £(м*.о>'м£)+/,(..«..,|.£)-о. <8> 
если ввести новую функцию 

и 
й = \i(u) = \^\i* (u)du. (10) 

о 
В работах [12]—[15] изучался вопрос о существовании и единствен­

ности решения краевых задач для линейного уравнения параболиче­
ского типа 

.Ж (* & ') ш) + г
 <*> *> Э£ - Я 0 и + / (*, ') - с (х, t ) ^ = 0 (11) 

с разрывными коэффициентами. Имеется большое число работ, посвя­
щенных разрешимости квазилинейного уравнения 

+ и ) . + и) —с (ж, * , и ) ^ = 0 (12) 

с гладкими коэффициентами. 
дальнейшем мы всюду предполагаем, что решение задачи (I) 

существует и имеет нужные по ходу изложения дифференциальные 
свойства, оставляя в стороне вопрос об условиях, обеспечивающих эти 
свойства. Формулируются только те требования к коэффициентам 
задачи, которые непосредственно используются при доказательстве теорем 
о точности изучаемых разностных схем. 

З а м е ч а н и е 1. Производная du/dt на линиях Х\ разрыва «коэф­
фициента теплопроводности» к (#, t) терпит разрыв, равный 

[£].-.-[£U<* • (13) 

Соотношение (13) следует из тождества 

Из (13) видно, что производная ди/д£ непрерывна вдоль Г у только при r}v (t) = 0, 
т. е. на прямых r]v = const (в этом случае мы говорим, что к (х, t) имеет неподвиж­
ный разрыв). 

З а м е ч а н и е 2. Если ввести новую функцию 
X 

v = и ехр ^ (r/2k)4iy 
о 

то линейное уравнение (11) преобразуется в линейное уравнение для v, не содер­
жащее члена с первой производной по #(г = 0). Однако при таком преобразовании 
усложняется второе условие сопряжения: 

х = rjv (0. 

2. И н ст е г р о - и н т е р п о л я ц и о н н ы й м е т о д 

Для получения разностных уравнений, соответствующих дифферент 
циальному уравнению (1), может быть использован интегро-интерполя-
ционный метод (ИИМ) (см. [1], [2]). Поскольку физические процессы 
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обычно характеризуется интегральными соотношениями, выражающими 
тот или иной закон сохранения (например, количества тепла, количе­
ства движения и др.)? т о естественно при написании разностных урав­
нений, приближенно описывающих этот процесс, исходить из интегральных 
уравнений баланса, написанных для некоторого объема в окрестности 
узловой точки разностной сетки. Входящие в такое уравнение интегралы 
от функции и ее производных, взятые по поверхности рассматриваемого 
объема, мы заменяем разностными выражениями, делая при этом допол­
нительные предположения о профиле функции в окрестности узловой 
точки. В результате получаем разностные уравнения, вид которых зави­
сит от характера использованной локальной интерполяции. Выбор ин^ 
терполяции подчинен требованиям устойчивости, точности и простоты (при 
одном и том же порядке точности), которым должна удовлетворять иско­
мая разностная схема. Проиллюстрируем ИИМ на примере уравнения 
теплопроводности 

ж = £(*<*»*>£) + /К0- ' к14> 
Рассмотрим в прямоугольнике ( О<^сз0 , O^t^T) равномерную сет­

ку £2> т. е. совокупность точек (х^ t-) с координатами xt= ih, i = 0,1 , . . . , N 
(h = i/N); t- = / T , / = 0,1 , . . . , L (x = TIL).' Напишем уравнение ба­
ланса тепла для прямоугольника = (#г-* / 2 ^ х ^ xi+xU " О j—i * ^ 
^1 - 1 / я = ж 4 — 0.5/г. 

J [а (х, t5) - и (х, tj-J] dx + -J [W (Xi+yz, t) — W (^_V a, t) ]dt = (15) 

= Ц f(x,t)dxdt, 

где W — — ^ ^~ — тепловой поток. 
° Будем считать, что значения h берутся в точках (%, tj) сетки, 
а поток W относится к точке (#i_y 2, tj). 

Предположим, например, что W = И ^ _ д / 2 = const на интервале 
_(£i-i> Xi)\ тогда выражение W = — к заменится приближенным соот­

ношением , 
х. х. 

т. е. 

Для вычисления первого интеграла в уравнении баланса (15) пред­
положим, что и = щ = const на интервале (Ж{-уа> %-н/2)> т а ^ что 

-|- ^ udx = щ. (17) 
ч-у2 
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Нетрудно заметить, что предположения и = conet при # г -у 8 < ж<Жг- | -у« 
и W = const при х^ < ж < xt, вообще говоря, не согласуются между 
собой. Однако последовательное проведение предположения W = const 
при < х < Xi приводит к более сложной схеме без повышения 
точности. 

Возможны и другие интерполяции искомых функций прц построении; 
разностного выражения для потока. 

Если требовать, чтобы поток выражался через значения и в двух 
узловых точках, то, как следует из равенства 

щ-г — щ = ^ - у dx, 

все получаемые при этом формулы для WV-y* будут иметь вид 

Wi /̂t = af- k) (щ^ - и4)/й, 
где a?" h) — коэффициент, зависящий, вообще говоря, от h и от функ­
ции k(x,t) на интервале ( ^ - i , Xi), т. е. являющийся функционалом 
коэффициента к. 

Заменяя интегралы по t в уравнении (15), например, по формуле 
'
 4 

' J Wdt = *W5 + (l-a)Wi~1

9 0 < а < 1 , 

Ч-i 

мы получим разностное уравнение 

_ , * U - " U + ( 1 _ а ) » tb-» tA + ^. ( 1 В ) 

H -̂ŷ af'70 , F { = ± \ \ j(x,t)dxdt. 

Метод баланса (ИИМ) приводит к схемам, сходящимся в классе 0 

разрывных коэффициентов, что было показано в [1] для стационарного 
уравнения теплопроводности и будет показано в этой статье для урав­
нения параболического типа. 

3; р б о з н а ч е н и я 

Пусть U (Xi = ih, tj = fx, i = 0, 1, . . . , N, f = 0, 1, . . • , L, h = l/NT 

x = T/L) — разностная сетка, Q — совокупность ее внутренних точек 
{хьЦ). (где l < i < i V — 1 , 1 < / < L ) , • e>h(Xi = ih,' 0 < i < i V ) — сетка 
no X. 

Функцию yl, заданную на сетке Q или на ее части, будем называть 
сеточной функцией. Условимся вместо yi писать просто у или y(x,t), 
не указывая такяее зависимости сеточной функции от шагов h и х, 
сетки. Кроме того, будем писать 

у = у(х, * —т) , yi+1) = y(x + h, t), y{-1] = y(x-hf t), 

У-Х={У-УЫ))1К yx=(y{+1)-y)/h = y£1\ yT = (y-y)/x. 
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Отсюда следует, что ' ф 

-^[а{+1(у1+1— yl) — al(yl— =(ау-)х. 

Для сумм по сетке щ или по ее части введем обозначения 

N—l N ! N—1 

' (У, v) = 2 У&&\ (У, г>3 = 2 yiDih; [у, v) = 2 Vivih> 
г=1 г=1 г=0 

N. . (19) 

ly> v l = 2 y.ivih' } 

В дальнейшем мы пользуемся нормой 
12||о = max \z\, 

(*) 
где максимальное значение берется по всем точкам сетки щ, в которых 
задана сеточная функция z. . 

В зависимости от того, где задана. функция яр, мы пользуемся 
одним из следующих определений для, норм: 

H « a = (i, Ж У / 0 , 1Ж10=-(1. Ж Т ° > И1 - = [1 . l*nVe. « = i . 2 , (20) 
не оговаривая этого в тех случаях, когда недоразумения не могут 
возникнуть. Так, например, если функция z задана на всей сетке 
то ее «разностная производная» z- определена, в точках х = h, 2h, . .. 
. . . , Nh = 1; поэтому -

Ш = (и-4?>, Й 2 4 = ' .-• <21) 

В предыдущих работах (см. [4], [5]) нами были введены нормы 

HlkH'HIs . ц ( ж ) = 2 J (22) 

ииз-нык,•[ • И-ФШ=ц-ФНзС-Ф,i)i, iH'=Hik+ito,_i)iJ• 
Положительные постоянные, не зависящие от сеток (т. е. от h и т), 

будем обозначать М я т. В дальнейшем всюду будем обозначать р.(б) 
выражение, равномерностремящееся к нулю при б—>0, так что 
| р (б) | < р 0 (б), где ро (б) зависит только от б и р0(б)'—>0 при б—>0; 
О (б™) (т > 0) — выражение, имеющее при б —> 0 порядок малости б т , 
так что | 0 ( б ™ ) | < М б Ч Л . 

В тех случаях, когда это не вызовет недоразумений, будем писать 
, ди ди / 0 0 \ 

и = ̂ > и = -ш- (23) 
При ссылках на формулы из другого параграфа данной статьи 

будем пользоваться двойной нумерацией, например (1.20) — форму­
ла (20) из § 1. 
4. И с х о д н о е с е м е й с т в о о д н о р о д н ы х р а з н о с т-

н ы х с х е м 

Интегро-интерполяционный метод, описанный в п. 2, оказывается 
полезным при выборе исходного класса схем для дифференциального 
уравнения (1). Как мы видели на примере линейного уравнения теплопро-
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водности, этот метод дает шеститочечные схемы, пространственная часть 
которых является самосопряженной или консервативной схемой вжда 
(аУх)х + ф » а коэффициенты а Иф являются некоторыми функционала­
ми (зависящими от характера интерполяции) коэффициентов /си / дифферен­
циального уравнения. 

С ^другой стороны, в [1] на примере стационарного уравнения тепло­
проводности (ки'У + / = 0 было показано, что только консервативные 
схемы {ау-)х + ф сходятся в классе разрывных коэффициентов.* Эти два 
замечания мы учтем при выборе исходного семейства-разностных схем 
для нелинейных уравнений параболического типа 3 

Рассмотрим дифференциальное уравнение 

- ^a^^Xx,ty^) + /(x,t,u,2k^^) = 0 (24) 

и^поставим ему в соответствие шертиточечную однородную разностную 
схему 

3b?l,y=(ayJx

) + a(f(x,tJyya^)yx + ау-,уъ) + (25) 

+ (1 — а) ф (х, i, у, a(+D ух + а у-, yTi) = 0. 

Индекс а наверху указывает, что выражение суммируется по строкам t 
весовыми множителями ос и (1 — ос) 

г?(а> = а v + (1 — а)у, 

где ос — некоторый числовой параметр; 0 <^ ос ^ 1. 
Сеточные функции а (х, t) и ф (х, t, и, р, q) вычисляются с помощью 

шаблонных функционалов (см. [1], [3]) 

Ah[\i(s)] ( - 1 £ < * < 0 ) и ^ [ ( 1 ( 5 ) ] ( — 0 . 5 < * < 0 . 5 ) , (26) 

определенных в классе кусочно-непрерывных функций Q{0) (\i (s) & Q{0)) 
и зависящих, вообще говоря, от параметра h: 

а = Ah [к (х + sh, t)], 

Ф = ф (х, t, у, аМух + ау-у ут) = Fh [/ (х + sh, t, у, а^ух + ау-, щ)]. 

Зависимость а и ф от h явно не указываем. 
Для линейного уравнения 

9u=±(k(x,t)£)-qix,t)u + r{x,t)£-c{x,t)% = 0 (.11) 

разностная схема (25) принимает вид 

= 1 В Д Я ~dy+b{ < z < + \ + ау-) + Ф](а) - р { % = 0; 

коэффициенты ее определяются с помощью тех же шаблонных функ-
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ционалов (26) по формулам: 

а = Ah [k (x+sk, *)]; d = Fh[q(x + sh, *)], b1 = Fh [r(x+sh7 t)]9 7=r/2ky 

q> = Fh[f{x + sh,t)], p = Fh[c(x + sh\t]. 

В работе [3] был введен класс однородных схем для линейного 
уравнения (11) при г (ж, £) = 0, отличавшихся от рассматриваемых здесь 
тем, что коэффициенты d i p вычислялись независимо от коэффициента ср 
с помощью некоторых функционалов Dh[\i(s)] и Rh[\i(sy\ ( — 0 . 5 ^ 5 ^ 0 . 5 ) 
соответственно. Слагаемое r(x9t)-^ в (11) можно было бы аппрокси­
мировать с помощью более простого выражения, например 

Fh[r{x + sh,t)].0.b{Ux+yz). 

Однако, как выяснится в .дальнейшем, аппроксимация с помощью 
выражения b (а^ух-\- ау-) позволяет получить более высокий порядок 
точности в классе разрывных коэффициентов. 

По этой же причине мы в качестве аргумента у функции / берем 
не и', а 2ки' (см. п. 2). 

Класс однородных разностных схем ёРъ* определяется выбором 
класса шаблонных функционалов Ah и Fh и параметра а. Мь1 будем 
предполагать, что выполнены условия (Ф): 

(Фг) функционал Ah имеет третий ранг, a Fh [р.] — второй ранг; 
(Ф 2) Fh [р] является линейным функционалом; 
(Ф3) шаблонные функционалы Ah [р] и Fh [р] удовлетворяют не­

обходимым условиям второго порядка аппроксимации (см. [1], [3]). 
В качестве исходного семейства схем будем рассматривать шести­

точечные схемы (25), удовлетворяющие условиям (Ф). 
Если шаблонные функционалы являются каноническими, т. е. не 

зависят от /г, то и схема называется канонической. Имея в виду экви­
валентность неканонической схемы своей канонической части, указан­
ную в [1], [3| , мы проведем все изложение только для канонических 
схем; однако все результаты работы справедливы и для неканонических 
схем, образующих определенное выше исходное семейство. 

Остановимся более подробно на свойствах канонических шаблонных 
функционалов А.[\л] и Р[\х]. В этом случае условия (Ф) означают: 

1) А [р] есть однородный функционал первого порядка (А [ср] = 
— сА [р]), имеющий дифференциал третьего пррядка, т. е. 

A [р + 6-/1 = АЩ + б- Л [р, /] + 6 М 2 [р, /] + 6 М 3 [»д, /] + б3р (б), 

где р ( 6 ) - * 0 при 6 - + 0 , \ f \ < ' M \ 

2) А [р] и F [р] — неубывающие функционалы, т. е. 

при р 2 > Рь 

3) А [р] и F [р] — нормированные функционалы, т. е. 

A[1] = F[1] = 1; 

3 ЖВМ и МФ, № i 
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4) А [р] и F [р] удовлетворяют необходимым условиям второго 
порядка аппроксимации 

A1[s] = — 0 . 5 , F[s] = 0, , (27) 
'где 

. ' ' A1ls) = A1[i,s}. 

Заметим, что симметричные (относительно изменения направления 
оси х) схемы удовлетворяют условиям (27). 

Особое место занимает принадлежащая исходному семейству раз­
ностная схема З^пх, шаблонные функционалы которой имеют вид 
(см, {16]) 

0 ' 0.5 
АI(i{s)] = [\ jkT ' F[]i{s)] = \ 14(s)rfs' (28) 

— 1 —0.5 -
так что 

х . x+0.5h 

а ( * > .*) = [ т ] Т^Т)]'1' <Р(ж. '>У> -у J / i t . t , У , Р, Я)dl• 
х—h - x-^O.&h 

(28' 
Эту схему мы будем называть наилучшей канонической схемой, 

так как она дает наилучшую среди исходных схем точность в классе 
разрывных коэффициентов. 

На практике часто используются дискретные схемы [1], коэффициенты 
которых вычисляются по значениям коэффициентов дифференциального 
уравнения в отдельных точках. Укажем шаблонные функционалы для 
некоторых из дискретных схем: 

А^Ш= ^fj^lV Л [fi (*)] = 0,5 (0) + 
A\\i(s)\ : - ,ф ( - -0 .5 ) . 

F\V-= V-(0), £[ц{*)] = 0.5 [41 (0.5)+ji(-Q.5)] и др. 
Вместо схемы (25) можно рассматривать эквивалентную ей но точ­

ности схему 
= + Ф(*. *(А)> У™> (*Ы)Ух + аУх){л)> УТ) = °> ^ ( 2 5 i ) 

где t(CL) == at + (1 — ос) i, t = t — t . 
Разностные уравнения SPmy — O, где SPn^y определяется выражения­

ми (25) или (25 х), нелинейны относительно значений искомой фушции 
y(x,t) на новой строке. Поэтому их решение может быть найдено лишь 
с помощью итераций. Разностные уравнения 

fts-t^ + i f ^ U , a ( + 1 ) ^ + ^ ) ! / F ) = () * ' (252) 

линейны относительно y(x,t), если функция f(x, t, и, р, q), линейно 
зависит от q: • 

f (а>, t, и, p,q) = f (х, t, и, р) + f(x, t, и, р), q. 

В этом случае разностные уравнения (252) можно решать безытера­
ционным методом прогонки (см. § 2, п. 4). Однако разностная схема 
(252) имеет лишь первый порядок аппроксимации по t при любых ос, 
0 < а < 1 . ' . • / 
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Следует отметить, что все результаты, полученные ниже для схемы (25), 
легко переносятся на схемы (25х) и (25 2). 

\ 
Аналогично, определяется семейство однородных схем для уравнения 

с коэффициентом теплопроводности х , зависящим от температуры и. В этом случае 

' ^°лтУ-= (аУх)х

] + а Ф (*» *> У> а ( + 1 ) Ух УТ) + , , (3°) 

• + ( 1 —а)ф(х , г, у, a ( + 1 ) ^ + ^ 2 / - , 2/Г) = б, 
где 

а = а (х, t, у*) = Ah [к (х + sh, t, у*)], у = 0.5 (у + 

ф(*, и, р, q) = Fh [f (х + sh, t,u, p, q)]. 

Здесь Ah ж Fh — определенные выше функционалы. 

(31) 

5,; У p а в н е н и е д л я п о г р е ш н о с т и р е ш е н и я 

Пусть у — у (х, t) — решение разностного уравнения (25), а -и = 
= и (х, t) — решение дифференциального уравнения (24). Покажем, что 
погрешность z = у — и удовлетворяет линейному разностному уравне­
нию. Для этого образуем разность 

•:ФЪУ - (&и)Ы = Лу - Flu] + ЧГ = 0 на Q, ' (32) 
где ' • { 

.У = ФЪи — (&и){*\ 
Преобразуем выражение . 

&1у — и = (az-p + аВ, + (1 - а) В2, * 
где 

Вг = ф (х, t, у, a<+D ух + ау-, ут) — ф (ж, t, и, а<+1> их + аи-, ит), 

В2 = <р.(з, /, у, а<+1> + а г/-, j / f ) — ф (ж, г, и, а<+1> их + а и-, иф. 
Учитывая дифференцируемость функции / (х, t, и, р, q) по аргумен­

там B , J ) и } и применяя теорему о среднем значений, получим 

где черта сверху указывает, что значение производных берется при 
некоторых средних значениях аргументов гг, р и q. Заметим, что в си­
лу линейности функционала F [р] имеем: 

дц> 
ди F U {х + sh, t, и, р, ?)J, ^ = F (х + sh, t, и, p, 

• dq Idqj 

Проводя аналогичные рассуждения для 1 разности В2, получим из 
тождества (32) следующее линейное разностное уравнение для сеточ­
ной функций z (х, t): 

&Ъ z = {(IZ-P+ Q (z) — pzj = — W H a Q , (33) 
где v v • 

Q .(z) = bnzx.+ b12zx + b22z- + 6 2 1 z- + dxz + d2z, t (34) 

3 * 
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Ь 2 1 = (1-а)аЩ„ 
— • .д 7 } (35) 

' ' р - - « | - < 1 — > . £ ' ' 

Сеточная функция Ч** = W (х, t), очевидно, представляет собой по­
грешность аппроксимации в классе решений и = и(х, t) дифференциаль­
ного уравнения (24) и может быть записана в виде: 

" • Y = ф ( а ) + ф в , ф = ф а + ^р .+ .ф ф , ф д - оа|>; + (1 - it) (36) 
% = (au-)x-(kufyi < (37) 

Ф Р = ф'(я> и* -f аи-, и) — ф (ж, в, 2/ш', и), (38) 

\|)ф = ф (ж, £, и, 2/ш', и) — f (х, t, гг, 2/ш', и), (39) 

Фа = Ф (ж» ц , а ( + 1 ) и * + а и £» и г ) г - Ф (ж» *> и» а ( + 1 ) и * + аи-, в), (40) 

я|)д* — ф (ж, ?, и, а<+1> и* + аи-, и т ) — ф(ж; *, к, а<+1> и х + а в- , и). (41) 

6. П о г р е ш н о с т ь а п п р о к с и м а ц и и и с х о д н ы х с х е м 

Выясним асимптотическое поведение при h—>0 и т—>0 погрешно­
сти аппроксимации *Р для .любой схемы 5 ^ исходного семейства. 
Асимптотический порядок г|) зависит от свойств шаблонных функционал-
лов схемы, а порядок t|?a — от значений параметра а (разумеется, при 
условии, что решение u(x,t) дифференциального уравнения (1) и 
функции к (ж, £), / ( я , £, гг, /?, q) дифференцируемы нужное число раз), 

Л е м м а 1. Если в некоторой фиксированной окрестности точки 
(х, t) сетки Q функции 

k"(x,t), /' (x,t,u, р, q), и" (х, t) -

удовлетворяют условию Липшица по х, а функция и(х, t) «— условию 
Липшица по t, то при достаточно малых h и % 

Т = ^ 0 ( Л а ) + 0 (т ) 'для 0 < a < 1. (42) 
• • •) 

(Здесь штрих означает частную производную по аргументу х, и = du/dt.) 

Напомним прежде всего, что, по предположению, функция / (яг, t, ut р, q) имеет 
ограниченные при любых значениях и, р ш q производные df /ди> df /др, df /dq. 

Для любой исходной схемы имеем 

a = k — 0.5hk' + h2(^L Ai[s2] + it^A2[s]^ + Q.(h*), a<+1> = а + hk'+ О (Л8),. 

ф (х, t, u, р, q) = / (х, t, ц, p, q) + hf (tf, tf, u, p, q) F [s] + О (h2) = f {x, t, u, p} q) + О (h2), 

т. е. yp^ = О (h2). Учитывая затем разложения 

и = и' + 0,5 hu" + и'" + О (Д 3), и— = и' — 0.5 hu" + 1*L и"' + 0 (Л 8), 
Х 6 6 
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находим 

ф а = 0 (Л 2 ) , А

( + ^ их = аи- — 2ки' = .0 (h?) 1 

и, следовательно, 

% - ^ («(Н) и,- + аи- - 2W) = О (At), 

где черта сверху означает, что производная берется при некотором среднем значе­
нии аргумента р. Таким образом, при любых значениях .параметра а . / . 

Пользуясь теоремой о среднем значении, получаем 

% = * д-^(иТ и) + (1 - а ) *L* (а- - £) = О (т), 

так как и- = и + О (т) = и + О (т). Лемма доказана. 

Л е м м а 2. 2?с/ш выполнены условия леммы 1 и, кроме того, функ­
ции к, и', и удовлетворяют условию Липшица по ty а производная df/dq— 
условию Липшица по t, и, р и q, то 

W = О (/г2) + О (т™а) + О (At), т. е. | Y | < M(h* + xm*), 
где ' 

_ Г 2 , а = 0.8, 
т а ~ " 1 1 , а=£0.5. 

Для доказательства леммы достаточно убедиться, что 

% = 0(xm*) + 0(hx). 

В силу условий леммы можно написать 

ф (a?, t, и, а^их + аи~, и-) — ф (#, г, и, их + aw-, и) = 

= ; | £ (х, г, «,,а< + 1>и я + аи-, и) (и- — и) + 0(Т 2), 

£ ы, и ' + ам- , £ ) = £ S L ( a r , *, и, а ( + 1 ) и > aw-, и) + О (т) + О (А), 
х х dq х -

учитывая при этом, что аи-— а и- = ки' — к и' + О {К) = О (%) -\- О (К). 

Для \pq получаем выражение 

ife = ая|)д + (1 — а) ярд = Z$ (я, г, и, a ( + 1 ) u x + aw_, и) (а —0.5) их + О (г2) + О (hr). 
dq 

! • . ' . (43) 
Отсюда видно, что только при a = 0.5 

% = 0(x*) + 0(hx). 

Замечая, что Ьх < № + т 2 , получим | ¥ | < Af (Д2 + т 2). 
К а к показывает (43), леммой 2 имеет смысл пользоваться только для симметрич­

ных (по t) схем при a = 0.5, так как при a =£0.5 повышение гладкости решения 
и (а?, t) и функций к(х, t) и / ( я , t, и, р, q) не приводит к повышению порядка 
аппроксимации схемы. Поэтому в дальнейшем мы будем всегда предполагать, что 
условия леммы 2 выполнены только для схем (а = 0.5), а условия леммы 1 — для 
всех схем при 0 < а ^ 1 . Мы будем также предполагать, что условия лемм 4 
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и 2 выполнены в каждой из областей A v (v = 0, 1, . . . , v 0 ) , на которые разбивается 
основная область Д линиями разрыва F v коэффициента k (х, t) (подробнее об этом 
см. п. 2, § 3). 

Леммы 1 и 2 справедливы и для схемы (25]), а лемма 1 — для схемы 
(25 2). -

§ 2. Разностная краевая задача 

1о Р а з н о с т н ы е к р а е в ы е у с л о в и я т р е т ь е г о р о д а 

Чтобы формулировать разностную задачу, соответствующую краевой 
задаче (I) для дифференциального уравнения SPu = 0, надо написать раз­
ностные краевые условия при х = О и х = 1. Условия 1-го рода и(0, i) = 
= u^t), и(1, t) = u2(t), рассмотренные в [3], аппроксимируются точно 
на разностной сетке, если положить y(0,t) = y^—u^t) и y(i,t) = yN= u2(t); 
для функции z = уr — и, где у — решение разностной задачи, а и — ре­
шение задачи (I), получаем однородные краевые условия z0 = О, zN— 
= 0. Поэтому величина погрешности z для решения первой разностной 
краевой задачи зависит только от погрешности аппроксимации W схемы 

Краевым условиям 3-го рода удовлетворить точно на разностной 
сетке мы не можем. Поэтому функция z будет зависеть также и от погреш­
ности, допускаемой при аппроксимаций краевых условий разностными 
условиями. Естественно требовать, чтобы разностные краевые условия 
имели тот же порядок аппроксимации, что и схема. Между тем непосред-

f о ственная замена производных, входящих в условия о-го рода, приводит 
к разностным, краевым условиям, имеющим лишь первый порядок ап­
проксимации. Поясним это на примере краевой задачи 3-го рода для обык­
новенного дифференциального уравнения 

(к{х)и')' = —/.(ж), 0 < * < 1 , (1) 

ки'— о±и = х = 0, (2) 

ки'\+ о2и = и2, х = 1. (3) 

Рассуждения проведем для краевого условия при х = 0. Рассмот­
рим разностное краевое условие 

и вычислим погрешность аппроксимации 

v = {axuXtQ — охи0) — (к0щ — Охщ) = агих>0 — к0и0 (к0 =^к (0) и т. д.). 

Учитывая, что аг = к0 + 0.5hk0 + О (/г2), uXt0 = щ+ 0.5hu0+ 0(h2), на­
ходим - 4 -

v = 0.5А (Аи')'о + О (/г2) '= О (К). 

Исходя из выражения для v, нетрудно написать разностное крае­
вое условие, имеющее второй порядок аппроксимации в классе реше­
ний и — и (х) ддфференциального уравнения (1). Пользуясь (1), напи­
шем 

v = — О.5А/ о +-0(А а )" 
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и рассмотрим разностный оператор, 
^Ух,о — QiVo + ОМ/0 = их. ». (4) 

Из предыдущих рассуждений следует, что этот оператор имеет вто­
рой порядок аппроксимации в классе решений дифференциального 
уравнения, удовлетворяющих условию (2). 

Рассмотрим теперь третью краевую задачу для уравнения (1.1): 

SF>u = (ku')' + / (x,t, и, 2ku', и) = 0, (5) 

i 1{1)и = ku' o1(t)u = ^(t), x=0y (6) 

l{2)u == ku' + d2 (t) u = u2 (t), x = l (7) 

(здесь и' = дц/дх, и = ди/dt). 
Разностные краевые условия, соответствующие (6) и (7), можно на­

писать сразу 1 ,по аналогии с (4). Они имеют вид 

Щ)у = (a(+i)ух -ьуу*) + ОМ [а/(0„ t, у, 2kyx, yTj + ( 8 ) 

+ (1 — а ) / ( 0 , i , у, 2куХ1 уТ)\ = и\*] (t) при * = 0, " 

Ц?У = И * + °*У){а)- ° - 5 h W(!> У.^У^ Ут) + • (9) 
; , ' + (1 - а) / ( 1 Д у, 2к у - , ут)] = и£} (0 при x = i, 

где t = t — т (аргументы функций к, у, ух, у- не будем указывать). За­
метим, что в (8) и (9) вместо 2кух (или 2%-) можно также писать 
2a,(+Vyx (или ;2аз/-) (см. п. 4). 

Укажем ряд других краевых условий, эквивалентных (8) по поряд­
ку аппроксимации: 

Щ)у ^ (a(+Vyx - в1Уу«) + 0М/ (О, t(«); у&, 2 (Кух)^, ут) =.*<«>, (8Х) 

ft^(a(+^ (82) 

Учитывая краевое условие (6), будем иметь 

/ (0, t, и, 2ки\ ц) = / (0, £, и, 2вхи + 2йи ii). 

Поэтому в (8) вместо 2кух (или 2а<<+1) ух) мокшо написать 2о\у + 2их\ 
тогда краевое условие при х === 0 примет вид 

Ц1)у = ( в ( + 1 ) у х _ щуа) + Q.5A [а/ (0, t, у, 2огу + 2иъ ут) + (8 3) 

+ (1 - а) / (0, i,y, 2^у + 2и19 ут)) = и{*\ 
или 

1$у - (а(+« уя - G I 2 / ) ( " > + ОМ/ (О, t, у, 2аГг/ + 2ult ут) = и[а). (84) 

Краевые условия (8), (8Х) — (8 4), как мы - уже отмечали, имеют оди­
наковый порядок аппроксимации. 

Предпочтение, оказанное нами краевому условию в форме (8) (хотя 
(8 2), (8$) и (84) проще), связано с удобством перехода к случаю нели­
нейного краевого условия вида 
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Отметим, что все результаты, полученные ниже для условия (8), лег­
ко переносятся на случай любого из краевых условий (8Х)—(8 4). 

Погрешность аппроксимации краевого условия 

V, = - ( / < ' > « ) < « > 

представим в виде суммы 

V l = (v a + vp)(*> + v g , (10) 
где 

v a = a<+1> ux — ku' + 0.5Й/ (0, t, в, 2kuxi в), (11) 

v p = 0.5A[/(0", t,u, 2kuxi ц)—./(0 , tr в, 2ku', в)], (12) 

v

q = *vq + (l-*)yq\ (13) 

v* = 0.5A-[/(0, t, в, 2kuxi в г ) _ / ( 0 , *, в, 2Лв х, «>], (14) 

Vg = 05/г [/ (0, в, 27c в х , в г ) — / (0, t, k uXi в)]. : (15) 

Найдем условие для z = у — в, где в — решение дифференциального 
уравнения (5), удовлетворяющее краевому условию 1{1)и = иъ а 
у — сеточная функция, удовлетворяющая условию l^y =± и[*\ Для этого 
воспользуемся тождеством - -

Wy-Wu^-v^ (16) 

Применяя теорему о среднем, будем иметь 

/ ( 0 , t, у, 2куХ1 ут)-т tru,2kuxi ит) = |£У+ ^2kzx+^-zTl (17) 

/ ( 0 , I у,2кух, yr)-f(0, l u , 2MXiUj) = ^ s + ^-2Ux+ - § l z F , (18) 

где 

Ж = а̂Г ( ° « й . Л <7). "Й" = (°»V >̂ )̂ и т-
В = в + в х г,- • р = 2ft (в я > - |- 9^*), 7 = Вг + в!2Г, 0 < 9 i < l , 

ц*= B + 9 2Z, / ) * = 2ft(M 3 C + e 2z J C),. 9* = в г + 9 2 z r , 0 < 9 г < 1 -

После подстановки (17) и (18) в (16) получим для z линейное краевое 
условие 

' l1z = (a(+1)z*-cxz){a) + hq1(z)-e1zT=-v1 п р и * = 0, ( 1 9 ) 

где-
Ч\ (*) = Си* + Ci25 + %uzx +\2zx, (20) 

? u = 0 . 5 a - g - , S u = 0 , 5 ( 1 А , ц = a f t ^ , ' 1" . 

• _ •_• • • _ (21) 
X 1 2 = ( l - a ) f t ^ , j r 1 ^ . _ 0 . 5 * ( a ^ - + ( l - a ) - ^ . ) . 
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Учитывая, что 

— т или — ^ > яг > О, 
oq ^ vq 

находим 
^ 1 > 7 т г / г > 0 , 

где m — положительная постоянная, не зависящая от h. Так как про­
изводные df/ди и <Э//д/? ограничены, то 

1и1<м, |^ |<м, ;в,л = 1 , 2 . 
На втором конце при х = 1 имеет место аналогичное условие 

l2z = (az- + 6 2 z ) ( a ) — hq2 (z) + $ 2 z r = — v 2 при x = 1, 
; , . (190 

?2 ( 2 ) = ?22^ + ?2lZ + ^ 2 2 ^ + ^ 2 1 % • 

Погрешность аппроксимации v 2 определяется формулами, аналогич­
ными (10) — (15). 

При изучении порядка точности разностной задачи, соответствующей 
задаче (I), нам понадобится асимптотическое р а з л о ж е н и е ^ ! и v 2 при 
/г->0 и т—>0'. 

Л^емма 3. Если выполнены условия: 

1) функция з^-(0, £, в, /?, q,) удовлетворяет условию Липшица по р , 

| ^ ( 0 , t, и, р, q) — no q, 
2) в некоторой фиксированной окрестности границы х = 0 
(О^х^х, O^t^T) функции /с", и!" удовлетворяют условию Лип­
шица по х, 1 

3) й (0, t) удовлетворяет условию Липшица по t, 
то погрешность аппроксимации краевого условия (8) в классе реше­
ний и {х, t) дифференциального уравнения (5), удовлетворяющих условию 
(6), имеет вид 

V l = i)( a) + ( 9 ( / i T ) + 0 ( A 3 ) , ( 2 2 ) 

где . 

-п^^^+

к^ + ( ^ А 1 ^ ] + ^ А ^ ] ) и ' + (23) 

+ j^(0,t,u,2ku',u)ku'^x_o\ 

и если, кроме того, ^-(Р» >̂ #) удовлетворяет условию Липшица 

по t, и, р, а гг(0, t) — по t, то 

* Vi = 5>ia) + О (кхШ(Х) -J- О (h3), (24). 
где 

. = '0.5, 

^о:5. 
Аналогичные оценки имеют место и для v 2 . 

1 2 , ' a: 
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Погрешность Vi определяется формулами (10) — (15). Покажем, что v a '+у == 
= Vi -f- О (h3). Пользуясь разложениями 

a^+1\=k + 0.bW + h^fI^A1[^) + W 2 ^ l 2 [ 5 ] ^ + 0 ( ^ ) , 

6 
находим 

* „ = [ ^ Ч ^ + ( ^ А 1 * * ] + ^-^[*]у]№ + 0 ( Л » ) . (25) 

Из соотношений 
w x - и' = О '(Л), a ( + 1 ) ^ - b ' = 0 i f t ( k y . + O ( ^ ) , 

v p = 0.5 /i [/ (0, *, и, 2 M X , u) — f (0, *, w, 2fof', и)] = 

, . = | ^ (0, *, w, 2ft!*', и) (kux — ku').h + 0 (h*) 

следует, что 

V p = (0, t, и, 2ku', u) ku" \ x = 0 h2 + 0(h*). 

Отсюда и из (25) получаем v a - j - v p = Vi + О (/i3). Оценка vq также не представляет 
труда. . ( -

3, а м е ч а н и е. Если df I dq удовлетворяет условию Гёльдера порядка у ^ 0 . 5 
по t, и, р и q, то * 

V l = v[a) + О ( / i t 1 + Y ) + О (h3). 

Эта оценка достаточна для доказательства леммы 4 в § 3. 

2. П о с т а н о в к а р а з н о с т н о й к р а е в о й з а д а ч и 

После того, как выбрано исходное семейство однородных разщостных 
схем (см. п. 4, § 1) и написаны разностные краевые условия, можно 
перейти к формулировке разностной краевой задачи, соответствующей 
задаче (I): . , 

найти функцию у = у(х, t), определенную на сетке Q и удовлетворя­
ющую разностному уравнению 

&>ьху = (ау-)х

л) + owp (х, t, г/, ai+1)yx + ay^ y-t) + 

+ (1 — а) ф (яг, \, у, а{+1)ух + ay-f ут) = 0 на Q, (26) 

краевым условиям 

Wy = u£)(t), * = о, (8) 

U V = 4а) (0, х = С - (9) 
начальному условию 

у(ху0) = и0(х). (27) 

Условия сопряжения (1.5) в постановке разностной краевой задачи 
отсутствуют, так как мы рассматриваем схемы сквозного счета, не 
предусматривающие явного выделения линий разрыва коэффициента 
k (х, t). 

В силу условий (1.6) и (1.7), а также нормировки и монотонности 
шаблонных функционалов (см. § 1, д. 5) доджны выполняться вера-
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венства . 
М > а (я,*) > m > 0, 0 < т < 

дц> <М, дер 
ди 

<3 !>0 , с 2 > 0 , а 1 + б 2 > т > 0 . 
(28) 
(29) 

Разностную задачу, определяемую условиями (26), (8), (9), (27) — (29), 
будем называть задачей (II). 

3. Р а з н о с т н а я к р а е в а я з а д а ч а д л я п о г р е ш н о с т и 
' ' р е ш е н и я 

Для выяснения вопроса о сходимости и точности решения y(x\t) 
задачи (II) относительно решения u = u(xyt) задачи (I) необходимо 
оценить сеточную функцию z = y — и .через погрешности аппроксима­
ции ¥ , v x и v 2 . Учитывая результаты, полученные в п. 6 •§ 1 и в п. 1 
§ 2 , видим, что z (х, i) является решением следующей разностной крае­
вой задачи: 1 

(az-t) + Q(z)-PzJ = -W) 

llZ ;= ( а ( + 1 ) 2 х —fiizfP + hqi (z) — 8tZT = v l f x = 0t 

l2z = (az- + a 2 z ) ( a ) — hq2 (z) + &2zT = — v 2 , x = l, 

z(x\ 0) = 0, 

(30) 

.(31) 

(32) 

(33) 
где 

Q (z) = bnzx + b12zx + b22z- + b21z~ + d±z + d2z, 

Qi(z) = (Sii^.H- £12* + huZx + K&x) |x=o, 
Чг (z) ^ (?22^ + Ui* + Ц&х +• hi*x) \x=i. 

(34) 

(35) 

Коэффициенты p, a,-bslc, ds (s, k = 1, 2), определяемые по формулам 
(1.35), и коэффициенты <§s £ § гс , ksk (s, k = 1, 2)., определяемые по форму­
лам (20) — (21), удовлетворяют условиям -

О < т < р < : Л/, 0 < /// < а < Л/, [ ^ | < М , | d s | < M , ) 
« , > т й > Р , o s > 0 , бх + з 2 > m > 0, | £ * | < Л / , 

! Kk ! < М (в, к- 1,2). 
(36) 

Задачу (30) — (36) будем называть в дальнейшем задачей (III). 
Здесь W погрешность аппроксимации схемы SPhx, v x и v 2 — погреш­

ности аппроксимации краевых условий в классе решений дифферен- • 
циального уравнения (1.1). Эти функции определяются с помощью 
формул (1.36) — (1.41) и (10) —(15). 

4. О р е ш е н и и р а з н о с т н ы х у р а в н е н и й 

Приведем счетную схему решения разностной задачи (II) 

К, У = 1(аУх ) х + ъ (?»1) Ух + аУх) - d (*. *) У + Ф (*. *)] < А > -

- ( Р ( х , « ) ) ( в ) . У Г = ° . }• (37) 
; l£)y = u[*) при х = 0, ^ 2 ) У = 4а> п р и х = 1, 

у (х, 0) == uQ(%) при £ == 0, 
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соответствующей задаче (I) для линейного уравнения (1.11). Предположим, что 
q (х, t)^0 и, следовательно, d (х, t)^0. Перепишем разностные уравнения и крае­
вые условия (37) в виде 

(ay-)x-(d+ Р ( а ) / сиг) у + Ъ (а< + 1 ) ^ + ay-) = - F\ } (38) ' 

2/о= + Щ, yN = K2yN-1 + №> (39) 

где 
F* = 9Wy/aX + 1 - ^ [(ay ) £у + у + Ь(а(Щ + Yy_)] + y(x,t), • 

QL XX X X 

кх = a± I (аг + Gih + %ih / ctt), x2= a N / ( a N + а2/г + <^-/ at), 

a x = ai (1 + 0.5/ibi), a N = aN (1 — 0.5Ы?лг—I), Gi = <5i + 0.5 ug0> a 2 = a 2 + 0.5 hqNr 

\ii^=K! {Шг I aait + ( а д ^ 0 + <зд0) (1 — a) / aoi + (щ + 0.5 hf0)(a) / a}, 

/о = / (0, t), q0=q (0, 0 ? N = q ( l , t ) t Уо = У (0, J) , ^ = a (h, f> и V Д. 

Выражение для |Л 2 не выписываем. 
В силу условий Gi > 0, с 2 ^ 0 , <5i - f a 2 ^ . m > 0, ( f i ^ r a / i ^ O , ^ 2 > m / i > 0 , 

возможен один из двух случаев (при а > 0 , см. (43)): 

1 ) 0 < K I < 1 , 0 < и 2 < 1 ; 2 ) 0 < x i < l , 0 < х 2 < 1 . (40> 
в 

В момент t — т решение задачи известно. Поэтому при определении значений 
У = У(х* t) на новой строке t правая часть F* и коэффициенты Иь к 2 , Pi и р 2 изве­
стны. В результате все вычисления на |каждой строке сводятся к решению разно­
стной краевой задачи 

^iyi_1-Ciyi + Biyi+1 = ^ F v 0<i<Nf (41) 

Уо = + Ръ y N = « « 2 ^ - 1 + И-а» ( 4 2 > 

где 

^ = Л | = в | (1 -0 ,5 Л^)," ^ = a i + 1 (1 + 0.5Л6,), 

Ci = A. + B. + hWit D ^ ^ + p ^ / a t , 
fli =

 a (xv 0» & i = 6 0 и т - Д -
Задача (41) — (42) разрешима, если 

Ai>0> Щ>0> Di>^0. - (43) 

Условия Ai > 0, ^ > 0 будут выполнены, если 1—0.5 hbi > 0 или h </*о = min 2/| Ь| | г 

т. е. сетка по х достаточно подробна.. Если bi = 0, то условие h<^ho отсутствует. 
Разностная краевая задача (41) — (42), коэффициенты которой удовлетворяют 

условиям (43) и, следовательно, условиям (40), может быть решена либо одним 
из итерационных методов, либо безытерационным методом» цепочки или прогонки", 
нашедшим в последние годы широкое применение в вычислительной практике 
(см. [17]—[19], .[2], [11]). Остановимся на этом методе подробнее. 

1. Формулы правой прогонки имеют вид 1 

« i + i = Bi + (\-ai)Ai^h?Di ^ < * ! = * ! • (44} 

^ H i P i + ^ i ) . i<i<N,$1 = \x1, (45> 
г 

yi = ai+1yi+1 + $i-]rV 0 < i < i V , yN = (\i2 + x2$N)/(l--x2<xN). (46) 

Стрелки и указывают направление счета: -> от i к £ + 1, « - от i + 1 к i. 
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Для вывода формул (44) — (46) можно использовать либо метод факторизации [17], 
либо метод исключения (см. [18], [19]) который состоит в следующем. Будем искать 
решение нашей задачи в виде (46), где и р> — коэффициенты, подлежащие опре­
делению. Подставим У\^Л = о>$1+$1 в уравнение (41): 

затем при помощи (46) исключим у^. 

l(Aiai — Ci> + Bil Vi+i + l(Aiai — Ci> P t + i + (Ai$i + FiN = °-

Формулы (44) и (45) получаются из условия равенства нулю выражений в квад­
ратных скобках; Начальные условия ai = Хь' Pi = pi следуют из условий у0 = Kiyi + 
+ Hi = cti2/i + Pi, а выражение для yN — из формулы yN_± = а^г/^ + P N и краевого 
условия yN = K2yN_1 + Нг после исключения отсюда 2/jv--r 

Вычисления по формулам (44) — (46) устойчивы, если выполнены условия (40) 
и (43). При этом все а { < 1 , причем а # < 1 , если X i < l , и a N . = 1, если Xi = l , 
Di = 0. Поэтому выражение 1 — х2адг всегда положительно. 

2. Формулы левой прогонки: 
А г 

X 

l<i<N, lN=*b, . (47) 

= + l<i<N, 4N^^> (48) 

y i + 1 = &i+ 1'2/i + rii + 1> 0<i<N, 2/J=(Hi + ^ m i ) / ( l - ^ ? i ) . Ш, 

3. Метод встречных прогонок. Иногда, особенно при ручном счете (или в случае 
малой емкости внутренней памяти вычислительной машины), удобно пользоваться 
методом встречных прогонок (челночным методом), при котором вычисления ведутся 
независимо по формулам (44), (45) и, (47), (48) до некоторого i = п, затем из условий 
сопряжения определяется уп и снова вычисления продолжаются направо От точки 
i — n по формуле (49) и, независимо, налево по формуле (46). Итак, пусть найдены 
величины a n + 1 , p n + 1 , g n + 1 и ц п + г Тогда будем иметь f 

Уп = a n + i Уп+1 + Pn+i» Уп+i = 5n+i Уп "+"• г1п-ы-

Исключая отсюда y n + v определим 

; _ ^ + 1 ~Ь a n + i T ) n + l 
Уп= l - a n + 1 r ) n + 1 ' 

Зная уп, по формуле (46) найдем все yi для £ < и , а по формуле (49) — все 
2/i для £ > л . , • 

При решении нелинейных разностных уравнений обычно применяются различ­
ные итерационные методы, а для счета итераций*—метод прогонки. Мы не имеем 
возможности останавливаться здесь на этом вопросе (см., например, [10], [11] 
и др.). Иногда с целью избежать—итераций берут коэффициенты схемы, зависящие 
от искомой функции на предыдущей строке, чтобы получить для значения у на 
новой строке линейное уравнение. При этом, конечно, получается схема первого 
порядка аппроксимации относительно т. 

§ 3. О точности схем сквозного счета 

1. О ц е н к и р е ш е н и я з а д а ч и (III) 

Вопрос о порядке точности решения разностной задачи (II) сведен 
в § 2 к оценке решения задачи (III) для z = у — и через погрешности 
аппроксимации v1 и v 2 . k 
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Оценки решения задачи (III) в несколько менее общей постановке 
были получены в [4] и [5]. , 

Т е о р е м а 1. Если выполнены условия 

а < М , \ат\ < М , о8<М, | (a s ) 7 | < Af, = i, 2 , (1). 

0 . 5 < а < 1 , (2) 

то, для решения задачи (III) с начальным условием 

z \t=0 = z (ж, 0) . 

при достаточно малом х < г 0 имеет место неравенство 

011о< [2 * Ц - ( * , О! ! ] 2 + M(\\z(x, t)i + \\zx(xf O.II2X (3) 

где M и M — положительные постоянные, не зависящие от h и t , 

И * , t)l-. = \\z(x, 0|l2 + T i i z (0 , . 0 l + T8|z(l, 01» •" ( 4 ) 

Y e = 0 при с8 = 0, Y s = 1 прт а в ^ m > 0, 

. II у {х, t) % = и w (Я; о л, +1 у[ т 1+\ v; (*) 1, (5) 

* 1 

> v s ( / ) = = - — v 8 (г) при &s>rnh>0, 
/ . • ( 5 = 1,2), 

v,(*) = v s ( /) V M g s > w > 0 . 
. Для первой краевой задачи (z(0, t) z(l, t) = 0) оценка (3) сохра­

няет силу, если формально положить v e ЕЕ= 0, s— 1,2. 
Теорема 1 была доказана в [4], [5] для случая t>sk = 0, Я ^ = 0 (в, Л = 1,2), 

т, е. для краевых условий. 
Z 1 ^ = ( a ^ 1 ) z „ - - ' a 1 « ) ( a ) - - - » 1 z r = = : v 1 , \ . я = 0, \ 
\ ' / ч - • > (6) 

Z2z = (az- + a 2 z ) ( a ) + $ 2 z f = — v 2 , x = l, J 

а также для операторов 

Q (z) = 61^* + 63^* + dxz -f <£2z, z x . = 0.5 (z_ + z j (7) 

и , 
Q (г) = М - + М - + +-d&.. • (8) 

Метод вывода оценки (3), предложенный в [5], оказывается полностью пригод­
ным и в нашем случае, причем изменение доказательства, связанное с усложнением 
оператора Q(z ) , настолько несущественно, что мы не будем на нем останавливаться. 
В результате замены условий (6) условиями (2.31) и (2.32) в правой части тожде­
ства (2.11) работы [5] появится дополнительное слагаемое 

R = Xh gnz0 + gwV + Хд**, 0 + k12zXi 0) z- Q + Xh {^zN + 

+ bi^jv + ^ 2 2 * - ' N + ^2iz- N) z- n {z0 = z (0, t), zN = z (1, t) и т. д.). < 



Разностные схемы для уравнений Параболического типа 47 

Для него с помощью обычных для метода работы [4] рассуждений получаем оценку 

Г - 4,0 f £ . Д дО .- л/т (/ + 1). 

Основное интегральное неравенство (2.17) из [5] и все последующие вычисления 
остаются 'без изменений. • , • 

Оценка правой части по норме | | ¥ | 2 является слишком грубой для 
доказательства сходимости решения задачи (II) в случае разрывного 
коэффициента теплопроводности k (х, t). В [5] для решения задачи (III) 
при дополнительных предположениях 

¥ = ^ = # \ v2 = v?\ (&) 
. р < М , » 1 < Л / , £ 2 < М (10) 

была получена так называемая улучшенная оценка, использующая 
нормы . 

III * Ik = \Ш I + Ы + I v21, I tig. = |l * |k* + I vx I + I v21.' (11) 

Т е о р е м а 2. Если выполнены условия (1), (2), (9) и (10), то при 
достаточно малом т < ^ т 0 для решения задачи (III) имеет место апри­
орная оценка 

}\z(x, t)\\aKM^(x,Q)\\5+ Щ(х,1)У + . (12) 

+ f S * ( H ( ^ n l k + I f r ^ . O W ' l l H - ^ f l ] ' * № ( * . О fil*. 

Ч'=т J J Ч'=т J 

гЗб M = 0 W J D W 6 x 1 , = 6 1 2 == &22 = &21 == 0. 

Эта теорема соответствует теореме 6 статьи [5] с учетом сделанных выше заме­
чаний относительно Q (z) и краевых условий. При ее доказательстве решение за­
дачи (III) следует представить в виде суммы z — v + w, где w — решение «стационар­
ной» задачи 

( a w - ) x = — 'Ф» a i w

x , о ~~ c i ^ o — Vi, aN w-t N - f G s ^ ^ ' = v 2. * 

Тогда для v получим следующие условия: 

hv = v*, v* =i§1w^t 0 — 0.5 h (£цМ70 + Si2^o + ^ n ^ , о + ^™х,о)' 

Z2t; == — v*, v* = <gau;- N — 0.5u ( £ 2 2 ^ д г + Sai^iv + ^22^- , iV + "^21^ - jy). 
1 

Для оценки функции v(x, t\ воспользуемся теоремой 1. Учитывая оценки, полу­
ченные в § 1 статьи [5], 

| | u ; ' | | o < M t f | | 5 . , | | г^ Г | |о^М | | ,1 | )1 5 . , | wx> 0 | < М 

находим ' 1 

\ HQ И ;11 2< ^ (ft | | 5 . +Лг11 5.) + ^ II* Ь- = ' 

З а м е ч а н и е . Из (12) видно, что при bsk = 0 (s, k — 1, 2) H t | ) (я , 0) = 0 нера­
венство (12) содержит только ||г|)||5* и ||г|?^||6.: 

2. С в о й с т в а р е ш е н и я и к о э ф ф и ц и е н т о в з а д а ч и (I) 

Чтобы упростить формулировки последующих теорем, будем всегда 
редполагать, что решение задачи (1), а также функции, входящие в 
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дифференциальное уравнение Зьи = 0 и краевые условия, обладают 
дифференциальными свойствами (во всей области _Д или в каждой из 
областей A v = (T|V (t)<x< i ] v + 1 (•*), 0 < *.< 2Г), v - 0, 1,2, . . ., v 0), обес­
печивающими максимальный порядок аппроксимации для схемы и 
разностных краевых условий. Эти свойства будут сформулированы ниже. 

Предполагается всюду, что .функция /(ж, t, и, ру q) имеет ограничен­
ные для всех значений аргументов производные df/du, df/dp, df/dq 
(см. (1.6)). 

Функции /с(ж, t) и /(ж, t, и, /?, q). имеют разрывы 1-го рода по 
переменным (ж, t) на конечном числе кривых Tv (х = r]v (t), v = 1, 2, . . ., v 0), 
которые разбивают область Д на подобласти A v. Обозначим 

к л , , = к(г], (£) — О , * ) , кп;у = к (T)v(f) + 0, f ) , 

/ л , v = / ( i l v ( 0 — 0, ^ и ( т 1 У ( 0 , 0» 2 ( / Ш ' ) Л , V , ^ , V) И Т. Д . 

Если некоторая функция v (ж, £) рассматривается в замкнутой области 

A v (Tiv (t) < ж < r ] v + 1 (*), 0 < * < Г), 

то при этом предполагается, что г; (r]v (£), г) = -г;п, v, v (TI V+I (£)> * ) = ^ Л , V + I . 
Кривая Г у пересекает каждую из прямых I == /т, / = 0, 1, . . ., в 

точке ж = r|v (t) = хПу):-f- 9vft, где 0 ^ 0V ^ 1, жП у = n v —целое число, 
(жП у, t )—точка сетки Q. Числа n v и 0V, вообще говоря, являются 
функциями h и t,n^= щ (h, t) и 0V .= 0V (ft, £). Если линия 1\ параллельна 
ори t (неподвижный разрыв), то rav и 6V зависят только от h\ n v = n v ( / i ) , 
0V = 6V (ft). / ч • 

В этой статье рассматриваются лишь неподвижные разрывы, т. е 

х = r]v = const (v = 1, 2, . . ., v0) п р и 0 < * < 7 \ 

В дальнейшем будем предполагать: 
(К х ) . В каждой из областей Av выполнены условия лемм 1 и 2. 

Тогда погрешность аппроксимации схемы ЗРь-* в классе решений урав­
нения &и = 0, . 

\ . 

V = 0(h*) + 0(Tm*), где т а = Р ' а ^ ^ ' ' (13) 
I I , а =^ 0.5, 

во всех точках сетки £2, кроме точек ... \ 

К ' 0 и v = 1, 2, . . . , v0; t = т, 2т, . . ., Lx — Т. .' 

Асимптотический порядок Т при / г - ^ 0 и т - ^ 0 в указанных точках 
исследуется в п. 4. 

(К 2 ) . Выполнены условия леммы 3, в силу которых погрешности 
аппроксимации краевых условий имеют порядок 

Vs^v^h2 + 0(hxmal+0(hs)y «.= 1,2, (14) 

где v£ определяется по формуле (2.23). 
(К 3 ) . Условию Липшица по t удовлетворяют^функции бх(г) и a2(t) 

при 0 < t <J Т и к (ж, t) — в каждой из областей Д у . 
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(К 4 ). Предельные значения функций 

к, к , к , и , 'И , и 

удовлетворяют вдоль каждой из линий Д \ , (v = 0, 1, . . v 0 , v 0 + 1) усло­
вию Липшица по Л, а предельные значения функции d2u/dxdt— только 
вдоль внутренних линий для v = 1, 2, . . ., v 0 . 

В случае гладких функций к (х, t) и f(x, t, и, р, q) условие (К^) 
выполнено во всей области Д, а условие (К 4) — только при v = 0 (х = 0) 
и v = v0 + 1 '(%=' 1). 

Из перечисленных условий следует, что для коэффициентов задачи 
(III) справедливы неравенства Г 

0 < mh <#8 <Mh, 0 < т < р < М, 0 < т < а < М, 0 < c s (£) < М, 
# 5 ) 

| ? 4 | < М , | U | < M , »,-Л=-1,>2, ' (4«) 

| . а г К . М , | ^ ) г | < М г (17) 

обеспечивающие применимость теорем 1 и 2 п р и Ю . 5 ^ а ^ 1 . 
О : 

3. В л и я н и е п о г р е ш н о с т и а д г п р о к с и м * а ц и и :к?р;аевых 
у с л о в и й н а т о ч н о с т ь р е ш е н и я р а з н о с т н о й з а д а ч и 

Решение задачи (III) можно представить в виде суммы двух частных 
решений z = гг + ^2» г Д е £ i ' — решение задачи с однородными краевыми 
условиями (ух = 0, v 2 == 0), a z2— решение задачи (III) с однородным 
уравнением ( ¥ = 0). i 

Как было уже отмечено в п. 2, мы рассматриваем лишь неподвиж­
ные разрывы коэффициента k(x,t). 

Л е м м а 4, .Для погрешности z2 решения задачи (Ц) за счет по­
грешности аппроксимации краевых условий при достаточно малом 
т . < то имеет место оценка 

« если 0 . 5 < а < 1 . (18) 

Для доказательства леммы 4 надо оценить .решение z2 задачи (III) 
при ¥ = = 0 . Представим v s и, соответственно, z2 в виде 

. v s = + v f , z^zF + z?, v<» =,*<«>, 

vs = v^h\ v f = 0(htm*) + 0(h% 

где определяется по формуле (2.23) и зависит от значений 
к, /г/, к", и', и", и", й при х = 0 (аналогичной формулой выража­
ется £ 2

0 )). 
Пользуясь теоремой 1, находим 

Н9)$о<М(У¥тп' + к \ г (19) 

Для оценки llz^llo используем теорему 2, которая дает 

||zf |о < М {щах [| v',0) (*') [ + | -vf (t')\ + 1 ( i f ) F | + I ( i f (t') r1l + 
• 0 < r < ( +1^(0)1 + 1^(0)1}^. ' : 

4 ШВМ и МФ, № 1 
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Отсюда в силу ограниченности | vf] | и | следует 

II41* (я, 0 |1о<М/г 2 . 

Учитывая (19), получаем (18). 

4. Т о ч . н о с т ь в к л а с с е н е п р е р ы в н ы х к о э ф ф и ц и е н т о в 

Предположим теперь, что коэффициенты k(x, t) ж f(x, t, и, р, q) не 
имеют линий разрыва (v0 = 0) и условия, сформулированные в п. 2, 
выполнены во всей области Д . В этом случае 

W = 0 (/г2) + О ( Т т а ) во всех точках сетки Q. (20) 

Т е о р е м а 3. Решение у задачи (II) равномерно сходится к реше­
нию и(х, t) задачи (I) при независимом стремлении к нулю h и т, так 
что при х < т 0 справедливо неравенство 

ly-u\\^M{h? + Xm«) д л я 0 . 5 < а < 1 , (21) 

если выполнено условие (20). 
Для доказательства теоремы 3 достаточно оценить z{—решение 

задачи (III) при v x = 0, v 2 = = 0 — по теореме 1 и воспользоваться затем 
леммой 4. 

Замечая, что | | ¥ (ж, £)||а = О (/г2) + 0 ( т т < х ) , и пользуясь теоремой 1, 
находим 

| | 2 i ( x ,O l l o<^ (^ 2 . + t m a ) ; • , " 

5. П о г р е ш н о с т ь а п п р о к с и м а ц и и в о к р е с т н о с т и л и н и и 
р а з р ы в а 

Пусть на некоторой кривой х = т]у (£)> принадлежащей семейству 
{1\} (см. п. 2, § 1), функций к (г, £) и /(ж, £, и, /?, #) (вместе со своими 
производными df/ди, df/dp и d//d#) имеют разрывы 1-го рода по (х, t). 
Найдем асимптотическое поведение погрешности аппроксимации W 
схемы Л ' в точках ( r n v , 0 и ( г П у + 1 , г) сетки Q. 

Для упрощения записи индекс v будем опускать и писать т|, п, 0 
вместо T]v, n v и 0V, полагая т] = жп + 9й, xn = nh, О < 0 < 1 (см.'п. 2). 
Сеточная функция 

> W = (% + ^p + г|)ф) ( а ) + . / (22) 

определяется по формулам (1.36)—..(1.41)/ 
Разложение для i|?a в точках х = хп и х == ж п + 1 получено в [1]: 
• '' ' ' " • ' ' ' V 

Аф а.п = 0 ( 1 ) / , / г ^ а е П + 1 ^ 0 ( 1 ) , /%,п + Ца9 п + 1 = 0 (1) 
( ^ ) 

(*a.n = *a( a ? nv0)-

для любой схемы из исходного семейства. Для наилучшей канонической 
схемы "(1.28) с шаблонными функционалами 

л 0 • 0.5 
A[P{s)]=[\i?kY' • F^W= )v(s)ds (24) 

' —0.6 
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имеем ' 
%,п = 0 (.1), я|)а,п + я|)а, п + 1 -= (0.5 - 0) [(Ли')п - (Аи')л] + 0 (А). 

' f . ' ' < '•; (25) 
Рассмотрим теперь погрешность г|)р. прй..ж=-ж п и х = хп+1\' 

Ч>Р, п = ( - | ^ - ) n ( a n + i W x , п + anu-t n — 2(ku')n), 

"ФР, n + i = ( " ^ " ) п + 1 ( а п + 2 ^ , n + i + ап^.1их> п — 2 ( A » ' ) n + i ) 

где (д(р/др)п и (dy/dp)n+i — значения производной при некоторых 
средних значениях рп и /^ .ц аргумента р; так, например, 

Рп=2 (ки')п + 0! (а п + 1 -и х , п + а п и - п - — 2 (Аи')п), 0 < 0 i < l . 

Из разложений uXt п — 0н л + (1 — 0) ц п + О (А), и- п = ил + О (А), 
и*, n+i = ^ -Н О (А), а„- =;Л л + О (/г), а п + 2 = Ап + О (А) следует: 

ап+1их> п + апи-п — 2 (ки')п = ап+1 (~ + Ц 1 ^ ) — i ] ^ + Ч? (/г), 

а^их, n + 1 + an+luXt n — 2 {ku')n+i = (Jj- + i ^ - i j —-1 j W + 0(A), 

где W = & л Ил; = / с п «п (смг(1.5)). 
Отсюда видно, что 

%,п = 0(1), • «+!=.<? (1) (26) 

в исходном классе схем, а для наилучшей канонической схемы 

: п = 0(h), п + 1 = О (А), (27) 

так как в этом случае 

Нетрудно убедиться, что справедлива 
Л е м м а 5. Если т] = const при O^t^T (разрыв неподвижен) и 

функция jpz-j-(x, t, u,-p,-q) удовлетворяет условию Липшица по t, и, 
р и q, то справедливы оценки ' 

J (%>, п)Т I < Ж*'1, | (Ч?р. n+i ) т I < МНЖ~\ -; [<28) 

где к = 1 для всего класса исходных схем, к = 2 для схемы (24). 
Перейдем теперь к оценке в точках ж = хп и £ = # п + 1 выражения 

^Ф = F [/ (я ,+ «А, t, u;2kuf, й)\ — / (ж, и, 2Ав', й) (— 0.5 < 5 < 0.5). 

При этом будем предполагать, что разрыв неподвижен, т. е. rj = const 
при 0 < £ < 7 \ В силу замечания 1 (п. 1, §1) производная и непре­
рывна при х = ц (йп == йп). / 

Возможны два случая: 0 < О . 5 и 0 > О . 5 . Проведем все рассуждения, 
предполагая, что 0 < 0.5. Так как разрыв находится вне интервала 
{хп + 0.5А, хп+1+ 0.5А), то сразу находим -фф > п + 1 = 0[№) для любой 
исходной схемы. -

. 4 * 
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Рассмотрим теперь наилучшую схему (24), для которой 
0.5 

ФФ. n = J f:\xn +sh, t, ип, 2 (Лв') я > u n )ds —/ {хп, t, ип, 2 (ки%, йп), (29) 
-0.5 S . 

и будем предполагать, что разрыв неподвижен. * 
Разложим подынтегральную функцию в окрестности точки х = ц: 
1) если s < 6, то 

/ (хп + sh, t, ип, 2 (ки')П9 йп) = /л + {(* - в) ( | £ ) л — [ ( ^ ) п й л + (30) 

2) если s > 6, то 

/ (avd-sM,*», 2 (А»')„, * » ) = / п + {(* - 9) £)п-[(Й)„кл +(J£)n

2 + (31> 
+ ' Ш д * ч И h + 0 { Л 2 ) = / п + M s ~ 0 ) Ш „ + & + ^ 

Разложение для второго слагаемого в (29) получается по формуле 
(30) при s = 0. После подстановки этих, выражений в (29) находим 

>ф,« = ( 0 . 5 - в ) ( / п - / л ) + (32) 

• + 0.5 (0.5 - в)[(0.5 + 6) ( | ^ ) л + ( 0 . 5 - 9 ) (|0п + 2^]h + 0(h). 

Чтобы получить разложение для tytp.n в случае произвольной схемы 
из исходного семейства, воспользуемся формулами (30) и (31), выпи­
сывая в них только главные члены: 

f(xn + sh, t, ип, 2 (ки')п, йп) = f*(s) + 0(h), (33) 
где 

/ л , * < ' 6 , 

Тогда можно написать 

^ , n = Fir(s)}^U + OW = 0<(l). (34) 
Собирая все результаты, получаем для г|)п и д|)п-н следующие 'разло­
жения по степеням h: ^ 

™̂ = ( ^ - + Р о + W) + 0{k*) = 4n + OW) + % + (35) 

% + Цп+1 = (Го + Xih) + 0(h*) = ( $ п + + 0{h?), (36) 

Где P_i — выражение, зависящее от левого и правого предельных зна­
чений функций к, и- на линии х = п; р 0 и у 0 — от предельных значе­
ний % к','и', в", Ti — от предельных м а ч е ш й /с, A7, Г , в ' , в", и'", й'. 

* При этом Ро, То» 'Pi и Ti удовлетворяют услбвйям Липшица по 
всем своим аргументам. Для наилучшей канонической схемы (24) 

,р х = 0, То = (0-5 —• 0) \($>и)п - ,(®и)л] = 0.. 

Тем самым доказана следующая 

file://f:/xn
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Л е м м а 6. Если k(x, t) и f(x, t, и, р, q) имеют разрывы 1-го рода 
на прямой х — т) = const и выполнены все указанные выше (в п. 2 и п. 5) 
условия, то , 

где % — 1 для всего класса исходных схем, к — 2 для схемы (24). 
Так как в случае неподвижного разрыва производная й непрерывна 

при х — ц, то 
tyq = О ( t m a ) во всех точках сетки Q. (38) 

Если разрыв движущийся, то un=f=uu и у 0 ф О даже для схемы (24) 
(условие $_г — 0 для схемы (24) выполняется всегда). 

З а м е ч а н и е . Как показывают предыдущие рассуждения, если линия разрыва 
проходит через точки (хп, t) или (xn_±_v t) сетки Q (0 == 0 или Q = 1): и функция 
/(а?, г, w, р, q) непрерывна при х = т], то для любой исходной схемы 

i = ^ ( 4 , ^ П + 1 = 0 ( Л ) . 

Однако если точка х = ц иррациональна, то и величина 0 должна быть иррацио­
нальной, т. е. в этом случае условия 0 = 0 или 0 = 1 не могут быть реализованы 
ни шри каком h = 1 / N. 

6. Т о ч н о с т ь в к л а с с е к о э ф ф и ц и е н т о в , и м е ю щ и х 
н е п о д в и ж н ы е р а з р ы в ы 

Нерейдем теперь к оценке порядка точности разностной задачи 4(И), 
предполагая, что k(х, t) и / ( # , t, и, р, q) имеют разрывы 1-го рода на 
прямых х = r]v = const (v = 1, 2 , . . . , v 0), 0 < £ < 7 \ В этом случае ¥ 
нужно представить в виде суммы . 

¥ - ¥ 1 + ¥ 2 ; (39) 
где : 

> 2 СФ* ) ( а ) , я|)* - ^ n v - S (ж, ^ n v ) + ^ n v + 1 6 ( ^ , ж Я у + 1 ) , (40) 
v=0 

б (ж, I) — символ Кронекера (Ь(х, | ) ' = 0 при ж=^=£, б (£, £).= 1). 
Для функции ¥ 2 во всех точках сетки Q справедлива оценка 

^2 = 0{№) + 0(%т*), (41) 

Выражения для г|?Пу и i|>nv+i дают формулы (35) и (36). 
Поскольку влияние граничных условий учтено леммой 4, то остает­

ся найти оценку для функции zly являющейся решением задачи 

(az-p + Q(Z)-pzT=-W, 

lxZ = 0 при х — 0, l2Z = 0 при х = 1,* 2 — 0 при г = 0. 

В соответствии с (39) положим* 
i, Z l — Z l l ~Ь Z 1 2 J 

где z n — решенние задачи (42) с правой частью a z12 — решение 
задачи (42) с правой частью ¥ 2 . Замечая, что \\W2|| 2 = # ( h 2 ) + 0(xV*), 
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ж пользуясь теоремой 1, находим 
. Ыо<М(к*+.хт*)., ' (43) 

Для оценки zn нам понадобится 
Л е м м а 7. Пусть z*— решение задачи (42), где 

* W = (rf\ Г = ЦпЬ(х, х\) + Цп+1Ь(х,хп+1). (44) 

Тогда при. достаточно малом т < т 0 имеет место неравенство 

\\z*(x,t)\\o^M{h^\^n(py\ + h\^n(0) + ^ » + 1 ( 0 ) | + 1 . (45) 

+ max \№(| qn{t') | + | ф „ ( 0 ) т |) + h(| ^„(Г) + ^ n + 1 (*') |) + 
0<( '< ( 

+ I Ofci (О)г + ( W i (0)г11} + М№ max | ф„ (*') | , 
0<t'<t 

где М.= О при bsk-=0, s = 1, 2; /с = 1, 2. 
В самом деле, для оценки ||z*(z, t)\\0 надо воспользоваться нера­

венством (12) теоремы 2, в-которое будут входить | яр* | | 4 l ||ip*||4., ||ipf||4*. 
Вычислим эти величины. Для этого оценим сначала функцию 

i 

\a(x,t) = 2 и*(ж'.О-

Подставляя сюда'выражение (44) для а|)*, находим 

(.1 (ж, f) =-= _' h % , х = хп' (46) 
(й(г|)„ + г|) п + 1 ) , х > .т„, 

В частности, |д.(Ж(у_ х, г) == /г(1|)„ + г|)п+г); поэтому 

| ( o | ) M ) | = A | ^ n + ^ n + 1 | . (47) 

Пользуясь (46), находим 

I I ^ I U H I i l \ \ 2 + K ^ n ) l < ^ / M ^ I + 2 | ^ n + : t n + i i ^ 

.11Г к =7 Ы1 + ! 1) К Л 2 F*n I + 21 ^ + ! К 

Отсюда и из неравенства (12) следует (45)., 
В силу лемм?1 7 для zn имеет место оценка 

\\zn(x,t)l0^Mh"-4* (48) 
и, следовательно. ..ч 

\\Zl(x,t)\\0^M(fi«-4>+.Tm*). - (49) 

Тем самым доказана следующая 
Т е о р е м а 4,. Если k(х, t) и f(x, t, и, р, q) имеют разрывы 1-го рода 

на конечном числе прямых х = T] v = const, v = 1, 2, . . . , v 0 и выполнены 
все указанные выше (в п* 2 и п„ 5) условия, то решение у (х, /) разност­
ной задачи (II) равномерно сходится к решению u(x,t) задачи (I) мри 
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независимом стремлении ;h и % к нулю, так что для любой схемы 3&£т 

из исходного семейства при достаточно малом % < т0 имеет место 
оценка . 

; \у — u\\0^M(h^ + Tm«) п р и 0 . 5 < а < 1 (50) 

и для наилучшей канонической схемы (24) —• оценка • п 

.y-u\\0^M(h^ + xm-). ' (51) 

В самом деле, для доказательства теоремы достаточно, в соответ­
ствии с п . 3, оценить функцию z1(x,t) и воспользоваться леммой 4. 

З а м е ч а н и я 

1. Сходимость решения задачи (II) для произвольной разностной 
схемы SPhx из исходного семейства в классе разрывных коэффициентов 
k (х, t) имеет место при значительно более слабых требованиях: 
1) /с, /с', f(x, t, и, р , q), и", и непрерывны в Av (v = 0, 1, . . . , V Q ) , 2)/С, и' 
удовлетворяют вдоль T v условию Липшица по t, 3) к(х, t) в Д у и os(t) 
при 0 ^ t <С Т удовлетворяют условию Липшица по /. При этих усло­
виях ' 

\\У — » | o - < P o W + po(t)i 

где р 0 (А)->0 при /i—>0 и p 0 ( t ) - ^ 0 при^т—>0. 
2. Для упрощения изложения всюду сформулированы лишь доста­

точные условия, обеспечивающие выполнение полученных выше оценок. 
Некоторые требования, накладываемые на решения и (х, t) is. коэффи­
циенты задачи (I), могут быть ослаблены. Так, например, теорема 4 
сохраняет силу, если отказаться от требования, чтобы предельные 
значения функций к", и'", и' на прямых F v (v = 1, 2, . . . , v0) удовлетво­
ряли условию Липшица по t. 

3. Если ^i- (х} t, и, р, q) = 0 и выполнено одно из условий: 1) и (х, 0) ~ и (х, 0)—О, 
др 

2) коэффициент теплопроводности к не зависит от — то вместо (50) — (5.1) выпол­
няется неравенство 

\\y-u\\^M{h*+ 

т. е. схема (24) имеет в классе разрывных коэффициентов тот же порядок точности, 
что и в классе гладких коэффициентов к (х, t) и f (х, t, и, р, q) уравнения 0>и = 0. 

4. Теорема 4 справедлива и для первой краевой задачи (и (0, t) = их (t), и (1, t) = 
= u2(t)). Отсюда, в частности, следуют соответствующие результаты работы [3] для 
линейного уравнения теплопроводности. В случае четырехточечный схемы ( а = 1) 
теорема 4 может быть усилена с помощью специальных априорных оценок, которые 
будут рассмотрены отдельно. 

5. Аналогичными методами исследуются дифференциально-разностные уравнения, 
получаемые методом Роте и методом прямых. 

В заключение автор пользуется возможностью выразить благодарность 
А. Н . Тихонову за обсуждение полученных результатов. 

Поступила в редакцию 
30.09.1961 
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