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Данная работа возникла в связи с изучением сходимости и точности 
однородных разностных схем сквозного счета (см. [1]) для решения 
нелинейных и квазилинейных уравнений параболического и гиперболи­
ческого типов: 

д Г 7 / . \ ди ди ди 
дх ' dt 

22u =-jL[k (х, 0 • £ ] - с(х, t ) ^ -/(х, t, и, ^ , Щ = 0, (2) 

х*и = ̂ [к<ж'*)-ш] + с(х>')\w + 1 (*•и> i > S"> ж) = 0 (3) 

в ограниченной области Д = ( 0 ^ ж ^ 1 , 0 ̂  £ <^ Г) в случае, когда 
коэффициенты k(x,t,u) и k(x,t) являются разрывными функциями (х, t) 
(см. [2]). 

Пусть и = u(x,t) — решение уравнения £su = О (s = 1, 2, 3) с неко­
торыми начальными данными при i = 0 и краевыми условиями (вообще 
говоря, нелинейными) при х = 0, х = 1 ,а ?/ — решение соответствующей 
разностной задачи. Мерой точности разностного метода является функ­
ция z = у — и. Она удовлетворяет (при соответствующих предположе­
ниях относительно j ж к (х, t, и)) неоднородному линейному разностному 
уравнению SPsz — г|з (s = 1, 2, 3), правая часть которого есть погрешность 
аппроксимации разностной схемы на решении дифференциального урав­
нения %su — 0. Краевые условия 1-го рода (и (0, t) = иг (t), и (1, t) — и2 (t)) 
на разностной сетке аппроксимируются точно. Если же рассматриваются 
краевые условия 2-го или 3-го рода или еще более общего вида, как 
например (в случае уравнения (1)) 

= C l l & — п р и х = 0, (4) 

~ к 7 ^ = ^ 2 ^ 7 + Soli — u2{t) приа? = 1, (5) 

то для у строится разностный аналог этих условии того же порядка 
аппроксимации, что и разностная схема (см. [3]). При этом следует 
отметить, что простая замена в (4) и (5) производных разностными 
отношениями дает разностные краевые условия первого порядка аппро­
ксимации. 
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В результате для функции z мы получаем неоднородные краевые 
условия, аналогичные по форме (4), (5), с правыми частями у 1 и v2. 

Для доказательства сходимости надо дать равномерную оценку z 
через \|% Лд и v2 (априорную оценку). 

I) с .ту чае разрывных коэффициентов положение осложняется тем» 
что я|* вблизи точек разрыва коэффициента к , вообще говоря, не стре­
мится к нулю при стремлении к нулю шагов сетки. Поэтому оценка г|э 
во максимуму или в среднем недостаточна для доказательства сходи­
мости, 13 связи с этим оказалось необходимым ввести специальную 
норму р1|)Цз уже при изучении сходимости однородных схем (см. [1]) 
для простейшего стационарного уравнения теплопроводности: 

В работе [4] нами были получены априорные оценки, пригодные для 
доказательства сходимости разностных схем (для уравнения (1)) как в 
случае неподвижных разрывов к (х, t) (при х = const), так и в случае под­
вижных разрывов на конечном числе кривых x = r\m(t), т = 1, 2, т 0 . 
В работе [5] эти оценки использовались при изучении сходимости и точ­
ности в классе разрывных коэффициентов схем сквозного счета для ли­
нейного уравнения теплопроводности с краевыми условиями 1-го рода. 

Поскольку рамки одной статьи не позволяют дать описание разност­
ных методов решения уравнений (1) — (3), формулировки и доказатель­
ства соответствующих теорем сходимости в различных классах коэффи­
циентов, то мы вынуждены отдельно дать изложение математического ап­
парата, позволяющего оцепить погрешность z у — и. Этой цели и по­
священа данная статья. Найденные априорные оценки позволяют также 
выяснить вопрос об устойчивости по начальным данным и правой части. 
Заметим, что для уравнения второго порядка параболического типа (и 
краевых условий 1-го рода) для сходимости достаточно устойчивости по 
правой части. Теоремы сходимости и точности разностных схем сквозно­
го счета для уравнений (1), (2) и (3) с краевыми условиями весьма общего 
вида будут изложены отдельно. 

При построении априорных оценок мы пользуемся методом интеграль­
ных («энергетических») неравенств, который получил широкое рас­
пространение в теории дифференциальных уравнений, а также методом 
выделения «стационарных» неоднородностей, для которого оценки полу­
чаются особенно точными, так как при их построении используется раз-
постная функция Грина. При этом мы обращаем особое внимание на выбор 
нормы для оценки правой части и ослабление требований на коэффициенты 
уравнения. 

Некоторые простейшие неравенства (например, (2.21)) встречались 
в работах других авторов (см. [6], [7], [8]), однако они были получены 
для разностных схем частного вида и для значительно более узкого клас­
са коэффициентов и краевых условий 1-го рода, что делало их непригод­
ными для наших целей. 

Дадим теперь краткую характеристику содержания работы. Во вве­
дении приводятся основные обозначения, а также вспомогательные соот-

dx 
du 
dx — q (х) и 4- j (х) = 0. (6) 
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ношения (разностные формулы Грина, неравенства и т. д.), используемые 
в дальнейшем. 

В § 1, являющемся, по существу, продолжением работы [1] , рассмат­
риваются разностные краевые задачи для стационарного уравнения теп­
лопроводности (6), для систем уравнений, а также для уравнения четвер­
того порядка 

d2u' d 
dx 

da 
dx 

в случае разрывного k(x). Полученные в § 1 оценки используются в § 2, 3 
и 4 для уточнения оценок в случае плохой правой части яр. 

Заметим, что аналог теоремы 5 имеет место для случая нескольких 
пространственных переменных. Соответствуювгих оценок мы здесь не при­
водим. 

В § 2 уточняются результаты работы [4] и дается вывод новых оценок. 
В частности, получены оценки для системы уравнений параболического 
типа. 

В § 3 для девяти- и семиточечных разностных схем, соответствующих 
(2), получен ряд априорных оценок. Простейшая из них (3.18) в случае 
гладких коэффициентов для неявной схемы (ах = 1) и краевых условий 
1-го рода получена в [9] при дополнительном условии | |-< М. 

В § 4 изучаются задачи для разностного аналога уравнения параболи­
ческого типа четвертого порядка. 

Оценки того же типа, что и для разностных уравнений, имеют место 
для дифференциально-разностных уравнений, получаемых методом Роте 
[10] и методом прямых. 

Все результаты § 1, 2 и 3 были получены для неравномерных сеток. 
Однако с целью упрощения излолления доказательства проводятся для 
равномерных сеток. 

В каждом параграфе ведется своя нумерация формул. При ссылке на 
формулы из другого параграфа используется двойная нумерация (напри­
мер, (В.22) — формула (22), Введение; (2.7) — формула 7, § 2, и т. д.). 

Введение 

1. Р а з н о с т н а я сетка и сеточные ф у н к ц и и 

Рассмотрим область Д = (0 < > < 1, 0<^t^T). Обозначим через Q 
разностную сетку в Д, т. е. совокупность точек {xh tj), где xt = ih, 
г = 0, 1, 2, . . . , ЛГ, h = 1/iV; tj = /т, / — 0, 1, 2, . . . , L, т - T/L. 

Пусть й х — совокупность внутренних точек {х{, tj) сетки Q, для 
которых 1 < ; г < ; Л Г — 1, 1 < / < ; L , Q2 —совокупность точек (xutj), где 
1 ^ i <Г N — 1, 2 <^ / L, Q3 — совокупность точек (xh tj), где 
2 < ; < Л Г — 2, 2 < / < L . 

Условимся сеточные функции записывать без индексов сетки, т. е. 
вместо z\ писать просто z или z(x, t), не указывая при этом также 
и зависимости z от шагов h и т сетки. 

Для упрощения записи введем обозначения (см. [4]): 
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z—z z— z{~1] z { + 1 ) — z 
Z, — , Z- — д , £ x = ^- , Z x * — 0,0 (zx -j- Z - ) . 

To 171a будем иметь 

~J2 1 а г+1 ( Z i + i — 2i ) — (Li (Zt — Zi-i)\ = x . 

2. С у м м ы и нор м ы 

Введем следующие обозначения для сумм [4]: 
N—l N—l N N ' 

(ф, 2 Фг'ФгЙ, [ф, = 2 (fityih, (ф, 1|5] = 2 Фг^Л [ф, 4] = 2 Фг%Й> 
г=1 г=о i=L г=о 

где фг и % — любые сеточные функции. 
В дальнейшем мы используем нормы: 

! Н » шах |%|, Ŝ8m = (|*r,l)VTO, '» = !- 2, (1) 
0 /<А Г 

х'—х 

IIЧ lis = II л I k . л ( ж ) - 2 лч Ю, !! ч |». = h i!t, (2) 

IIЧ>Ik = IIч>Из + 1 И% 1) I, * )\Ч>Ik* = I у h* +1 1)1- (3) 
При оценке решения разностных уравнений с правой частью if> и не­
однородными краевыми условиями применяются нормы 

II 4 Ik = И | 4 + I v i | + ! v21, || г|> ||5* = || ф Ц4* + | v;l | + | v21, - (4) 
где V j - V | (£) и v2 = v2 (£) — правые части краевых условий при # —О 
и х =-- 1. 

Кроме того, будем писать 

H U = (& i] v *=[j/ 8 , . i) , / 2 = ii?/xii2 Ц -og 2)- (5) 

При изучении (в § 1 и 4) разностного оператора (^Ухх)хх четвертого 
порядка встречаются также суммы 

N—2 N—2 N—1 

((ф< Ч")) = 2 Фг'ФгА, (ф, 40) = 2 Фг%й, ((ф, 40 = 2 Фг4^. (6) 

г ̂=2 г=1 г=2 
Если — функция, определенная на сетке Q или на ее части Qs 

- 1 , 2 , 3), то норма является сеточной функцией, зависящей 
только от t и определенной на сетке озт — {/;, / = 0, 1, 2, . . . , L) или 
на ее части. Будем писать 

[I г | Г | | т = = m a x || г|э ( ж , t) ||.m, = 1 , 2 , 3, 4, 5, 3*, 4*, 5*. (7) 
(t) 

В дальнейшем часто встречаются суммы 
j j t'=t 
2 *(Nllm) 2= 2t||V'fm = 2 Т||ф(х, Olfm. * = 0 , 1 , 2 . (8) 

j'—s j ' = s r=ST 

[дли i|) — (if>A (я, £))— сеточная вектор-функция, то 

!!*ГЛ = шах , Шт -2<|**Г. I) 1 '"- 2. (9) 

И I Д. 
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3. Н е р а в н о м е р н ы е сетки 

Предположим теперь, что сетка Q = {хи tif 0 < / < i V , 0 < / < L 
неравномерна, т. е. ее шаги ht = xt — х\^г и Xj = tj— меняются 
от точки к точке. 

Будем предполагать всюду, что шаги ht сетки со/г = {xit 0 <; i <Г N} 
удовлетворяют условию 

0 < х ( ) - : (10) 
г 

где х 0 и хх-—постоянные, не зависящие ни от /\ ни от N. 
На неравномерной сетке также используется безындексная система 

обозначений. 
Будем писать 

J г0 „ „(—1) . —1 

/г. " /г ' x x , "t t. 
Кроме того, вводятся разностные отношения 

где 

Й = Пх •-•= 0,5 (^ + hi+1), т ; = 0,5 (tj -f tj.i). 

Следует при этом иметь в виду, что z-~=]=z~-. 

Разностный оператор, имеющий на равномерной сетке вид (^-) х , 
заменяется на нера омерной сетке оператором (az-)~, а вместо zj-t бе­
рется оператор z~j. роме сумм 

( Ф , 4 ) = 2 (ф, 41 = 2 Фг4А И Т. Д., ( И ) 
г=1 г=1 

ис по льзу юте я суммы 
ЛТ-1 

(ф> 4)" = 2 Ф г 4 А И Т. Д. (12) 

В этом случае, кроме норм | | i | ; | U ( / ? г — 1> 2, 3), определяемых по 
аналогии с (1), мы будем пользоваться нормами 

|Ч-!й = { ( | Ч Г М ) * } П П , « = 1 . 2 , (13) 

1К1!з = ||л1ь, л И = 2 Ч (•<')/"'•<•'). (14) 

Аналогично определяются ;|i|?l|m, ^ = 3*, 4, 5, 5*. 

4. Некоторые э л е м е н т а р н ы е н е р а в е н с т в а 

Математическим аппаратом, используемым нами в дальнейшем, 
являются разностные формулы Грина и некоторые элементарные не­
равенства. 

Перечислим прелюде всего следующие неравенства [11] : 
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1) неравенства Коши — Буняковекого и Гёльдера: 

! (», Z) | < (I у Г, (| у \\ if1*, Цр + 1 / ^ = 1, р > 0, q > 0; 

2) \yz\^y2/Ac+cz2, (15) 

где с — любая положительная постоянная; 
п п 

3) (2 msf < ?г 2 иг*; (16) 

п п 11 
•4) П ̂ sS<2 v s 7 ? ? s , m 8 > 0 , v s > 0 , 2 v s = l. (17) 

s = l s = l s = i 

Л e м м a 1. Пусть E (t) и f (t) — две неотрицательные сеточные функ­
ции, причем Е (t) спределена на сетке {tj—jx, j= s, s-{l, . . . , L; 5 = 0, 1} , 
a / (t) — на сетке {tj = jx, j = s 1, s -f- 2, . . . , L\ s — 0, 1} . ЕЪш <?&г-
полнено неравенство 

Е (t) < (1 + Mr) (Я (* — т) + т/ (0), (18) 
то 

t'=t 

E{t)^e^\E{sx)+ 2 */(*')!• (19) 
*'=<8+l)T 

Б самом деле, последовательно применяя неравенство (18), получим 
j—s- l 

Е (t) qi~sE (sx) + 2 qk+1f(t — kx)x, q = 1 + Mx (t = fx). 
Отсюда и следует неравенство (19). 

Аналогичная оценка получается и для функции E(t), удовлетворяю­
щей неравенству Е (t) ^ (1 Л/т) |\Ё (£ — 2т) + т/ (£)]. В этом случае 
вводится функция Ex(t) ~ Е (t)-\-Е (t — т), для которой имеет место 
неравенство (18). 

5. Р а з н о с т н ы е формулы Г р и н а 

Пользуясь очевидными формулами суммирования по частям 

(у, = — [z, ух) + 7./дг2д-__1_ — yQz0 (Уо = у (0), yN = y (1)), (20) 
ilh zx) = — (2, у-] + yN*N — 3 i 2 / 0 , (21) 

нетрудно получить формулы Грина: 
I) первая разностная формула Грина 

to, (azx)x) = — (а, Ух*х] + (oj/z-) д,— ах (г/^) 0 ' ' (22) 

J) нторая разностная формула Грина 

to, ( a z x ) x ) ~ (^х)х) = aiv (У2* — ZVX)N~
 a i — У**)о- (23> 

На неравномерной сетке формулы Грина принимают вид 

( a z *)x)* = - (a> 2/xzx] + ( a2/ z*)jv - a i tox2)0J (24) 

ilh (<ж-)~У — (2, (a?/-)-)*' = aN (yz- — zy-)N — ax (yzx — yxz)0. (25) 

3 ; I ; B M п М Ф , № 6 



978 А. А. Самареки и 

Рассмотрим теперь разностный оператор четвертого порядка (аух ) -
и покажем, что для него имеет место следующая разностная формула 
Грина: 

((у, (az-J-J) = (я, \у^ ( , ( ' i ) s _ . ) - - - a ( - o ^ _ ^ _ (26) 

— \у™ (a^Hxx)x — a^yxzxx]Q. 

Воспользуемся второй разностной формулой Грина для оператора w-
в о о л а стп h •: х " i = 1 -— /?•: 

((?/» w , . v . v ) ) = ( ( / / .v .v ' ^)) "г (2/ w 'x — VXW)N-I — — 

Учитывая затем тождество //- : ?/,, — преобразуем эту формулу 
к виду 

((г/, и;-,)) = (?/-л„ ю) + (у™ - ) у - ( / г ] ) - н>(+1> г/ж)0. (26'} 

Отсюда после подстановки гс = u z - следует (26). 
Меняя в (26) ролями у и z и вычитая полученное тождество из 

(26), получим вторую формулу Грина для разностного оператора чет­
вертого порядка. Мы не будем ее выписывать, 

Если, например, выполнены условия 
У = Ух ^ " = Zх =• 0 при х = ;г0 0; у = ух ==Z==ZX = 0 при х = ху = I 

пли 
Ух = zx = (a<"J> / / Л ; Л . ) - ( / / ( " ^.v.v).v - 0 при х = о; 

Ух, = S x i = fe)x = S x x ) . v = 0 при X = 1, 

то все подстановки обращаются в нуль и формулы Грина примут вид 

И.'/- («*F:X)KJ) = («. .'/*.. ("-v К.» = ((*, (« / / , . v ) v , ) ) . (27) 

В частности, при у — z будем иметь 

(е- к-д-,» = («. - У -

В заключение этого раздела сделаем одно замечание, осносящееся 
к обозначениям. Все постоянные, не зависящие от сетки, будем обо­
значать буквой М, часто не указывая при этом их структуру и связь 
с исходными константами, поскольку эта связь может быть легко 
выявлена по ходу изложения. 

§ 1. Стационарные задачи 

В работе [1] для решения первой краевой задачи 

(awx)x ~~dw = ~" ̂ ' = W n = 0 

была получена априорная оценка вида 

| |г^|(о<Л/;|г|)||з*. 

В этом параграфе аналогичными методами находятся оценки для 
w, iv- и icy (в случае зависимости коэффициентов уравнения от t) для 
третьей краевой задачи, а также даются оценки решений уравнения 
четвертого порядка (aw- ^ ij) и системы уравнений второго порядка. 
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1. Р а з н о с т н а я ф у н к ц и я Г р и н а 

Рассмотрим на сетке щ - •[;>•; ///; 0 • / Л j разностную краевую 
з а д а ч у 

Lhw = (aw- ) х — dw = — ij; (•'' =- z'i, <1 < i < N), (1) 
aiwXt0 = бхи'о — Vj. — « л wv v = ^ x ~ v 2 , (2) 

ко эффи циенты которой удовлетворяют у слови ям 

a > i ¥ o > 0 , d > 0 , zx: О, з 2 > 0 , з, . J / ! > 0 , (3) 

г д е М(и Мг — постоянные, не зависящие от 1г. 
Нашей целью является оценка !]wj|0 и ;|^*-Г/г (/лг = 1, 2). Для этого 

воспользуемся разностной функцией Грина G(x, задачи (1)—(3) 
(зависимость G от /г, как обычно, не указываем). Функция |) 
оп])еделяется условиями 

.« (:,) С- (х, I))., - d (х) G (х, %)=- . й (. г, г) , { • • Hh | ' (4) 

а(й)С я(0, 1) = 6 1 G(0,I) , - / ( С ' - . м . -j : / ; ( ! , ' 9 ) ' (5) 

н MOH.I'I быть представлена в виде 

'••••'I' - у - а (.--:)>(--) при 1) у п р и х > £ , 

(6) 
г д е 

А = const > М > 0 (7) 

(см. (12)), a а(х) и находятся из условий 

Lha = О, ar<x,Xt 0 = 1, #1̂ , 0 = (8) 
Ьф = 0, адгр-5 д- - - К — а Д 7 — сз2Рдг. 

Если с/ = 0, то 

а (х) = h S —гтт» 3 (#) = X —7-7-4 + — , 

х =h x'=x-4-h 

А - а (х) + Э (a?) = const. (9) 
Если, aL = О, то полагаем а±аХуо = 0, а(0) = 1. 

По аналогии с [1] доказывается 
Л е м м а 2. Если G(x, | ) •—функция Грина задачи (1)—(3), то 

| | С | | 0 < м , 1 ! ^ ! 1 о < А / , 1 ! С с | 0 < л / . 

«Лемма 3. Справедливы следующие соотношения: 

В самом деле, пользуясь (6), находим 

£) = 4~а*ИР(£) п Р 0 К ^ <h (х, I) = -^-$х(х)а(%). цр И-я?>б, 
1 

G~l (X, I) = —0L- (X) ^ (I) при ,Т ^ g, 

з* 
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Отсюда в силу ограниченности а- и р- следует ограниченность G-^. 
Если, например, d = 0, то 

% (*> = - + *х 0*0 fe (Х)/Д • 
Полагая во второй формуле Грина (В.23) y = w, z = G, получим 

для решения задачи (1)—(3) следующее представление: 

w (х) = (G (х, £), я|) (£)) + G (ж, 0) V l + G (х, 1) v 2. (10) 

2. Оценка w и 

Воспользуемся теперь формулой (10) и леммами 2 и 3 для оценки 
решения задачи (1)—(3). 

Т е о р е м а 1. Если w — решение задачи (1)—(3), то 

Н ! 0 < М Н ! ! 5 . ' \\™А<МШ*> (41) 

к * . о | < - 1 Я г Н 5 „ \w-_ N | < M ( | ^ | | s , . (12) 

Введем функцию т) (х) с помощью условий 

Л * ^ * 4 0 = 0, ц(х) = 2 А'Ф(ж'). (13) 
х'=/г 

Формула суммирования по частям (В.20) дает 

(G, = | ) , Ч | (g)) = -(Gb i\) + G(x, 1)г\я-г. 

Отсюда и из (10) в силу леммы 3 следует ||г^||э ^МЦг))^*. Рассмотрим 
теперь 

w- = (G-, у) + G- (х, 0) V l + G- (х, 1) v 8 . (14) 

Учитывая затем (13), находим 

(G-, ч|>) = - л ) + ^ (ж, 1) Ллг-г (15) 
Пользуясь неравенством 

х ' = 1 

II (G~xv v№ < 2 (А ( % (*'> S). л (&))'+ h2Q7i (х'>х') Ф'-Ь)Ь 
x'=h 

где штрих обозначает, что сумма (G^-, ц)' берется но £,=/=х'—/г, а также 
леммой 3, получаем 

j] (G-v ц Ц ^ М ^ ^ М ^ . 
Отсюда и из (14), (15) следует неравенство \\w-\\^M||t|)||6.. 

Л е м м а 4. Если w — решение задачи (1)—(3), то 

i i ^ l x ^ l l H - ( 1 6) 
Доказательство леммы следует из (15) и леммы 3. Однако мы при­

меним другой метод доказательства, характерный для последующего 
изложения и не использующий функции Грина. Умножим (1) на wh, 
просуммируем по сетке x—h, 2h, . . . (N—i)h и воспользуемся (В.22): 

{a, w\\ + (d, w2) — aNwNw- N + aiw0wx, 0 = Сф, w) 
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или, если учесть (2), 
/ -f- (d, w2) — (г[), w) + vxw0

 J- \ y r v . 
где 

I = {a, w2-] + exwl -f- o2w%. 

Введем функцию ц (x) с помощью условий (13): 

(w, ф) - — (иь, TJ) + Чд:-!-

Используя неравенство Буняковского, а шкже неравенство 
w2<^MI (16а) 

(см, [4|, лемма 1*), будем иметь 

| (vx, ц) I < ||«;-1|21| л ||3 < М VI || г|) ||з, / + (rf, ^ ) < М || г|> ||5 f 7 < М || ф ||. 

Отсюда в силу (3) следует неравенство (16). 
Приведем пример, показывающий, что ||ф^ дает более точную 

оценку при плохой функции ^ по сравнению с i|л|зjj4, не говоря уже 
о i ^ j L Предположим, что 

\ \ = V 2 ЕЕ О, ф = % - (бг , п + 1 — бг. п ) ~4г (т = 0, 1). 

Тогда будем иметь: 

H l b = -р=-1 H | | 4 = | | " ф Ц з = У^, | | г | э | | 4 * - !!ф||з* = / г п р и го = 0, 

|| г|э ||2 — "^2 j/fe, || ф ||4 — /г3/% || ф — /г2 п р и т == 1. 

Отсюда ясно преимущество оценок, полученных с помощью функции 
Грина, по сравнению с оценками, полученными методом интегральных 
неравенств. Это преимущество сказывается в случае плохих функций 'ф. 
Отмстим, что методом интегральных неравенств, примененным нами 
п р и доказательстве леммы 4, вместо || w |10 <Г МIJ if> ||5* получается оценка 

V „ < Л / | - ф | | б . 
3. О ц е н к a wt 

Предположим теперь, что функции а, а|?, с! и, следовательно, w за-
впгят от t и определены на сетке Q, точнее, а = а(х> t), 0 < ж < ^ 1 , 
О < / < Г, if = г|з (ж, *), 0 < ж < 1, 0 < t < Т, а функции os (*), vs (t) 
(s 1 , 2) заданы на сетке со̂  = {tj = /т, 0<J j ^Ь}. 

Предположим также, что я, os, d удовлетворяют условиям Липшица 
по t, так что 

U r | < M , | d r К Af, | ( а 8 ) 7 | < Л / , . = 1 ,2 , (17) 

причем реализуется один из случаев: 
6 8 < Л / и л и 5 8 = о с . (18) 

Если, например, а1=оо9 то при х = 0 получаем однородное краевое 
условие 1-го рода ги0 — 0. 

Л е м м а 5. Если выполнены условия (1)—(3), (17) и (18), то 

H l < ^ ( f l H - + ; i % U ' (19) 
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4 i l < * « * f c + < t r U (20) 
где 

Если, например, при х = 0 задано условие w0 = 0, то в (19) и (20) 
следует формально положить vx (t) = 0. 

Вводя функцию t = Wjy получим для нее задачу 

(а k)x — = — [фг -г (а>т™х)х — drw] = — ф, а^х, о = SiSo — v b 

где 

= \ 1 ~ *гА - аТлггх^ , v2 = v2- - s^wN - a l N w-N . 

Условия теоремы 1 выполнены, поэтому 

III lo <
 м \\ ч У. :! Ф = II ч3

 Ik* -f1 vi I + 1 v21. 
В силу теоремы 1 и условий (17) 

| v e | < | v s 7 | + Л/ря|з|!6., 5 = 1, 2. 
Замечая теперь, что 

х'=х 
V, /г (ctriv-) = а~'1)ю — ат , 
—̂ V f X'X t x t, 1 x'=/< 

x, 0' 

и учитывая неравенства (12) теоремы 1, получаем (19). 
Лемма 5 для первой краевой задачи использовалась в [5] при дока­

зательстве сходимости однородных разностных схем для линейного 
уравнения теплопроводности с разрывными коэффициентами. 

Аналогично доказывается 

Л е м м а 6. Если выполнены условия леммы 5 и, кроме того, 

| ( o e ) 7 f | < M f : аи] < Л / , | % | < М , 
то 

1щ-А<м Ш* + + (2i) 
где 

Ш,>=Ш**~\^\ + \^\. (22) 

При этом следует учесть неравенство (20). 
Все результаты п. 1-—3 сохраняют силу и для решения краевой 

задачи 
(aw-)~ — d*w = — ф (23) 

с условиями (2) и (3), определенного на неравномерной сетке 

<% = {хь о <J i <; N}. 

При этом вместо !'^ij5* и ||ф||5 во всех оценках надо писать нормы 

II Ф & и ! 1 Ф | | 5 * , 

определяемые в соответствии с формулами (ВЛЗ) и (В.14). 
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4. С ы с т е м а у р а в н е н и й второго порядка 
Рассмотрим теперь общий случай разностной краевой задачи для 

системы второго порядка: 

( a w - ^ - i l - w - - * , (24) 

w(0) - 0, w(l) - 0, (25) 

где а (ац) i d - (dtj) — матрицы, /, / 1, 2. . . . , г\ ф = (ф?), w = (wi) 
(/ 1, 2, . . . . г) — векторы *. 

Будем предполагать, что 

(26) 

i, J j 

\ io {Ej} — любые вещественные числа, [3 и f — вещественные постоянные, 
не зависящие от сетки. 

Для упрощения мы ограничимся изложением для первой краевой 
задачи, хотя все результаты будут иметь силу и для краевой задачи 
Н го рода, аналогичной задаче (1)—(3) для одного уравнения. 

Умножим (24) скалярно на вектор-функцию л\к и просуммируем 
н о сетке от x = h до х 1 — h . Пользуясь формулой суммирования 
п о частям (В.20), получим формулу Грина 

2 {(«,;«'!, иД] " Ь № М = - Ч>'). (27) 
г, 3 г 

Н Л П 

(aw-, \хх] + (dw, w) = (w, 6) . (27') 
Учитывая (26), будем иметь 

PII w-|>-j-r||wH2<(w, ф). (28) 

Ламечая, что | w | <; || w-||0, | (w, ф) I <^ [| w-j| || ф ||0, получим первую оценку: 

i|wjj„<4-«*ll2. (29) 
Введем теперь вектор-функцию г\ (х)}> / = 1 , 2 , . . . , 7-, с п о ­

мощью условий t j x = ф, YJ (0) О , так что 
х— /г 

ч (ж) = 2 ЭД>(Ж')> 
а воспользуемся формулой суммирования п о частям (В.21) 

(ф, W) - ^ ^0 ( W , *jx) = — ( W - , Y]] 
i 

я неравенством Буняковского 
К Ф , w ) | < [ ! w - y ^ j | 3 (Ич||2 = | | Ф 1 1 з ) -

* обращаясь к (28), находим 

PI w - | g< | | w - y $ | i 3 н | w - | | 2 < ~ | ^ | | 3 . 

* Употребление удобных индексов i и j не должно привести к недоразумениям, 
так как мы договорились не употреблять их в качестве индексов сетки. 
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Тем самым доказана 
Т е о р е м а 2. Если w —решение задачи (24)--(26), то 

!Н<4-Ж1з, (30) 

« w i i 2 < 4 - i * i 8 - ( 3 1 ) 

Аналогично доказывается 
Лемма 7. Если выполнены условия 

\Ыт\<М> \{dij)r\<M (, - I , 2 , г ) , 
то имеют место неравенства 

i*Ti<M(m+tbh)> (32) 

1 1 " ; 1 ! ; о < ^ ( 1 < Н з + «Фг1к)- (33) 
Лемма 7 используется при построении априорных оценок системы 

нестационарных уравнений. 

5. У р а в н е н и е четвертого п о р я д к а 

Рассмотрим следующую краевую задачу для уравнения четвертого 
порядка: 

(а^х)-х ~ (bw-)x + d-w - г|; на сетке {хг - ?7г, 2 < i < iV — 2}, (34) 

w0 = ^х, 0 = 0, w l V = N = 0, (35) 

a > M > 0 , /Г <>, tf>0. (36) 

T e о p e м a 3. Если w — решение задачи (34) — (36), mo 

| u r | j 0 < M | ^ | | 3 , > - - ; : 0 < л / ли,, K j a < M | | i i > | | 8 , ( З ? ) 

где j; ф |j3 = ((r|, T]))1/8== I r| ||2, a ц(х)— решение задачи 

Л * я = ^ % = 0> Л*,1 = 0. (38) 

Полагая в формуле Грина (В.26) у =• z = гг, получим 

(а, м 4 ) + ((5, w-) + ((d, w*)) = (ft, w). (39) 

Формула (В.26') в силу условий (35) дает 

((ф, гс)) = ((ii-c, и-)) = (ц, гя-,.) + ify-i*]- л:__] — т|- N = ( Л , W'-J. 

Учитывая затем соотношения (см. [4]) 

I ! w 1 о < II ̂  Но < И ^ i i 2 > !(ч> ^ , ) 1 < 1 1 1 ;|2 II 

получаем из (38) неравенства (37). 
Если при х = 1 заданы условия ic-x=Q, (а<_1> w-x)-x = 0, то 

!1^|!о<м | |ф| | 4 , ! ! Ф | 4 = !1Ф||З + | ( (^ i) | . (40> 

Для решения задачи (34) — (36) имеет место аналог леммы 6. 
Мы не имеем возможности здесь останавливаться на априорных 

оценках решения уравнения (34) с краевыми условиями повышенного 
порядка точности. 
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§ 2 . Уравнение параболического типа 

1. И с х о д н а я задача 

Рассмотрим в области Q следующую задачу для уравнения, являю­
щегося разностным аналогом линейного дифференциального уравнения 
параболического типа: 

gbiZ = р £ _ _ _ ( a z _ ) ( « ) - Q ( Z ) = ^ на Ql9 (1) 

(a<+1> zx){a) = &г (t) ZJ-T (ог (t) z){a) — \\ (t) при x = 0, t - т,2т, . . ., Lx = T, 

— (az-) ( a ) - S2 (t) zT+ (Go (t) z){a) — v 2 (t) при я? l , t = т,2т, . . ., Lx = T, 
z° = z (.r, 0) = cp (я), при i = 0, 

(2) 
где индекс a означает суммирование по строкам t и £ — т сетки с 
весовыми множителями аг и а2: 

г? ( а ) = а хг' + а 2 ^, a i > 0 , х>>0, ai + a 2 = l. 

(? (2) = (й^*)^ + (62з*)х + hxzx* + b2zx* + dxz + d2z, (3) 

5 * = 0,5 (z + ), zx* - 0,5 (z- + zx). 

В дальнейшем всюду используются условия 

а > Л / 0 > 0 , Р > М 0 > 0 , # 8 > 0 , <з 8>0, G t - j - 6 2 : J / 1 > 0 , 

| f t S | < M 2 , | 6 8 | < Л / 2 , | 4 | < M 2 , , = 1 , 2 , ( 4 ) 

которые мы включаем в постановку задачи (1) — (4). 
Все полученные в этом параграфе результаты справедливы и для 

первой краевой задачи (zQ —- zN ~- 0). 

2 Априорные оценки д л я сл у ч а я «дифференцируе­
мо с т и» к о э ф ф и ц и е и та а по t (\ aj | ̂  М) 

Задача (1) — (4) в несколько менее общей постановке рассматрива­
лась в [4]. Поэтому мы начнем с изложения результатов работы [4], 
которые мы суммируем в виде трех теорем. 

Т е о р е м а 3. Если выполнены условия 0,5 <I a x <^ 1, <р = 0, 

! а 7 | < М 3 , ! (Ь в )* |<М 4 , \оз1\^М5У^Ж (s = l,2), (5) 

то для решения задачи (1) -—(4) при достаточно малом х^х0 имеет 
место оценка 

г i 

И 0 < м 
2 г\\^(х,щ , (6) 

гас 

I Ф ||2 = IЦ D2 + I vx I / V%i + I v21 / V%2. (1} 

В случае первой краевой задачи (z0 ~ 0, zN = 0) вместо | | \ | 5 | | 2 в (6; 
входит ||4"||2. 

Постоянная т 0 зависит только от Ms(s = 0, 1, . . ., 5). 
Т е о р е м а 4. Если выполнены условия (5), 0,5 <Г a x <^ 1 и "ф == 0, 
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то при х <^ т 0 

\\V а {х9 t)z-\\2 + К М О | h | + К М О ! z.v | < (8) 

< М (|| О) Ф - 1 | + У^Щ j ф (0) | У^Щ 1Ф (1) ||а). 
2?&/ш, к/юз/е того, а < М 6 , 0 < a s < M 1 , 5 = 1 , 2 , mo 

r ^ ! i 2 + I; iU < ^ 'j (9) 
где 

IHk = ||z||2 + |s(0, 0! 0;- (10) 

Неравенство (9) справедливо и для первой краевой задачи, если 
II21|2 заменить на || z ||2. 

Доказательство теорем 3 и 4 содержится в [4]. Однако мы воспро­
изведем его в сокращенной п несколько измененной форме, удобной 
для перехода к системе уравнений. Ограничимся доказательством 
теоремы 3. 

Умножим уравнение (1) на hxzj и просуммируем по сетке 
{xt, l^J^N — 1} . Пользуясь формулой Грина (В.22) и краевыми 
условиями (2), получим: 

т [ Р , 4] + а г / = а 2 / + т ( ¥ , z-t) - J - Л, У = ф* 4 - (7 (;), (11) 
/ = (а, 4 ] - ад ~ а 2 4 , [Р, 4 1 ^ (Р> 4 ) + ^ 4 о ~ М . лг' (12) 
i? = (ах а — (1 — ах) а, + ( а ^ — а2с,) z020 -j- (13) 

И- (ахо2 — CL262)ZNZN - f t v ^ 0 - f TV2Ŝ - ДГ. 
Для преобразования выражения 

Пг - (ocja — л ой, s-z-] = (2ах — 1) (а, s-z-] — а2т (a-, z-z-] 

воспользуемся тождествами 

az-z- = az- — xaz-z--, (14) 
X X X X Л'I ' v ' 

az*h = A + T a ^ * " x a A = 4 + r a z x z x i - r 2 a z h - xaA- (15) 

Отсюда следует, что 

(2ax — 1) az-z- == (a t — 0 , 5 ) { ( a 4 + az\) — x^az2^ - xaTzx}. 

Преобразуя аналогично второе и третье слагаемые в (13) и под­
ставляя полученные результаты в (11), получим основное тождество: 

т [р, 4 ] + 0,5/ + К - 0,5) {(а, 4 7 ] а х 4 0 + o%z\ у} х- = (16) 

= 0,5/ + ( а х - 0 , 5 ) х{(аТ, z|) -f Г ooJz%} + т{(а 7, + 

+ ^ 0 * о + G.JZNZN} + т {(XF, s r) -г 0 - v2zJf N}. 

Для оценки выражений в фигурных скобках, стоящих справа в (16), 
используются условия (4), (5) и неравенство (В.15). Отметим при этом 
неравенство 

\Уо\ = \УЪ -f т а г / { У a -f УЪ ) |<УЪ+МЪУ^1(УЪ^УЬ)^(Ц-М5х)УЬ . 
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В результате приходим к интегральному неравенству 

Т (о, z}) + I < (1 nb MX) {I + т || ¥ | 2

2 } при т < то. = t0/a2. (17) 

Нетрудно, пользуясь (4), (5) и (1.16а), получить 

№ < № | 2 +Mi + MI, (18) 
> де 

(19) 

Поэтому можно написать 

т(р, 2f) + / < ( l + М т ) ( / + т||ф||) п р п т ^ т о : т и / а 2 ( 1 - , - М М ) . (20) 

Отсюда видно, что при Ьх — b± = d Е= 0 имеет место прежнее условие 
т ^т 0 /а 2 , где т 0 зависит только от М3, Мь, М0 и Мг и обращается в 
нуль при a r ==0, <3 s - t =0. 

Решая неравенство (20) и учитывая (1.16а), получим (6). При до­
казательстве теоремы 4 используется (20), где следует положить 
••;г|)||2 = 0 и учесть начальное условие z(x, 0) = <р(х). 

3 а м е ч а н и я. 
1. Условие х <^ т0 снимается, если £ г -— 6Х = dx = s 0, ^ б - = <^== 0 

или 6Х = 6Х = = 0 и ос2 • 0 (ах = 1 ) . 
2. Для доказательства сходимости используется только теорема 3. 

При ее доказательстве не требуется ограниченности сверху коэф­
фициента а (х, t). 

3. Если выполнены условия теоремы ч, то 

4. В [8] и [9] получена оценка (21) для первой краевой задачи при 
а, ^ 1 и дополнительном предложеннии | ах | <^ М, что делает ее непри­
годной для наших целей, так как исключает возможность неподвижных 
разрывов коэффициента теплопроводности. 

5. Неравенство (9) выражает устойчивость решения задачи (1) — (4) 
по начальным данным в смысле нормы |] z|j2 + ||z-1|2 (ср. [8]). 

6. Теоремы 3, 4, а также сформулированные ниже теоремы 5 и 6 
сохраняют силу и в случае более общего краевого условия 

где иг j <Г М, \ гц | ̂  М9 и аналогичного условия при х = 1. 

3. А п р и о р н ы е оценки при у с л о в и и о г р а н и ч е н н о с т и 

Особые трудности возникают при оценке решения задачи (1)— (4) в 
том случае, когда условия (5) не выполнены и коэффициенты а, ЬГ и Ь2 

лишь ограничены. Нам удалось получить эффективную априорную 
оценку только для случая аг — 1. Сформулируем для случая ф == 0 
соответствующую теорему, доказанную в [4]. 

= Щ-iZj + (oxz - f hX^z - j - ferj1s3C)U) — \\ при x = 0, 

коэффициентов a, b± и fe2 



988 А . А . Самарский 

Т е о р е м а 5. Если аг = 1 и 

| Р г | < М , \8а1\<^М%9, 8 = 1,2, (22) 

то для решения задачи (1) — (4) при достаточно малых т<^т 0 имеют 
место неравенства 

[ 1, zPf* <М(р)\2 т |Цз(ж, О d , (23) 

2 т И z (x, f) < M (p) 2 т И (ж, *') |£ , (24) 

где p = 2 n , w > 1 — любое целое число, M (р) = М (л) = М | Л г 2 п е м п з Г 1 , 
т 0 = Ж" (1 + ll̂ i \\о/п' 2 n ) we зависит от п только при Ьх = 0. 

При доказательстве теоремы 5 используется разностное уравнение 
для функции z2*1 и полученное в [4] для этого уравнения инте­
гральное неравенство. 

4. У л у ч ш е н н а я а п р и о р н а я оценка для ш е с т и т о ч е ч н о г о 
у р а в н е н и я 

Рассмотрим следующую задачу: 

P z r - ( a Z - ) i e ) = T ( a ) , (25) 

( a ( + 1 ) z x ) w = » l Z f - + (a l Z ) ( a ) - v< a )

 П р И * = о, j 

- (az-)<»>= # 2 s r - f (a 2z) < a ) - vf при * = l, | (26) 

где 
¥ = Q (z) + -фэ <? (z) = 6z- + b < + 1 ) z* + dz. (27) 

Коэффициенты задачи удовлетворяют условиям: 

0 < Л / ! < а < М 2 , М > Р > Л / 1 > 0 , | й | < Л / , | d | < M , o s > 0 , 
a 1 + a 2 > M > 0 , | а г | < Л / , | б,4-1 < J l f / б Х " , 0 < g s < M (. = 1,2), (28) 

причем имеет место один из случаев: 

0 ^ 3 S ^ М или Os — ос (краевое условие первого рода). (29) 

Т е о р е м а 6. Ecлuz(x, t)—решение задачи (25) — (29) и O ^ ^ o ^ ^ l , 
то при достаточно малом т ^ т 0 имеем 

z ||о < М | j | ̂ {x,t) у -г I я|) (ж, 0) ||5 ~ (30) 

+ T S О !g* - Ь И-Фг (х, Г)^)]2} + М\^г\\^(х, о б ! " . 
J J Ч ' = т J 

причем M = 0 при b ~0. 
Представим z в виде суммы z = v-\-w, где w— решение задачи 

( 1 . 1 ) — (1 .4) при d==0, а V определяется из условий: 
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pvT-(av-)™ = Q w (v)-lpwT-(, >г-<?(а) (w)\, 

п р и x = 0, (31) 
п р и X = 1, 

г; ( ж , 0) = —w ( x , 0). 
В силу теоремы 1 и леммы 5 

I w ||о < М || ф ||5*, || ^ < М [| ф ||5., ] wr % < М (|| г|?Г ||6. + || ф ||5*). (32) 

Воспользуемся для оценки решения задачи (31) неравенством (21) 
В правую часть (21) войдет норма 

:?wT - Q<а> (w)||2 + Y$i | wlt 0 j + V$lI ^ Л , ! < м 1 Ш+м UФlle*+ II4>гИ» 
при оценке которой мы учитываем неравенства (32) и (33). Отсюда в 
силу оценки (21),-а также-неравенства || z ||0 <^ || v ||0 + || w[|0 и следует (30). 

Теорема 6 непосредственно используется при доказательстве теоремы 
ходимости однородных разностных схем для уравнения параболи­

ческого типа в случае неподвижных разрывов коэффициента тепло­
проводности. 

Выделение решения «стационарной» задачи (1.1) •—(1.4) коренным 
образом улучшает априорную оценку для нашей задачи, позволяя 
ввести нормы ||ф||5 и Цф̂ *-

Следует отметить, что при b(x, t) ^= 0 и ф (х, 0) = 0 оценка полу­
чится наиболее точной, так как в правую часть неравенства (30) будет 
входить только || ||5*: 

Достоинства нормы [| |5* мы иллюстрировали в § 1, п. 2, на примере. 
При доказательстве теорем сходимости и точности мы представляем 

решение задачи (1) — (4) в виде суммы z-\-z. где z — решение той же 
задачи с однородными краевыми условиями и хорошей (т. е. имеющей 
высокий порядок малости по h и т) правой частью ф, a z — решение 
адачи (25) — (29) с плохой правой частью ф ( а ) . Функция z оценивается 
помощью неравенства (6), а для оценки z используется теорема 6. 

Приведем еще одну априорную оценку (в среднем), полученную 
в [12] для шеститочечной схемы в предположении лишь ограниченности 
•i(x, t). Если z(x, t) — решение уравнения (25) с условиями 

Пользуясь затем леммой 4, находим 

1 Q И ||2 < М1 w- Ц2 + М || w ||2 < М || г|) ||5 + М И Ik (33) 

Iz||о <М{||ф (х, t) у + [S Т Ц - Ф ( Я , Оf 5 . -f I % (х, f) f5.]"] . (34) 

zn = zK = 0, z(x,0) = cf(x), 0 < М 0 < а < Ж P > ; ¥ 0 > 0 , 

го 

(Т = т/й 2). (35) 
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5 . С и с т е м а у р а в н е н и й 

Рассмотрим теперь систему уравнений, являющуюся разностным 
аналогом системы линейных уравнений параболического типа. Пусть 
z = {zi, j = 1, 2, . . ., г} — вектор-функция, заданная на сетке Q и удо­
влетворяющая условиям 

p z r - ( a z - ) i a ) „ W ( a )
 H a Q b j 

А / ' (36) 
Z = 0 при х = 0, я = 1 н « = 0, I 

где а = (&ij) — симметрическая положительно определенная матрица; 
р = (pij) — положительно определенная матрица, точнее, 

г г г г 

ац = <*ц, 2 > Pi 2 £i> 2 P i j ^ j > ? 2 2 £j , 3 i > M > 0 , , 6 2 > M > 0 ; 
г, i=l j=l г, j—l j=i 

-̂ — любые вещественные числа; и ;32 — постоянные, не зависящие 
от / г и т; 

V = Q (z) -|- ф, Q (z) = bz- - f b ( + 1 ) z ; x + dz, (37) 

b = (bij), d ^ (dij) — матрицы, ф = (ф )̂, z ^ (2; ' ) — векторы. 

Кроме того, выполнены условия 

U i i K M , ; ^ ! < Л / , | ^ - ! < ; ¥ , | Ы Г | < Л / . (38) 

Для упрощения изложения мы ограничиваемся случаем первой 
краевой задачи, хотя полученные ниже оценки переносятся на случай 
краевых условий более общего вида, аналогичных условиям (2) для 
одного уравнения (1). Имеет место 

Т е о р е м а 7. Если аг ^ 0,5 и т <J т 0 достаточно мало, то для 
решения задачи (36) — (38) имеет место неравенство 

! И о < м | 2 т||ф(х, (39) 

где 

| z ! l 0 ^ m a x ] X 2 H 2 ^ | 1 Н = ( 2 (*0 2, О ' 2 - ( 4 0 > 
(л) j=i j=i 

Теорема доказывается по аналогии с теоремой 3. Умножим урав­
нение (36) скалярно на вектор hxzj и просуммируем по сетке 
{x = h, 2h, . . . . (ЛГ —1)Л = l—h}: 

х (pzt, z r ) + aj = aj + x ( Ф ( а ) , z r ) + ( (а х а — a 2a) z-, z-], (41) 

где 
1 = (a z*> z * ] ^ 2 K 4 > Ф 

Преобразуем выражение 

((аха — а 2 а) z-, z-] - 2(( a i a *i — <*2я ij) 4» ^ 
г. 3 

= (2ах — 1 )S ( a * i z i *11 + а 2 * 2 (Юг4> ^ 1 -
г, j г, j 
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По аналогии с п. 2 можно написать 

jZ —z — ~, 
iJ х xt 

' - У *Л 1 _ 1 Л 

1 Г „ / J \ 9 

п р и / < z , 

п р и / > i , 

7 [a« (4)2 + «« С . ' . Я - 1 *2«« (4t)2 -Ь у Mf Ш при / = i. 
Пользуясь симметрией матрицы (а -̂), получаем 

(az-, z-] = 2 ( а { ^ , 4] = } (/ + / ) — у (az- ( ) z-J + | (a T z-, z - ] . (42) 

П о р а ж а я с ь к (41), получаем интегральное тождество 

т (pz r > z , l + 0,5/ -f- (а., - 0,5) (az^. z-J = (43) 

0.5./v-i (а х — 0,5) т ( a r z - , z - ] -|- а 2т (aTz~, z-] + т (¥, z T ) . 

Действуя затем так же, как и в п. 2, и учитывая, что 

j j z j j 0 < M | | z J 2 , (44) 

приходим к неравенству (39). 
Т е о р е м а 8. Если а 3^>0,5 и т достаточно мало (т ̂  То], то 

Iz |!о < А / {|| ф (ж, 0 !|з + I! ф (я, 0) ||з - f [ 2 т || ф (х, *') | т || ф г (х, Г) | | 1 2[ -j— (45) 

л/ 

3 ' " II T t 

с̂ с I / = 0 при Л == 0. 
Эта теорема аналогична теореме 5. При ее доказательстве следует 

in пользовать теорему 2 и лемму 7. 

6. Д и ф ф е р е н ц и а л ь н о - р а з н о с т п ы е у р а в н е н и я 

Аналогичные априорные оценки имеют место для решений диффе­
ренциального уравнения параболического типа и дифференциально-
разностных уравнений, получаемых из него методом Роте [10] (заменой 
производной по t разностным отношением) и методом прямых (заменой 
оператора по х разностным выражением). 

А. Метод Роте. Пусть z(x1t) (сеточная по t), определенная в 
области (ОС х <" I) >< coj — {tj -•=• /т , 0 <^ / ^ L}, есть решение дифферен-
г. i и а л ь н о - р а з н о с т н о г о уравнен и я 

Г'(•'''• 0 - I ((ЦхЛ)^)^ Q(z)-': (0<х<1, t = т,2т,. . ., Lx) (46) 

\ С Л о В И Я м и 

dz 
z (х, 0) — 0, к = ШгъТ + — vr (t) при х = 0, 

dz 
— ^ ~dx ~ ^-ZT °2Z — V- (^) П Р И ж = 1» 

Q(z)= ±(bz) + dz, 

<г~ I / ; п. Р>л/>о, .// л/. V/. . 1 / . &s>o, 
o s > 0 , з, • з.Л .1/ > ( ) . ., | , 2 . 

(47) 

(48) 

(49) 
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Если, кроме того, выполнены условия (5), где вместо |6 е т ]<^М надо 
написать | dbjdx \ <^ М, то при т ̂  т 0 для решения задачи (46) — (49) 
выполняются неравенства 

«'•=* •/ 
(50) 

z|]o<A/ Ш(х, t) ||j. + H(a;, 0)||5 + (51) 

t'=t 

где 

• " 2 п % * + \ \ ц т ( х , о н 2 ! } + м\2 Т 1 Ф ( « , o i l , 
Lt'=x J Lt'=~ 

г г» -il/m 

||z ||o = max I z |, [ ]^ | | m = \ | ф | т с Ы , m = l , 2 , ikf = 0приЬ = 0; 
o<x<i LJ J 

Я i 

^lb = | ^ | 9 + 1*** I -f К I + I v21, \Щ2 = I] г)) j | 2 i vx |/yT a +1 v2 |/VT2 

о 2 0 
X 1 

!1ф|[5* = | | ^ ф ^ | + \^х\ + }у,\ + \у2\. 

Если выполнены лишь условия (49) и |р^- |^М, $ -t\^M&s, то имеет 
место аналог теоремы 4. 

Б. Метод прямых. Пусть z(x,t) обозначает функцию, опреде­
ленную в области (0<^t^T) X со̂  {х --= 0, h, 2k, . . ., Nh = 1} (т. е. сеточ­
ную но х) и удовлетворяющую уравнению 

Р (х, t ) ~ - (az-)x = ^+Q (z), Q (z) = (bxz% + blZx. + dz, (52) 

и условиям 

z (x, 0) = 0, a[+1) zx = + огг — vx при a? = 0, 
dz 
dt 

dz 
(53) 

при .r = 1. 

Если выполнены условия (4) и условия \ da / dt\^ М, \ das / dt\^ М VQsi 
| Й 1 Х | < М , то 

| Z п < | 2 | Н , -f ;! z_ ||2 < М \[\ Щх"Ж dt'}'"' -f f • V s + l k - l U (54) 

где все нормы имеют тот же смысл, что и в п. 2. 
Не представляет труда написать и другие априорные оценки, полу­

ченные выше для задачи (1) — (4), а также оценки для решения системы 
дифференциально-разностных и дифференциальных уравнений. 

Все эти оценки позволяют доказать сходимость метода Роте и метода 
прямых в классе разрывных коэффициентов как для случая неподвиж­
ных, так и для случая движущихся разрывов. 

Замечание . Все результаты этого параграфа переносятся на слу­
чай неравномерных сеток, если учесть, как это было указано в § 1 , 
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изменение на неравномерной сетке смысла входящих в априорные оценки 
норм. Так, например, в неравенстве (30) надо ||ф|| и \ \ t y \ \ 5 * заменить 
нормами ||я|)[|* и определенными в п. 3 Введения, и учесть, что 
г в сумме по временной сетке является сеточной функцией. 

§ 3 . Уравнения гиперболического типа 

1. Р а з н о с т н а я з а д а ч а 

Разностным аналогом дифференциального уравнения гиперболиче­
ского типа 

Х2и = с(х, t) ~ — ^ ( к (х, 0 ёг) — <? (и) = -ф 

дх 1 Ydt 

является следующее уравнение: 

= pzu - (az^a) -Q(z) = q на Q. 

Q (z) = + dzf] + gzT + £ L , 

( 0 < * < 1 , 0 < * < T ) , (1) 

(2) 

(3) 

где индекс а указывает суммирование по трем строкам t, t — т, t — 2т 
етки Q2

 с весовыми множителями аъ а 2, а 3, так что 
(а) = ахг; + а2г) + а2г?, а х^>0, а 2 !>0 , а 3^>0, а х + а 2 + а 3 = 1. 

Пусть функция z(x,t), определенная на является решением за­
дачи 

£F>2Z = 'Ф Н а &2, 

lLz = (a ( + 1 ) z*) ( a ) - &г (t) (zTt + c.z. + c^) - (a±z){a) = - V l 

п р и o? = 0, * = 2т, . . . , T, 

Lz = (azJ)ia) + <£2 ( / ) ( z „ + c 2 z r + c2z) + (a2z){a) = v 2 при * = 1, 

z (ж, 0) = ф(ж), г<(ж,0) =•-••= <p 0е). 

0 < - l / „ < a < M L 0 < M0 < p, I a-1< Л/, | P ( | < M, 

(4) 

(5) 

(6) 

| 6 | < M , .1/ . 1ь I % 

| # , 7 | < Л / , | с , | < Л / , « = l , 2 . 

(7) 

2. И н т е г р а л ь н о е н е р а в е н с т в о 

Для упрощения изложения проведем выкладки для краевых усло­
вий 1-го рода zQ = 0, zN = 0. Преобразования для краевых условий (5) 
проводятся по аналогии с [4] и п. 2 § 2. 

Умножим уравнение (3) на hx (z -f $zJ), где (3— некоторый параметр, 
и просуммируем по сетке {х = /г, 2/г, . . . , (iV — 1) h 1 —Л}. Пользуясь 
первой формулой Грина (В.22) и учитывая краевые условия (zQ = z^ = 0), 
л т а к ж е 

" 7 It 

4 Ж В М II МФ, № G 

2 г/ 2 /г f н 2 v г* 2 н 
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получим тождество 

X l ± i (р, й ) _ + LziP т ( Р > Й . ) + Й 1 / - а 2 (1 - р) У - (За 3 1 = (8) 

= т {Ч, z + 02 ) + ( а х (1 — Р) а — <х2а, z_«_] + ( а ^ а — a 3 d, z_I_] -f 
f t XX X X 

+ (а 2 ра + а 3 (1 - р) а\ - 1 ± Р т ( р_, 2 р , 

где 
. / = ( а , й ] , ¥ = ( » ( Z ) + 4-. ( 9 ) 

Предположим теперь, что р = 1, а2 = 0, а х > 0 , 5 . Тогда тождество 
(8) можно записать в виде 

т(р, z!_) + 0 , 5 / + 4т 2 ( а х — 0,5) (а, zi ] = 0 , 5 / + (10) 
I I xt* 

+ (2а х — 1) т (а_, zi] + 2а 3 т (а,., z J _ ] + т (Y, z + S ) — т (р z' ) , 
t X XX I t t I 

где 

а,. = Т = 0 , 5 ( а г + «_ 

Замечая, что 

I {a,., z±] I < M (I + / ) , I т (Y, z_ + *_)| < Мт || ¥ ||22 + £ (p, zl) + * (p, 

t | ( p r z i ) | < M T ( P > Z 2 ) , 

при достаточно малом T < ; t 0 будем иметь 

Я < ( 1 + Мт) ( /3 + Л / т | | Т | ) , (11) 
где 

E = (p,z*) + 0,5 ( / + / ) . (12) 

Нетрудно показать в силу условий (7), что 

| Т |g < М {[] Ц> | | + (|| z_ | | + || z ||)<*> + || z_ | | + « * _ | g } < i! 

< М [ / + / + ( р , й ) + (р ,2| .)] . 

В результате мы приходим к следующему интегральному (энергетиче­
скому) неравенству (ср. [13]): 

Д < ( 1 + М т ) ( £ + т||Ч>|&). (13) 

В случае общих краевых условий (5) получим аналогичное неравенство 

£ Х ( 1 + М * ) ( £ + г Й 1 ) , с14) 
в котором 

£ = [р, z?_j + 0, 5 (/ + / ) , [Р, z* ] = (р, zi) 4- Щ + 8tz* n , ) 
' _ ' . _ ) (15) 

/ = (a, zl] + o^l + з.г*,, j!-ф||2 = || ̂ | | 2 + | Vi | / Y8i + \ v 2 1 / К ^ 2 •) 

Полагая в тождестве (5) ;3 = 0, а3 = 0, получим интегральное нера­
венство (13) или (14), в котором 

£ - [ P , z f J - f 0 , 3 / . . (16) 
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3. А п р и о р н ы е оценки 

Воспользуемся неравенством (14) для оценки |]z||0. Для этого нам 
понадобится неравенство (1.16а). Решая (14), получим 

Я ( * ) < м ( я ( т ) + 2 т | ^ Г О | ) . , (17) 

Отсюда и из (6) следует 
Т е о р е м а 8. Если ос2 = О, а х ^ 0 , 5 (или аг = 0, #1^>0,5) , то при 

достаточно малых т<^т 0 для решения задачи (4) — (7) справедлива оценка 

t'=t у 

Iz\\o<M\\z||7 < М ( | | z 1 1 | 7 + [ S х||ф (а, О|g] } , : ' (18) 

где 1/ = у 4 , если z 0 = 0 или гд- = 0, 

!lzi:7 = l|2||2 + !|s||2 + | |z_|l 2 + | | z _ | i 2 + ||2_||2, г° = ф, z 1 = ф + тчр. (19) 

В случае ос3 = 0, имеем 

i jz | | 7 = | | z ! | 2 + | | z _ | 2 + | | z r | | 3 . 

Нетрудно заметить, что из (18) вытекает неравенство 

5 z !j0 < М {(1 + т) (|| ф ||2 + 1 Ф у + [ S * « * О В] } . Т = у . (20) 

Рассмотрим теперь задачу 
3*2Z = - ф ( а ) на Q2, (21) 

/ L z - — vja> при 07 = 0; /22 — v<«> при х = l ; 2 = ф (ж) , 2/ = ф (ж) п р и г = о 

(22) 
с условиями (7), причем 

Cs^M или as = оо (краевое условие 1-го рода). (23) 

Т е о р е м а 9. Если а2 = 0, а х > 0 , 5 (или а 3 = 0, а х > 0 , 5 ) к выпол­
нены условия ja К ' М , | (a s ) - . |< i¥ , 5 — 1, 2, mo n/щ достаточно малом 
т<^т 0 для решения задачи (21) — (23), (7) имеем 

!; z j! 0 < A~f z Ц7 < М | | | z 1 J 7 + J ф (ж,«) ||5. + | | ( * , г)||5. +1aj) ( х , 0) ||5 + (24) 

+ jj гр, (я, 0)||3 + [ 2 т (I Ч> (х,«') ||в, + || ^ (х, ?) | 5 . + 1 Ч>„ (Ж, f) ||5,)2j/2j ч_ 

+^(5Nl*(*.oe) v ' 
причем М = 0 га/ж 6 = 0. 

Для доказательства теоремы представим z в виде суммы z = v -f- w 
где w — решение задачи (1.1) — (1.4) при d = 0, и воспользуемся леммой 6 
и теоремой 8. 

До сих пор мы фактически рассматривали семиточечное разностное 

4* 
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уравнение вида 

* * * 
ОСо = О I ИЛИ | * * * 

а 1 

а3 = О а 3 / \ * 
В следующем пункте будет получена априорная оценка для решения 

девятиточечного разностного уравнения 

0,25 \ 
* * * 
# * # 

0,5 
0,25 

4. А п р и о р н а я оценка для д е в я т и т о ч е ч н о г о 
р а з н о с т н о г о у р а в н е н и я 

Рассмотрим следующую задачу: 

= Н а ^ 2 ( a i = а з = 0 ' 2 5 ' й 2 Z= 0 ' 5 ) ' I 
zQ = zN = 0; 2 (х, 0) = ф (ж), zf (ж, 0) = ф (ж), J 

0 < M 0 < a < М19 0 < Л / о < р < Л / 3 , 1 а _ | < Л / , | p 7 | < i l / , 

| 6 | < М , | d | < M , | ? | < Л / . 

Перепишем разностное уравнение 3b

2z = я|) в виде 

V 7 — 0,25 Дт - * г + 0,25т£ ] / | - -г т ¥ ( а ) / V? , 

где 

Л = ^ [(а*_) х + (az_)J, Т = ^ (z) + 

Возводя (27) в квадрат, умножая на h и суммируя по сетке 
{х = /г, 2/г, . . . , (iV — 1) / г } , получим 

;|2 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

( р . й ) + 0 , 5 / + ^ т * | | Д | | = ( Р , 2 р + 0 , 5 ) + 1 т И | д | / ^ [ + (29) 

-f 0,5 т2 (-У if V?) + 2т ( ¥ ( a ) , 

-4- 0,5 т (а_, z_z_] — 0,5 т z_z_], 
< х л- i л" х ГДР 

ства 

/ = («, si]. (30) 

Для дальнейших преобразовании используем (26), а также неравен-

(Ixy, < M ( r > j ! ^ | + T | Y | ) , 

X || ¥ | | < Л/т { / - { - / Ч- / ~ Ч - £ "г С sf) "I" ( р , *| ) } • 

т I (a_,z_2_] | < М т (/ + / ) , т 
t XX 

В результате при достаточно малом т < т0 получаем следующее 
энергетическое неравенство: 

Е < ( 1 -г Л./т) (Ё - гЛ/т:»: : ;5), (31) 
где 

(32) £ = ( Р , ^ ) + 0 , 5 ( / + / ) 4 - ^ т 2 | | Л ^ 
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Из неравенства (31) сразу следует 
Лемма 8. Для решения задачи (25), (26) имеет место интегральная 

оценка 

Е (t) < М (Е ( Т ) + 2 т IIФ (ж, ОII) П Р И х < Ч ( 3 3 ) 

где 

£ (т) = (р (х, т), Ф2) + 0,5 {(а (ж, 0) , фр + (а (ж, т), (ф_ + тф_)2]} + (34) 

+ g«(а (х, 0) Ф _ ) Х + (а(х, т) Ф _ ) х + т (а (а, т) qL) x | . 

Нетрудно заметить, что в силу (26) можно написать 

Е (т) < М {|| ф | + (|| Ф _ | | + т 21 ф_ ||) (1 + т)} 
И Л И 

£ ( г ) < Щ | | ф [ ! + | | ф _ | ) ( 1 + Т ) . 

Тем самым доказана 
Теорема 10. Для решения задачи (25), (26) при достаточно малом 

х < т0 выполняется неравенство 

Ik) ^ IP 117 • ' " ^ ^ ' Г 

или 

м\Е{х) + \ 2 * Ж м о | Т | (35) 

% | | 7 < м { | | ^ ! | 7 ( 1 - Ы ) + [ S i l IB]} . ( 3 6 ) 

еде 

M l 0 < 

| 2 | 7 = l|z|!!! + | |2!| 2 + Iz-||2 + l2-I 8 + Iz_Ia. 

Для задачи (25), (26) имеет место аналог теоремы 9. 

5. Некоторые з а м е ч а н и я 

1. Если начальные данные нулевые (ф = ф = 0) , то в теоремах 8 и 1 0 
требование ограниченности сверху а и р становится ненужным. 

2. В работе [9] была получена оценка (8) для частного случая осх = 1 
(а2 --•= а 3 = 0) при дополнительном предположении \ах\<^М и р = 1 для 
первой краевой задачи (Z 0 = Z J V - — 0 ) . 

3. В § 2 мы видели, что априорные оценки одного и того же типа 
имеют место для разностных, дифференциальных и дифференциально-
разностных (метод Роте и метод прямых) уравнений. Аналогичная ситуа­
ция наблюдается и в случае уравнений гиперболического типа. Поэтому 
нет необходимости выписывать априорные оценки для дифференциально-
разностных уравнений. 

4 . Если разностная сетка Q неравномерна, то разностное уравнение 
3>2z - ф следует записывать в виде 



998 А. А. Самарский 

Все оценки, полученные в этом параграфе, сохраняют силу и для 
этого уравнения, если всюду заменить все нормы ||ф|| на | ] ^ | | * . 

5. Аналогичные результаты получаются и для системы уравнений 

P V - K ) , ' - < * < * > = * . • 

где а = (a{j), р = (р{-)— положительно определенные матрицы (ац == а^), 
z = {zi}, ф = {tyty — сеточные вектор-функции. 

§ 4 . Уравнение четвертого порядка 

1. Р а з н о с т н ы е у р а в н е н и я 

Рассмотрим следующую задачу: 
= Pz + (az- ) i a ) -f Q (z) = ф на Q 8 , (1) 

it XX XX 

Z = Zx.O, Z = Z_ = 0, (2) 
1 x, A 

z(x, 0) = ф(ж), (ж, 0) = ф(ж), (3) 
где 

<? (z) = ((6z-) x + - f efe) ( a > + g z . + g*-\ (4) 

z;(a) = axz; + a2v -f- a3i>, 04 ̂ 0 , a 2 ^>0, a 3 ^>0, a 1 + a 2 + a 3 = l. 

Коэффициенты задачи, по предположению, удовлетворяют условиям: 

0 < M < a , 0 < Л # < Р ) | 6 | < A f , | с | < М , | < * | < Л / , | а _ | < Л / , | р , ! < М . 
(5) 

Все полученные в дальнейшем для задачи (1) — (5) результаты сохра­
нят силу, если вместо (2) взять любую из пар краевых условий: 

1) z = zx = 0 при х = 0; = ( а < - % — ) - = 0 при х = 1 

2) zxx = (aWzxx)x = 0 при * = 0; z = 0, Z- = 0 при a; = 1 

3) z = zx = 0 при я? = 0; Z-. = 0, (a(~%__)_ = 0 при x = 1 
X XX X 

4) z x = (a<+%xx)x = 0 при x = 0; 2 = z_ - 0 при * = 1. 
Уравнение (1) является разностным аналогом линейного параболи­

ческого уравнения четвертого порядка: 

5?з« = ^ (Л (х, *) ̂ ) + с (ж, 0 + {а? ( А ^ ) + 6 * Ш + 6»и + b* W\ = ^ 

(6) 
2. И н т е г р а л ь н о е н е р а в е н с т в о 

Априорные оценки для решения задачи (1) — (5) получаются с по­
мощью интегральных соотношений по аналогии с § 3 . 

Умножим (1) на hx (z_ + [}2 ), просуммируем по сетке {х = 
= 2ft, 3 f t , . . . , (N — 2) ft} и воспользуемся формулой Грина (В. 26). 
В силу краевых условий (2) подстановки обратятся в нуль, и мы 
получим тождество, которое при [3 = 1, а 2 = 0 принимает вид 

х ((?> + <*i/ = a3I + x ( ( ¥ , zT + zT)) + (a x a — a 3 a , — т ((p_, &)), 
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где 
¥ = Q (z) + у, 1 = (a, zlj. (8) 

Отсюда, действуя по аналогии с п. 2, § 3, при достаточно малом 
т Г т 0 получаем интегральное неравенство 

£ < ( 1 + М г ) ( £ + ^т||¥||), | j ¥ | | = ( (¥ , ¥ ) ) , (9) 
где 

E = ((p,z*t)) + 0,5 (/ + / ) . (10) 

В силу условий (2) и (5) имеем 

! i 4 < J I ! ^ < i i l l ^ > < M / - (И) 

Р < ( 1 + Жт)р, * | ( ( Р _,ф) |<Мт((р ,й) , (12) 

|! ¥ || < М {((р, zf)) + ((р, If)) + / + ! + 1 ф |g}. (13) 

Обращаясь теперь к тождеству (8) и учитывая (12), (13), получим 
искомое интегральное («энергетическое») неравенство: 

Е^(1+Мх){Ь + Мх\Ц&) прит<т 0 , сц>0,5. (14) 

Такое же неравенство получается и при (3 = 0, ос3 = 0, ^ ^ 0 , 5 . В этом 
случае 

Е = ((р,&)) + 1. 

3. А п р и о р н ы е оценки 

Т е о р е м а 1 1 . Если z(x,t)— решение задачи (1) — (5) и ос2 = 0, 
a i ^ 0 , 5 , то при достаточно малых т<^т0 имеем 

l ' = t 7 

1 Ч ' = 2 т J J 

II Z ||s = I! Z ||2 + I! 51|2 + И ̂  ||a + II z _ ||2 + [I ||2 + I) ̂  ||2 + II z_ ||2. 
Если as = 0, mo эта оценка сохраняет силу при условии, что 

l!z||8 = ||z||2 + i | Z - | | 2 + | | Z - J ! 2 + ||5_||2. 

Для доказательства теоремы решаем неравенство (14) и учитываем при 
этом (11) и (5). 

Для рассматриваемой задачи (1) — (5) имеют место теоремы, анало­
гичные теоремам 9 и 10. Мы не будем приводить их формулировки, 
чтобы не загромождать изложение. К тому же никаких новых обсто­
ятельств при их доказательстве не возникает. 

Не представляет труда написать соответствующие оценки для диф­
ференциального и дифференциально-разностных уравнений. 
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Мы опускаем здесь случай краевых условий повышенного порядка 
точности, так как при этом рассуждения сильно усложняются. 

Переход к системе уравнений также не представляет труда. 
Развитый здесь метод позволяет получить оценки (и тем самым до­

казать теоремы сходимости в классе разрывных коэффициентов) для 
уравнений более высокого порядка. 

Заслуживает внимания изучение разностных схем для уравнения чет­
вертого порядка на неравномерных сетках. 

В заключение автор пользуется возможностью выразить благодар­
ность А. Н. Тихонову за обсуждение полученных результатов. 

Поступила в редакцию 
24.06.1961 
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