
ЖУРНАЛ 
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ и МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 

ОБ ОДНОРОДНЫХ РАЗНОСТНЫХ СХЕМАХ 

Л. II. ТИХОНОВ, Л. А. САМАРСКИЙ 

(Москва) 

О Г Л А В Л Е Н И Е ( > Р -

Введение 6 

1. Однородные разностные схемы ; 

'1. Некоторые примеры П 
3. Об аппроксимации и точности разностных схем 14 
\ . Основные результаты работы 16 

§ 1. Исходное семейство разностных схем 19 
1. Краевая задача для дифференциального уравнения 20 
2. Исходное семейство однородных разностных схем 20 
3. Функционалы r-го ранга 21 
\ . К л асе ы р а ?л т с т н ы х схем 2(п г , п •>, и 3 ) - 3 
Г». Погрешности аппроксимации 24 
t>. Порядок аппроксимации 24 
7. Канонические схемы 2о 
S Консервативные разностные схемы 25 
4 . Линейные схемы 29 
|и . Дискретные схемы 29 
1 I Линейные функционалы в классе разрывных функций 30 

$ 2 . Однородные разностные схемы в классе гладких коэффициентов . 32 
1. О точности разностных схем в классе гладких коэффициентов 32 
2. Разностная функция Грина 33 
3. Оценки разностной функции Грина 35 
\. Г) порядке 1 аппроксимации сходящихся схем 39 

§ 3. Необходимые условии сходимости в классе разрывных коэффи­
циентов 40 

1 . О погрешности аппроксимации в окрестности точки разрыва коэффициентов 40 
2. Случай консервативной схемы 41 
3. Основная лемма 42 
4. Необходимое условие сходимости для исходной схемы в классе разрывных 

коэффициентов . 46 
3. Необходимые условия второго порядка точности в классе разрывных 

коэффициентов 47 
fi, О достаточных условиях сходимости 48 

$ 4. Коэффициенто-устойчивые разностные схемы 49 
1. Зависимость решения дифференциального уравнения от коэффициентов 49 
2. Принцип ко-устойчивости разностных схем • . 50 
3. К о-устойчивость консервативной схемы . 51 
\, ! 1еобходимое условие ко-устойчивости 52 
5. Консервативность ко-устойчивой канонической схемы 54 

$ 3. О сходимости и точности 57 
1. о сходимости консервативных схем в классе разрывных коэффициентов 57 
2. к) точности консервативной схемы 59 

Том I Январь 1961 Февраль № 1 



6 А. Н. Тихонов, А. А. Самарский 

Введение 

В связи с широким применением быстродействующих электронных 
счетных машин возникает необходимость развития однородных вычис­
лительных методов, пригодных для решения определенных классов 
математических задач. 

Для нахождения приближенных решений дифференциальных урав­
нений Lu — 0 с некоторыми дополнительными условиями hi = 0 часто 
обращаются к методу конечных разностей; при этом искомую функцию 
и заменяют сетчатой функцией нЛ, определенной на разностной сетке 
Sh, а дифференциальный оператор Lu—разностным оператором Lhuh (см. 
[1]—[10]) . 

Приближенное решение исходной задачи определяется как решение 
системы разностных уравнений Lhuh — 0 с соответствующими разно­
стными дополнительными условиями lftuh 0. г 

Практическое использование быстродействующих электронных счет­
ных машин показывает, что нецелесообразно развивать чцсленные ме­
тоды применительно к индивидуальным задачам. Необходимо развитие 
численных алгоритмов, пригодных для решения определенных классов 
задач. Рассмотрим, например, класс дифференциальных уравнений 
L^k)u = 0 с дополнительными условиями 1{к)и 0, характеризуемый ти­
пом операторов L ( A ) и / ( А ) и функциональным пространством Ку из ко­
торого берутся вектор-коэффициенты уравнения. Закон для написания 
разностных уравнений для всех коэффициентов к (х) из функционально­
го пространства К мы будем называть разностной схемой. Разностная 
схема L*uh в соединении с разностной схемой /* uh рассматривается 
как вычислительный алгоритм для решения любой задачи из заданного 
класса задач. 

Развитие теории разностных схем естественно приводит к постановке 
следующих вопросов: 

1) обеспечивает ли выбранная разностная схема сходимость решении 
разностной задачи к решению исходной задачи для дифференциального 
уравнения в заданном классе коэффициентов и каков асимптотический 
порядок сходимости при h—>0; 

2) если разностная схема не фиксирована, а рассматривается некоторое 
семейство «допустимых» схем, то как выбрать из этого семейства 
схем лучшие схемы, которые дают высокую точность в наиболее ши­
роком классе коэффициентов и устойчивы относительно возмущений, свя­
занных с ошибками вычислений. 

п. 1 введения посвящен выяснению понятия однородных разностных 
схем. Изучение структуры исходных классов схем необходимо, поскольку 
основная задача теории разностных схем состоит в установлении связи 
между структурой схемы и той точностью, которую она реализует. Изуче­
нию конкретных разностных схем посвящена обширная литература. 

В п. 2 приведен пример разностной схемы для дифференциальных опе­
раторов типа Штурма — Лиувилля, дающей высокую точность в классе 
достаточно гладких коэффициентов и не дающей даже сходимости в классе 
разрывных коэффициентов. Между тем класс уравнений этого типа с раз­
рывными коэффициентами представляет большой научный и практиче­
ский интерес. 
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Большое значение имеет проблема выделения семейств разностных схем 
«сквозного счета», которые позволяли бы решать задачи единым спосо­
бом как в случае непрерывных, так и в случае разрывных коэффициен­
тов, не прибегая к явному выделению их точек разрыва. (Выяснение 
положения точек разрыва коэффициентов особенно сложно в том случае, 
когда эти коэффициенты получаются в результате приближенйого ре­
шения других уравнений.) 

В п. 3 приводится второй пример, существенный для обсуждения п о ­
становки вопросов. 

В п. 4 дается обзор результатов всей статьи. 
Настоящая работа представляет собой сводку результатов, опубли­

кованных авторами в 1956—1960 гг. (см. [ И ] — [ 1 9 ] ) . В процессе написа­
ния обзорной статьи опубликованные материалы были подвергнуты суще­
ственной переработке. 

1 . Однородные разностные схемы. Требование единообразия или одно­
родности вычислений, особенно важное для образования циклов, выде­
ляемых в процессе программирования, накладывает свои требования на 
семейства разностных операторов и схем. Перейдем к определению одно­
родности разностных операторов и схем, ограничиваясь случаем одного 
переменного, что связано с последующим изложением; однако эти опре­
деления без труда переносятся на случай многих переменных. 

Рассмотрим примеры. Для дифференциального оператора с постоян­
ными коэффициентами 

d2u 

Lu — qu, q = c o n s t , 0 <' x << 1, 

простейший разностный (трехточечный) оператор определяется заданием 
шаблона Ж 0 , состоящего из трех точек т = — 1 , 0 , 1 , и производящей 
функции 

Фк г
 —; u_i — 2UQ - j- щ — « j t / ~~ ч 

[и] = — ~ qu0 = Ф ( z / _ , , n{). 

Эту функцию можно рассматривать как функционал, заданный на сет­
чатой функции и, определенной на шаблоне: 

ю = {ит}, т е % { - 1 , 0 , .[}. 

Значение разностного оператора Lhuh
 в т о ч к е 1 л\ сетки Sh {щ = ih, 

h 1 / N, i = 0, 1 , . . . , Л7} для 1 <С i С N — 1 определяется как зна­
чение производящей функции оператора Ф о т аргументов, являющихся 
значениями сетчатой функции и1 = {щ} в точках шаблона Зй£ . отнесен­
н о г о к точке :г$: 

= {#i + rnh), т (: 3R0, т. е. 

u h — 2uh 4- u h 

(Lhun)i= jrz

 T- qui Ф [n {Xi-rmh)l. 

Аналогично определяются разностные операторы и для случая мно­
гих переменных (например, для уравнения Лапласа) (см. [1]). 
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Остановимся на понятии однородного разностного оператора 
Lhuh ^Uh. 

Введем предварительно несколько определений. 
Конечное множество 3R0 = {—т и —т1-\-1, . . . , 0, 1, . . . , т 2 ) 

точек целочисленной сетки будем называть шаблоном оператора, а функ­
цию Ф' 1 (tt_.m|r И - m H - i , • • • , И 0 , Uu . . . , Um^ = Ф' 1 [и] ОТ тг + Т1Кг + 1 П О -
ременных, зависящую от А как от параметра, будем называть произво­
дящей функцией (функционалом) разностного оператора. Функция Ф' 1 

является Лпараметрическим функционалом от сетчатой функции 
и •= [um, m6 3R0}» заданной на 9R0. 

Преобразование переменных 

х --- х ~\- sh, 

которое мы будем называть преобразованием сдвига, отображает (при 
$ = m, m(-3Ro) шаблон 3R0 на множество точек 5R ,̂ которое мы назовем 
преобразованным А-шаблоном в точке ж. Если х = хг, m1<^i<C.N — тп2, 
является узловой точкой сетки Sh и А == А, то преобразованный А-шаб-
лон в точке xi является частью сетки Sh. 

Сетчатая функция uh, заданная на основной сетке Sh, индуцирует 
с помощью преобразованного //-шаблона в точке х% функцию iixf, опре­
деленную на 9&0: 

Uxi ~~ \ ц к ( r i I w n ) > m € Ж 0}, если только 9R£. 0?л> т - е - rnx<Ci<^N—л?2. 

Разностный оператор Lhuh = С//г будем называть однородным, если 
существует производящая функция (функционал) Фн [и], и -~- {ит, m£3Roh 
определенная для сетчатых функций, заданных на шаблоне 3R0, так что 
значения оператора в точке xt равны 

= Фки% = Ф / 1 [uil (xt + т/г)], 

где uh

Xi —функция, индуцированная на шаблоне 5R0 сетчатой функцией 
uh при помощи преобразованного h-шаблона в точке Х\. Такой оператор 
Lh преобразует сетчатую функцию uh, заданную на Sh, в сетчатую 
функцию Uh\ определенную на сетке Sh{Xi, m1^i <^ N — т2}, которая 
является частью сетки S!:. 

Рассмотрим теперь примеры разностных схем для класса дифферен­
циальны х one раторов 

L % =± \kl{,:)^\-k2(x)u + *,(*). 

где коэффициенты к(х) - (к} (х), к2(х), к-3(х)) принадлежат к некоторому 
функциональному пространству К. 

Рассмотрим в качестве примера схему 

(Llk)uh)i - U\h- к) = ± [Bi (4н - «?) - А, {и\ - н?_,)1 - DiUi + Fit 
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Где 

4 (L { d x У 1 _г(* — ' 1 

о 

Д • -j ^ k2(x)dx - ^ & а ( а ч : $ / г ) с & , 

х$—0,бЛ - -0,5 

0,6 

^ Л:3 (Xi -f a* ~- i - i , 2, ;V — 1, Л = 1 / Лг. 
• - О,б 

->iа схема обладает рядом достоинств. 
Значение (L}fV l ) i может быть определено при помощи производи-

I цел о функцион ал а 

Ф " | « , к (б-)] , 4* lB(kl)
 ( » » - " » ) - - 4 * * , ) ("о - - / ) < Й > «о + ^ 

где 

1 

= Я (*)] = R - ^ f - - I 1 = А [кг (1 + *)], 

0,5 0,5 

D\k,(s)\ \ k2(s)ds, Fa'*> - / 4 / 7 3 (*)]== \ k3(s)d*, 

определенного для сетчатой функции и — {um}t отданной на трехточеч-
н п м шаблоне S R 0 ( W : Г — 1 , 0> 1 ) , и функций к($) {/^ (s), k2(s), k2(s)}, 
заданной на отрезке 2 0 ( — 1 1 ) , который мы будем называть ко­
эффициентным шаблоном, если положить 

"т «i-f-т, rn (: $ R 0 , itj (.*) -~ А:, (хг ••{- А-А), / - 1, 2, 3, * (: - 0 . 

Дадим определение понятия однородной разностной схемы Ь\к)и1. 
Введем предварительно несколько определений. 

Конечное множество Ж 0 {т == —тъ —тг -f- 1, . . , , 0, 1, . . . , гп2} 
т о ч е к целочисленной сетки будем называть сетчатым, а отрезок 
- о { m i ^ $ <С ЗКг} — коэффициентным шаблоном. Функционал Ф / 1 [и,к (5 ) ] , 
определенный для сетчатой функции и {ит, т С Ж9}и коэффициентов 
А- (,s) (s t 2 0 ) на соответствующих шаблонах, и зависящий от h как от 
параметра, будем называть производящим функционалом. 

При определении сетчатого шаблона 3 R 0 и шаблона коэффициентов 
ii ( J можно без ограничения общности т1 и т2 считать одинаковыми. 
Дли случая многих переменных шаблон Е 0 может задаваться независ и-
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мо от 9К0 — множества векторов, соединяющих начало координат с точ­
ками целочисленной сетки. 

Преобразование сдвига х — х -f sh отображает шаблоны Ж 0 и 2 0 на 
множества точек $Skh~ и 2 ^ , которые мы будем называть преобразован­
ными /г-шаблонами в точке х. 

Рассмотрим функции uh и к (х), заданные, соответственно, на основ­
ной сетке Sh и на 2 , основной области изменения х. Эти функции 
индуцируют с помощью преобразованных шаблонов ЗК^ и 2 ^ в точке 
х-г функции Uxt и kx^s), определенные на Ж 0 и 2 0 : 

4 = u h 0Т* ;- mh)> т 6 9R0> ^i(s)^ к (Xi -г sh), 2 0 , 

если только ЗК^ и 2 ^ принадлежат, соответственно, Sh и 2 . 
Разностную схему l}k)uh, соответствующую дифференциальному опе­

ратору Ь^к) и, мы будем называть однородной разностной схемой в классе 
коэффициентов к(х)^К, если существует производящий функционал 
Фн [и, k(s)], с помощью которого значения (fJh

k)uh)i определяются по 
формуле: 

(Ь^и% - Ф / 1 [и*., khx{ (s)} = <Dh [uh (хк + mh), k (x{ + sh)]. 

Разностная схема L{k) при любом выборе k (х) t: К определяет опера­
тор, который функцию uh, заданную на сетке Sh, преобразует в функ­
цию l}k)uh, заданную на сетке Sh(xi, mj^CK^N— w 2 ) , являющуюся 
частью сетки Sh. 

Если разностная схема L(k)uh линейна относительно сетчатой функ­
ции ин = {и1}}, то 

( U f t ) A = S ^ [ f t ^ ) ] w i - f l4[k(x)\. 
i 

где суммирование проводится, вообще говоря, но всей сетке Sfl. Коэф­
фициенты а-и[к(х)] и bi[k(x)] являются функционалами коэффициентов 
дифференциального оператора L{k)u, зависящими от параметра h. Зада­
ние L\k)uh эквивалентно заданию матрицы-функционала (а'и [к (х)]) и 
вектор-функционала Ь1} [к (х)]. Однородность линейной схемы L{k)uh обоз­
начает, что 

(Фи% = % 4 [ A ? (*)1 - В* [khi (s)l (к1; (>•) = к (щ -г 

где Afj[k(s)] и Bh [k(s)] — параметрические функционалы, определенные 
для вектор-функций k(s). заданных на коэффициентном шаблоне 2 0 (—m r -^ 
<^s^?n2), причем 

аи [к (х)] = Л• [к (xi + .у/г)], / = / — *, для — тг < / < пц, 
аи [к (х)] ~ 0 для / < — тг и / >> т 2 , 
Ь\[к{х)] =Bh[k(Xi + sh)}. 

Производящий функционал этой линейной однородной схемы равен 

Ф" ]й, k(s)] = % A* (k(s)] ТЧ + Z?" [ft(s)J, 
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где к (s) — функция, определенная на шаблоне 2 0 (— тл <^ s <^ ^о)-
Разностную схему мы будем называть симметричной схемой, если 

выражение L{k)uh остается неизменным при изменении направления оси г . 
Условие симметрии однородной схемы имеет вид 

ФН [Ui+h к(х{ + Щ) = Ф " / ф Ч - < ? / * ) ] , 

/ = 0, ± 1, ± 2, ± . . . , ±т (тг = m 2 = m), —m < s < iw. 

(Симметрия линейной однородной схемы определяется равенствами 

A) [k(s)\ At} [ * ( — * ) ] , / - 0 , ± 1, . . . , ± w т 2 - т ) , 

Я ^ 7 ф ) ] = В * [ Л ( - * ) ] . 

При решении систем дифференциальных уравнений dY/dx = А(х,У(.т)) 
класс уравнений определяется не просто коэффициентами к(х), завися­
щими от переменной х, а «коэффициентами» /с(х, У), зависящими также 
от искомой вектор-функции Y (х). Понятие однородных разностных схем 
переносится и на этот случай и охватывает схемы, применяемые в ме­
тодах Эйлера и Адамса — Штёрмера*. 

2. Некоторые примеры. Для частичного пояснения поставленных 
и п. 1 вопросов рассмотрим примеры. 

П р и м е р 1. Рассмотрим первую краевую задачу 

Lmu = ^ | /,• (.,) £ \ = 0, 0 < .г < 1, и (0) 1, и (1) = 0. 

Рассмотрим однородную разностную схему, определяемую произво-
чящим функциона.лом 

Ф" [й, Щ] - к ((») *=Ь±* • _ - Щ - = 1 Ь 1 > . , 

погорая приводит к системе разностных уравнений 

(/..•.'"«''), = Ф'' Iк" ( , , ; / « / / ) , А-( , 'ч 4- .<••/,)I 

•_ л-( /(, — Yh :•/, — - r 1 • 

m = — I , 0, 1, 0 < t < N, ft ----- 1 /Л% 
и . т и 

± [ B[k)bu'l - А\к\и>1 \ = o , о < * • < Л , ^ 1, uh

N = 0 , 
1ДС 

J ( А ч 4 1 - ^ , ) • 

Как будет показано ниже (см. § 2, и. 4), эта схема обеспечивает 
второй порядок точности в классе гладких коэффициентов к (х) (к£С{3)) 

iii — u (х^ 0(h2). 

* Схема Рунге—Кутта выходит за рамки данного определения однородных схем. 
Однако нетрудно расширить понятие однородности разностных схем так, чтобы оно 
•>.\вятывало и схему Рунте—Кутта. 
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Покажем, что эта схема не обеспечивает даже сходимости в классе 
разрывных коэффициентов. Рассмотрим кусочно-постоянную функцию 

ГЛ„ 0 < х < £ , 
k { x ) ^ \ k , £ < * < 1 , 

где £ иррациональное число. Пусть g принадлежит интервалу (хп, жп-н) 
сетки £ = хп 4 - 9//, 0 • < 0 < 1 . Разностные уравнения для г =̂= и. 
1фп + 1 дают 

Дм'.4 - V ^ , i г -м * 
то есть линейна относительно номера i для i < ' п и i^>n-\-l: 

I 1 — | *г < £ , 

( ^ ( 1 — J * ) , * i > £ . 

Коэффициенты — и -~- определяются из уравнений для j = n, п • I: 

Л = X ; -г Р (1 - >) f /' 11 - (Р - а ) ( 1 0)|. 

Вводя полигональную функцию uh (х, /г), натянутую на сетчатую 
функцию и}} , и совершая предельный переход при /г—>0, видим, что 
предельная функция 

и (х) — lim и 1 (;r, И) — I 

отлична от решении исходной задачи, равного 

1 л KX , ^ 

i - x . t 

- и - £ • 
для х = ^ = 1 . В самом деле, сравнивая выражения для и(х) и и (#), можно 
показать, что равенство ?/(х) — н-(я) имеет место только для и = 1 . При 
некоторых % и £ имеем Д 0 = 0 и предельной функции и(х) вообще не су­
ществует. 

Таким образом, при использовании разностных схем необходимо 
изучать, в каком классе коэффициентов они дают сходимость. 

П р и м е р 2. Рассмотрим первую краевую задачу 
L i k - п « = £ \ k И -ё' - я СО« 4- / О*) = о, о < х < 1 , 

dx [ cfc_ 

it (0) — wx, и. ( 1 ) = u2, 

для класса дифференциальных уравнений, характеризуемого коэффици­
ентами /с, q, f£Q{0) (т. е. кусочно-непрерывными на отрезке 0 ^ > < J 1 ) . 
Будем предполагать, что k (х) ^ Мг >> 0 , <7 (х) "> 0 . 
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Очевидно, что в промежутке (.т,_ ь r £ f i ) 

и (х) = Pi (х) и{ ' (.г) - j - i t ? (.г), 

где Р\(х) и Qhi{x) определяются через решение (:г) и ?/ ( 2 ) (#) одно­
родного уравнения 

удовлетворяющее условиям 

п р п ч е м 

,.• , , гг ( 2 ) ( .г) 7 / ( | ) ( . г ) (о . ч , п ( о ) / ч , г\ 

(<7>0) 
и Ht (х) определяетс-я через решение ? / { л ) ( , г ) исходного неоднородного 
\ равнения I.}h'ih^u 0, удовлетворяющее условиям 

Таким образом, точное решение в узлах сетки совпадает с решением 
I >аз постных уравнен ий 

}h - ; Рф 1 -VQ]i1h-> i K'L /А, w n //,v = " 2 , 

i x о. > ф ф и ц иен т ы 1 ч о то р ы х 

Pi - Pi(*i). Ф~ Q\ (:>Ч), Л? - RU*i) 

я в л я ю т с я функционалами от к(х), q (х) и /(•'')• 
Преобразуем условия, определяющие и Преобразование 

пероводит w ( n (х) и u(J) (х) в решения и / / ( 2 ) (.<?) уравнения 

Л(А-) = й(.г 4- гл-Л), г/>) '/(•''<• */ ') . 

удовлетворяющие условиям 

/ / п ' ( 1 ) - 0, fc(— 1 ) ? 7 ( 1 ) ' (— 1) - 1 , й ( 2 ) (1) - 0 , к (I) 7 ( 2 ) ' (I) - — 1 , 

а /г (х) —в решение и{л) (s) неоднородного уравнения 

о и ределяемое ус л овиям и 
й< 3)(--1)г.= и<л>(1) = 0. 

* Нормировка производной произвольна. Начальные значения производных 
выбираются для удобства последующих вычислений. 
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Рассмотрим функционалы 

Ph \Ш я(»] = = | ? Г Т , . <>" l*<*>. * <*)] = ̂ S-' 
w (— 1) и u ' (1) 

g(s), J(s)} = й ( 3 ) (0) , 
зависящие от /c(s), g(s), / (s) . 

Точная разностная схема является однородной схемой и определяет­
ся характеристическим функционалом 

• ( Г / = ^ 0 _ phu_x _ — Л ' 1 . 

Однако практически точной схемой не пользуются ввиду сложности 
определения ее коэффициентов. Для решения рассматриваемой краевой 
задачи пользуются различными семействами «допустимых» схем, коэффи­
циенты которых вычисляются достаточно просто. 

В частности, широко распространены дискретные схемы, определяе­
мые при помощи значений коэффициентов уравнения лишь в узловых точ­
ках сетки (например, схема примера 1 ) . 

Для построения теории однородных разностных схем надо задать ис­
ходное семейство схем, найти функциональный класс коэффициентов диф­
ференциального уравнения, в котором схемы из исходного семейства схо­
дятся, а также выяснить вопросы о точности отдельных схем. 

3. Об аппроксимации и точности разностных схем [6]. Рассмотрим класс 
дифференциальных уравнений Ь^к)и = 0, определенный для к(х)(*К, и 

г (k) h 

однородную разностную схему L^'u , определенную для того ж е клас­
са коэффициентов. 

Пусть 
Ф " [ и , k{s)\ 

есть производящий функционал схемы L\k)u\ определенный на шаблонах 
9К 0 (—т 1 ^т<^ т2) и 2 0 ( — т 1 ^т2). Пусть х — фиксированная точ­
ка в области определения оператора l}k)v и v (х) — некоторая функция, 
заданная в окрестности этой точки. Функция v (х) индуцирует с помощью 
шаблона 

= {х -f m/г, т £ 9К0} сеточную функцию 

v\ = {v(x 4- m/г), m £ 9J?0} 
на шаблоне 3R0. 

Рассмотрим величину 

l№v± - Ф ; > (х + m/г), к(х Г sh)] 

и разность 
ф ( Я , V, h) : : I^VI - (L^V)^-, 

где kQ(x)—некоторый фиксированный коэффициент из класса А'; функцию 
Ф назовем погрешностью аппроксимации в точке х оператором L\kb) 

оператора L{ko) или погрешностью аппроксимации для оператора L{ko). 
Будем говорить, что разностный оператор Ь\ко) в точке х при /г—>0 

имеет п-й порядок аппроксимации относительно дифференциального 
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оператора Ь{к°\ если можно указать такое т/г, что для любой т-кратно 
дифференцируемой функции v (х) £ С ( т Л ) имеет место оценка 

ф (х, v, h)=0 (hn) или | ф (х, v, h) |< Mhn, 

где .М — константа, зависящая от х, v (х) и к0(х)). 
Будем говорить, что разностная схема L{k) в точке х имеет n-й по­

рядок аппроксимации относительно L(k) в классе коэффициентов А", если 
для любого фиксированного коэффициента к0 (х) £ К разностный опера­
тор L(ko) в точке х имеет n-й порядок аппроксимации. 

Пусть и (х) — решение уравнения 

L<"TT = 0, 
удовлетворяющее некоторым дополнительным условиям — 0 (задача I). 
а //?! = {и}}} — решение разностного уравнения 

L M = O 
о соответствующими дополнительными условиями lhuh = 0 (задача II). 

Разность zly= и1} — и (х{) представляет погрешность, допускаемую 
при решений исходной задачи; в дальнейшем будем эту разность оце­
нивать по норме |i ~ max где max берется по всем точкам сет­
к и , па которой задана функция z}}. 

Будем говорить, что решение разностной задачи (II) сходится к ре­
шению задачи (I) в классе К, если 

д.ш любого коэффициента к(х)£К. 
Если же [| zl |ji О (hn) или || Z i \ \ x <J Mti\ где М— постоянная, зави­

сящая только от выбора коэффициента к(х), то будем говорить, что 
задача (II) имеет п-м порядок точности. 

Точность разностной задачи зависит как от выбора разностной схе­
мы, так и от выбора разностных краевых условий. Если краевые усло­
вия для задач (I) и (II) совпадают (это имеет место, например, для 
первой краевой задачи; см. п. 4 введения), то точность разностной 
краевой задачи полностью определяется выбором разностной схемы. 
В этом случае можно говорить, что «разностная схема сходится», или 
«разностная схема имеет п-ж порядок точности». 

Если схема Ь\к) линейна, то для функции zl получается следующее 
уравнение: 

L\k)zhi = — ф14, где 4i =--= Lh'iH — (Ьки)г 

— погрешность аппроксимации в точке Xi для разностного оператора 
]J]k\ взятая на решении и(х) дифференциального уравнения L^k)u~0, 

Порядки аппроксимации, рассматриваемые на семействе достаточно 
гладких функций v (х) £ С(т) и на семействе решении уравнений Ь^к)и = О, 
могут быть существенно различными. 

Будем говорить, что однородные разностные схемы и L(k\ опре­
деленные в одном и том же классе К, имеют п-ii порядок эквивалент­
ности в смысле аппроксимации в точке х = х, если для любого к (х) £ А" 

Ф(х, г: / / ) : (7Jk)r), (l^v)*.^ ^0(hn), 
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где г(х)— любая достаточно гладкая функция, т. е. )ф(х, v\ h)\^Mhn> 
М — константа, зависящая от выбора k(x), v(x) и х. 

Пусть у* и t/i—решения уравнении L{*)yi=0 и Д А ) у ? — 0 с допол­
нительными условиями l(k)yh ~ 0 ul{

h

k)yh — 0 (задачи 1Г и 1Г) . 
Будем говорить, что разностные краевые задачи (1Г) и (1Г) имеют 

п-ш порядок эквивалентности в классе А', если для любого к(х)^К 

fyt- У? II. »/•'• 

где М— константа, зависящая от выбора к(х) и не зависящая от Л. 
Очевидно, что при изучении разностных задач их можно заменять 

эквивалентными задачами и в классе эквивалентных задач выбирать 
разностные схемы наиболее простой структуры. 

4. Основные результаты работы. В данной статье мы проводим из­
учение однородных схем для решения первой краевой задачи 

Lik'qf)u - *-\k(r)£\~q(.r)u-hf(r) - О ( 0 < . г < 1 ) . 

и ( 0 ) n(i) . щ, (I) 
коэффициенты которой /г. q, / являются кусочно-непрерывными функ­
циями (к, q. / £ ( ? ( 0 ) ) , причем к(х)^>М>(). q (.т)>0. 

В § 1 в качестве исходного семейства разностных схем мы рассмат­
риваем трехточечные однородные разностные схемы L i k , q , f \ характери­
зуемые линейным производящим функционалом 

ф"\и (т)7к (*). q (*). / (s)} Л~\В(Ь' к) (w, - , 7 0 ) — A i K p ) (щ — к-,)} — 

каждый из коэффициентов которого является функционалом только одного 
коэффициента дифференциального уравнения (1): 

A{h'к) - Ah \к (*)], B(h-k) -= Bh [к (.<)], \ ^ 1 ^ s < ^ 

При этом Dh и Fh — линейные функционалы. Такие схемы обычно при­
меняются на практике, и мы их назовем стандартными схемами. 

Одной из характеристик качества схемы является ее погрешность 
аппроксимации 

Ф (х, и: А) = ( L i * * q ' л п)х_- (/,<*•*•л w)v„„~ , 

де и (х) — решение уравнения (I). 
Для выяснения порядка аппроксимации при h—>0 необходимо функ­

цию <p(x,u\h) разложить но параметру h и вычислить коэффициенты 
при степенях h до r-го порядка. Такое разложение возможно, если 
шаблонные функционалы Ah, В}. Dh и Fh имеют производные соответ-
ствуютцего порядка как по параметру Ь, так и по своему функциональ­
ному аргументу. 

Вводится определение ранга функционала, включающее, кроме тре­
бований дифференцируемое™, требования однородности, монотонности 
и нормировки. 
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Опираясь на понятие ранга шаблонных функционалов, мы рассмат­
риваем различные классы Х{пъ п 2, щ) схем, у которых функционалы Ah 

и Bh имеют ранг пъ функционалы Dh и Fh имеют ранги п 2, п3 и опре­
делены на о т р е з к е — 0 , 5 ^ 5 ^ 0 , 5 . 

Если щ = п2 = п3 = п, то мы говорим, что L}k'q'1) является схемой 
n-го ранга. 

Рассматриваются специальные семейства схем: консервативные, 
или самосопряженные (Вн [к (s)] = Ah [к (1 + s)]), дискретные и кано­
нические схемы, шаблонные функционалы которых не зависят от пара­
метра h. 

Выяснив необходимые и достаточные условия п-го порядка аппрок­
симации схемы L$tq'f) (п — 1 , 2), которые формулируются в виде ряда 
соотношений (У. А. п) для моментов функционалов схемы, мы переходим 
в § 2 к изучению вопросов сходимости и точности исходных схем в не­
котором классе гладких коэффициентов C< w ) .* Доказано, что для того, 
чтобы исходная схема L^,q,t) из класса X {п + 1, тг, п) для коэффициентов 
k(x)eC{mk\ m * > n + l , q(x)eC{m*\ mq^n; f(x)eC{mf\ mf > п. 
имела n-й порядок точности, не только достаточно, но и необходимо, 
чтобы она имела такой же порядок аппроксимации (теорема 1 ) . 

Для доказательства этой теоремы используется аппарат разностной 
функции Грина оператора L^'q). В п. 2 дано построение функции Грина, 
а в п. 3 даются равномерные оценки снизу и сверху для функции Грина, 
а также для ее первых разностных отношений. 

Отметим, что при изучении сходимости и точности схем в классе 
гладких коэффициентов мы пользуемся нормой 

\Ш = max |ty |, 
0 < i < N 

а в классе разрывных коэффициентов — нормами 

г = 1 г = 1 s=l 

Если в классе С{ш) порядок точности схемы Lj f ' q ' f ) совпадает с по­
рядком аппроксимации, то в классе разрывных коэффициентов такой свя­
зи нет. Достаточно вспомнить разобранный выше пример 1. Указанная 
там схема имеет второй порядок аппроксимации (как это нетрудно про­
верить) и, следовательно, имеет второй порядок точности в классе 
С{т) (гп ^> 3) и тем не менее расходится в классе разрывных коэффи­
циентов k(x)£Qm (при любом т ;> 0). 

Исследование функции ф(х, и\ h) в точках сетки, смежных с точкой 
разрыва £ (хп < ^ £ < ^ # n + i ) коэффициента к(х), показывает, что погреш­
ность аппроксимации и ф £ + 1 при х = хп и х = хп+ъ вообще говоря, 
стремится к бесконечности при h —>0, Однако это не исключает воз­
можности сходимости решения разностного уравнения к решению урав­
нения (I). Возникает вопрос: какими свойствами должна обладать схема 

для сходимости в классе Qy '? 

* Обозначения Ст и Qm см. в п. 1, § 1. 

2 Ж В М и М Ф , № 1 
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В § 3 доказывается основная лемма, дающая необходимое условие, 
которому должна удовлетворять схема L^'q'f) для сходимости в клас­
се ( ? ( Т \ Э Т О условие имеет вид 

А (£, К) = h + 4+гФп) = Р (А) — 0 (б) 
или 

r>h p>h 4 / 1 Л / I 

— ~ г—11 1 р (п) —> 0 при /г —> 0, (б ) 

где й л = A ( g - O ) , fcn = ft(£ + 0). 
Если мы хотим, чтобы схема L \ i ' q , f ) в ( ) { т ) имела 2-й порядок Т О Ч ­

Н О С Т И , ТО необходимо удовлетворить двум условиям: 

йг<р£ = 0(А 2), /Ар£ + 1 = 0 ( П (а а) 

Д(£,А) = 0(Л 2). (б2) 

Следует отметить, что любая консервативная схема нулевого ранга 
удовлетворяет необходимому условию сходимости. 

Доказано, что условие (б) является для схемы типа . 2 ( 1 , 0 , 0 ) не 
только необходимым, но и достаточным для сходимости схемы Lh'q'f) 

в классе коэффициентов k(x)£Q{1), q,f£Q{0) (теорема 3, § 3 ) . 
При вычислении коэффициентов разностной схемы, вообще говоря, 

всегда допускается некоторая погрешность. Это может происходить из-за 
недостаточной информации о коэффициентах к, q, / уравнения (I): на­
пример, функции к{х), q (х) и f (х) могут определяться приближенно 
(с помощью некоторого вычислительного алгоритма) на дискретном мно­
жестве точек. Кроме того, может оказаться, что шаблонные функцио­
налы схемы вычисляются приближенно. 

Отсюда ясно, насколько важной является задача изучения схем 
с возмущенными коэффициентами. 

В § 4 вводится норма возмущения коэффициентов схемы и с ее по­
мощью дается определение коэффициенто-устойчивой (ко-устойчивой) 
разностной схемы. При малом искажении коэффициентов схемы «воз­
мущенная» схема должна сходиться при h—>0 в Q{m\ т. е. \\у — и\\г = 
— Р (h) —> 0 при /г —> 0, если 

II А'1 - А% = 2* | А'1 - 4'! Л = Р (/г), || Bh - Bh \\3 = р (/г); 
г = 1 

\\Dh-Dh\\3 = p(h), \Fh-Fh% = P(h), 

(все р (/г) —>0 при /г —>0), где yi — решение разностной краевой задачи 
с возмущенными коэффициентами А1}, В\, Di, F\, а и(х) — решение за­
дачи (I)). 

Доказано, что необходимым и достаточным условием коэффициенто-
устойчивости канонической схемы является ее консервативность. В по­
следующих параграфах мы занимаемся изучением только консерватив­
ных схем. 

В § 5 проводится изучение вопросов сходимости и точности консер­
вативных разностных схем. Доказано, что консервативная схема нуле-
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вого ранга сходится в классе кусочно-непрерывных коэффициентов 
(к, q, / £ (? ( 0 )); любая консервативная схема первого ранга имеет в классе 
коэффициентов Q{m) (m ^> 1) первый порядок точности; любая консерва­
тивная схема L\k'q'f) второго ранга, удовлетворяющая условиям второго 
порядка аппроксимации (У. А. 2 ) , имеет в классе С ( 2 ) второй порядок 
точности, а в классе Qm (при любом m ^ l ) , вообще говоря, первый 
порядок точности. 

Следует отметить, что для доказательства указанных теорем о схо­
димости и точности разностных схем использовалась установленная 
в § 2 априорная оценка 

||4<м||ф||2| 

где z — погрешность решения разностной краевой задачи, а ф — по­
грешность аппроксимации схемы Lh

k'q'f) на решении задачи (I). 
Оценка погрешности аппроксимации ф по норме ||||2 позволяет, кроме 

того, снизить ранг шаблонных функционалов и порядок т классов С ( ш ) 

или Q{m) коэффициентов уравнения (I). 
Таким образом, перечисленные результаты дают ответ на постав­

ленный выше вопрос о выделении схем сквозного счета, пригодных для 
решения краевых задач для уравнения (I) в классе Q{m) (т^О) раз­
рывных коэффициентов без явного выделения при этом точек разрыва. 
Как показано, схемы сквозного счета принадлежат к семейству кон­
сервативных разностных схем. 

Полученные в данной работе результаты используются для построе­
нии разностных схем сквозного счета при решении уравнений парабо­
лического типа с разрывными коэффициентами (см. [ 2 0 ] ) . 

В заключение укажем несколько вопросов, выходящих за рамки 
настоящей статьи. Результаты данной работы без существенных изме­
нений переносятся на класс краевых задач, соответствующих гранич­
ным условиям третьего рода. Мы не рассматриваем здесь весьма важ­
ных вопросов о схемах второго порядка точности в классе разрывных 
коэффициентов, о наилучшей канонической схеме второго порядка точ­
ности, о точности разностных методов решения задачи Штурма — 
Лиувилля в классе разрывных коэффициентов, а также об однородных 
разностных схемах на неравномерных сетках. 

Проведенные здесь исследования ставят таг же ряд аналогичных 
вопросов для случая многих независимых переменных. Эти вопросы 
будут рассмотрены в последующих статьях. 

§ 1. Исходное семейство разностных схем 

В § 1 дается характеристика семейств разностных схем для дифферен­
циального уравнения (I) в классе Q{0) кусочно-непрерывных коэффициен­
тов. Рассматриваются различные схемы из этого семейства: канонические, 
дискретные и консервативные, имеющие большое значение для последую­
щей теории. 

1. Краевая задача для дифференциального уравнения. Выяснение 
поставленных во введении вопросов для однородных разностных схем мы 
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будем проводить на примере обыкновенного дифференциального уравне­
ния 

L(k> q'f)u = L{k) в — 9 (ж) и + / (я) = 0, 0 < x < 1, (1) 

Все изложение проведем для первой краевой задачи 

L{*-qJ)u = 0, 0 < > < 1 , 11(0) = »!, и(1) = в а ( 1 ) . (I) 

Класс краевых задач (I) определен, если указаны семейства функций, 
которым принадлежат коэффициенты уравнения k(x), q (х) и f(x). 

Обозначим C ( n ) [а, Ь] — класс функций, имеющих на отрезке а^х^Ь 
непрерывную п-ю производную, а (> ( п ) [а, Ъ]—класс функций, кусоч­
но-непрерывных на отрезке [а, Ь] вместе с производными до тг-го 
лорядка включительно. Для класса функций C ( n ) [0 , 1 ] (() ( n ) [0,1]) мы 
будем пользоваться обозначением С ( п ) ( ( / П ) ) . 

В дальнейшем всюду предполагается, что коэффициенты уравнения (I) 
удовлетворяют условиям 

0 < М х < к (х) < М2, 0^q(x) < Ж 8 , | /(х) | < М 4 , (а) 

где Mj (/ = 1, 2, 3, 4) — положительные постоянные. Условия (а) мы 
включаем в постановку задачи (I). 

Нам понадобятся следующие свойства решения задачи (I): 1) если 
к (х) б C{r+1\ q (х) 6 C{r\ f (х) б С{г\ то и (х) е С ( г + 2 ) ( г > 0); 2) если к (x)eQ(m) 

(т^О) и в точке х = £) имеет разрыв (клфкПу где кл~ /с ( | — 0), кп = 
= А; + 0)), то решение уравнения (1) удовлетворяет условиям сопря­
жения и (£ — 0) = и (£ + 0) = и (£), Ал?гл = кпип, или [и] = 0, [ки'] = 0 при 

2. Исходное семейство однородных разностных схем. Рассмотрим на 
О ^ х 1 сетку Sh = {х0 = 0, хг = Л, . . . , xt = ih, . . . , x N = Nh = 1 } и 
обозначим через г/г сетчатую функцию. 

Краевой задаче (I) поставим в соответствие разностную краевую 
задачу 

Itf'«-f)yt = 0, 0<i<N, y0 = uv у я = \ , (II) 
где L/f ' 9 , j f ) — однородная стандартная трехточечная разностная схема, 
определяемая формулами 

U*''Vi = Л - D\h' % + F[h- », (2) 
Л = ftV [В[Н- "ЬУг - Af' *> Wyi] (A»i = - yU УУг = Уг- Уг-х)- (3) 

Особенность рассматриваемых нами схем состоит в том, что каж­
дый из коэффициентов разностной схемы Lh'q'f) является функ­
ционалом только одного коэффициента дифференциального уравнения (1). 
Мы предполагаем, что стандартная трехточечная разностная схема одно­
родна. Это значит, что она имеет производящий функционал вида 
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где 
т = — 1, О, 1, 

А ^ к ) = Ah [Л ( 5 ) ] , В ( Л ' Х ) = Я л [ft (*)], 5 

D ( h , Q) = [ - ^ j ^ F<ft.7> = ^ , 

причем шаблонные функционалы Ah[^(s)], Bh[^(s)], Dh[y(s)], Fh[^(s)] 
определены для кусочно-непрерывных функций -ф (s) 6 Q{0) [ — 1 , 1 ] , задан­
ных для — l < J s < ; i , и зависят, вообще говоря, от параметра ft. 

Коэффициенты разностной схемы в каждой точке вычисляются по 
формулам 

А?'к) = Ah [h (*)], B[h>к) = Bh [кг (*)], h (s) = k(xi + sh), (6) 

D(h. *) = Dn ( - { s ) h - { s ) = д { х 1 + s h ) . p<h.f) = ph [д д ( 5 ) = / ( x . + 5 U ) 

где = f(Xi + sh). 
В соответствии с определением однородной схемы имеем 

Ltf'q-f)vi = <tfl[v(xi + mh), kfa + sh), q(xi + sh), f(xi + sh)], ( 7 ) 

где m = — 1 , 0 , 1 , — 1 < ; s <C 1. 
Следует отметить, что трехточечность рассматриваемой разностной 

схемы является следствием ее однородности. 
Разностная краевая задача сводится к решению системы линейных 

алгебраических уравнений относительно неизвестных уг, г/2, . . . , yN_v 

Нетрудно убедиться (см. § 2) в том, что эта задача всегда разрешима* 
если во всех точках i = 1, 2, . . . , N — 1 выполнены условия 

4 h , f t ) > o , Д 1 Л ' Л ) > 0 , M h * a ) > 0 . 

В дальнейшем, говоря «исходное семейство разностных схем», мы 
имеем в виду однородные трехточечные стандартные схемы, определяе­
мые формулами (2), (3), (6). 

3. Функционалы r-то ранга. Для более детальной характеристики 
исходного семейства разностных схем надо задать класс ее «шаблонных» 
функционалов Ah, B h , Dh и Fh. В дальнейшем нам потребуется разло­
жение коэффициентов схемы (например, A\h'к) = Ah [к (х% + sh)]) по сте­
пеням ft, что оказывается возможным, если сами шаблонные функцио­
налы обладают некоторыми свойствами дифференцируемости как по своему 
функциональному аргументу, так и по параметру h. 

Будем называть ^4h[i|)] функционалом r-то ранга (г^>0), если выпол­
нены условия: 

I . ( r ) Имеет место разложение 

^h[*] = 2 АВ^(В)[*] + АГР(А,*), (8) 6 ^ ( 0 ) | 

а = 0 

где j р (А, г|э) | <^ р (ft) *, если | г|) | ^ М (М — положительная постоянная). 

* В дальнейшем будем обозначать p(h) величины, стремящиеся к нулю при h —> 0. 
Этим же символом мы будем пользоваться и в случае нескольких аргументов д л я 
обозначения выражения, равномерно стремящегося к нулю при h—>0. 
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Каждый из функционалов Л ( о )[ф] (а = 0 , 1 , 2 , . . . , г) имеет дифференциал* 
порядка г — б для любой функции фб(? ( 0 ) ; это означает, например, что 
для Л ( 0 ) [ф] можно написать 

А{0) [ф + б-ф] - А{0) [ф] + б • 4°> [ф, Ф ] + . . . + 6 Г4 0 ) [яр,Ф]Ч-бгр(б,^,ф), ( 9 ) 

где | р | < ; р ( 6 ) , если | ф | ^ М (р ( 8 ) - > О при б - » 0 ) . 
П. ( г ) Функционал Ah [ф] и, следовательно, все функционалы / 1 ( а ) [ф] 

(а = 0, 1, . . . , г) являются однородными функционалами первой степени: 

Ah [сф] = cAh [ф], Л ( с ) [сф] = сЛ ( а ) [ф], ( 1 0 ) 

где с — положительная постоянная. 
I I I / Функционалы Ah [ф] и А{а) [ф] (б = 0, 1 , . . . , г) являются неубы­

вающими, т. е. 
А Н Ш > л П Ш , если ф 2 > ф ь (И) 

причем Ah [ф]—нормированный функционал, т. е. 

Ah[l] = l . (12) 
Если Ah [ф] — линейный функционал, то все функционалы А{а) [ф] 

также линейны. Поэтому требование дифференцируемое™ в условии 1 ( г ) 

выполняется автоматически. Кроме того, условие 1 1 { г ) является непосред­
ственным следствием линейности. 

Если Ah [ф] — функционал r-го ранга, то 

А{0) [ 1 ] = 1 , А{а) [1] = 0 для в = 1 , 2, . . . , г. (13) 

В дальнейшем мы пользуемся обозначением 

^ > [ Ф ] = ^ ) [ 1 , Ф 1 (Ф = 1 ) . ' (14) 

Пусть [ф] — функционал r-го ранга. На основании ( 1 ( г ) ) и (И(г))> 
для любой к (х) £ С ( г ) , удовлетворяющей условию к (х) ^> Мг ^> 0 , имеет 
место разложение 

A(Jl, к) = Ah [ к ^ + ^ = ^ + hk'iA[V [ s ] + h2 ^k'.A(l) [ s ] + 

+ Щ- 4°> [s] + \ 4 0 ) И } + • • • + h r

P (A). (15) 

В самом деле, в силу I I ( r ) 

•̂*> = ̂ [л,(1 + - ( ж « + Л ) - * ^ " 1 

= M

h [ i + А . ( * ; s + ^ 2

 Л + . . . + х-1 р (/о)]. (16) 

Пользуясь теперь разложениями 1 ( г ) и, учитывая также свойства линей­
ного 4 0 ) [ф]> квадратичного А 2

0 ) [ф] и т. д. функционалов, приходим 
к формуле (15). 

Отметим некоторые свойства однородных функционалов первой сте­
пени, опуская доказательства. 

* См. М. А. Лаврентьев и Л . А. Люстерник. «Основы вариационного исчисле­
ния». Т. I, ч. I I . М.— Л. , 1935, гл . VI . 
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Л е м м а 1. Любой однородный функционал Л [ф] первой степени, 
имеющий дифференциал первого порядка Л х [/, ф], можно представить 
в виде 

МП = А1 [/, /]. 
Эта лемма является аналогом известной теоремы Эйлера об одно­

родных функциях. 
Л е м м а 2 . Если A[f] — однородный функционал первой степени, а 

Ak\fi4>\ — е г о дифференциал к-го порядка, то 
Ак [с/, <р] = Ак [Д Ф ] , А = 1, 2, . . . , (17) 

С х 
где с — любая положительная постоянная. В частности, A1[cf1q>\ 
не зависит от с. 

^ [ с / . ф ] = Аг[/9 ф]. 
Л е м м а 3. Дифференциал А1[/,Ц)} неубывающего нормированного 

однородного функционала первой степени А [/] является линейным поло­
жительным функционалом по аргументу ф. 

Л е м м а 4. Если A[f] — неубывающий нормированный однородный 
функционал первой степени, имеющий дифференциал первого порядка, то 

0 < ^ ( ^ } < 1 , если 0 < Ф < / , / > 8 > 0 . (18) 

Эти леммы будут использованы в дальнейшем (например, в § 4, § 6 и др.). 
4. Классы разностных схем Х{щ, п2, п3). Рассмотрим разностную крае­

вую задачу (II) и сравним ее решение у\ с решением и(х) задачи (I). 
Характеристикой точности решения задачи (И) является разность 

z\ = y\-u(x\, (19) 

которая, как нетрудно заметить, определяется условиями 

L^ ' e ) z? = —Ф?, 0 < г < Л ' , 4 = 0, 4 = 0, (III) 

где 
U*'e)

z? = U k ) 4'-/)i ' l , e ) ^, (20) 
9? = L J * e > / ) и , - ( £ < * • «•>>«). (21) 

обозначает погрешность аппроксимации схемы Lik'q'f) в узловой точке 
х == x-i сетки Sh, взятую на решении и(х) задачи (I). 

В силу однородности схемы погрешность аппроксимации можно рас­
сматривать в любой фиксиро! анной точке х = х интервала 0 < х < 1 : 

Ф (х, v; h) = ( L f «• '> v)x=^ - (L ( fc- «•'> v)x=-, 

где v (x) — любая достаточно гладкая функция / г < ; / г 0 < Л , /г0 — расстоя­
ние о г точки х — х до границы отрезка [0, 1 ] . 

Для выяснения вопроса о порядке аппроксимации схемы необходимо 
иметь разложение функции q>(x,v\h) в ряд по степеням 1г. Для этого 
мы должны формулировать свойства дифференцируемости шаблонных 
функционалов, пользуясь определением ранга функционала. 

Будем говорить, что разностная схема Ь\*'Q'f) из исходного семейства 
принадлежит классу схем X (щ, п2, п3), если функционалы Bh [ф] и Ah [ф] 
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имеют ранг щ, а функционалы Dh[ty (s)] и Fh[ty (s)] соответственно имеют 
ранг п2, ранг п3, линейны и определены для функций из Q{0\ заданных 
на отрезке — 0 , 5 < s < 0 , 5 (фб <? (0) [— 0,5, 0,5]). 

Аналогично определяются классы SS(fti) и X (п1у п2) для схем L|f) 

и Lh'q) соответственно. 
Схемы L ^ ' g , / ) из класса X (пъ п2, п3) будем называть схемами я-го ранга 

(все шаблонные функционалы имеют ранг п). Схемой тг-го ранга являет­
ся любая схема из Х(п). 

5. Погрешность аппроксимации. Перейдем к вычислению погреш­
ности аппроксимации для схем из класса Х(п1, п2, п3) (обычно п2 = п3). 

Рассмотрим схему L{k'q,f) из класса X (п + 1, п, п) и предположим, 
что к(х)£С{п+1\ д(х)£С{п\ f(x)£C(n), а функция v (х) е С ( п + 2 ) , где п > 0 ; 
решение и(х) уравнения (1), в частности, принадлежит С ( п + 2 ) , если A, q, / 
удовлетворяют указанным выше требованиям (см. п. 1 ) ; поэтому можно 
брать v = и (х). 

Воспользуемся разложениями А^к) и В{1х,к) по формуле (15) для 
г = п + 1 , а для Di1'^ (и Ff1'^)—разложением по /г: 

Df-q) = Dh [q + sh)] = 2 D l ? I? + s/*)l Л" + Л"Р (A) = 

= q i + hqxD{0) [s] + ... + hn

P (h). (22) 

Учитывая затем разложение функции v(x) в окрестности точки 
х = х 

v(x + sk) = v (х) + shv' (х) + . . . + т ^ х ^ у г ; ( п + 2 ) (х) + hn+%p (h), 
\П -f- Z). 

получим 
Ф (х, v\ К) \х=х = Ф ( 0 ) + А ф ( 1 ) + • • . + й п ф ( п ) + hnp (К). (23) 

Коэффициенты ф^> = ф^> (х, v) \Х=2Х (/ = 0 ,1 , . . ., п) при степенях /г; зави­
сят от функций v, к, q, f и их производных. В дальнейшем нам пона­
добятся выражения для ф ( 0 ) и ф^>: 

Ф<°> = а0Л'(£)1>'(я), (24) 

Ф<!) - аук' (х) г / (х) + а2

(к'{х))2 v'(x) + а3к" (х) v (х)+аАк (х) v" (х) + 
к (х) 

+ b1q'(x)v(x) + c1f'(x), (25) 
где 

a0 = B«»[s] — AW[s]-l, а, = ВЫ [s] - А« [s], ) 

fl2 = - B < 0 ) [ * ] - ^ 0 ) [ * ] . а 8 = 0,5 (£<<>> [*']-4<<>> [**]), I ( 2 6 ) 

а 4 = 0,5 (£<<» [s] + Л<°> И) , Ьа = — #<°> И , с = F«» [s]. j 

6 . Порядок аппроксимации. Будем говорить, что однородная раз­
ностная схема имеет n-й порядок аппроксимации, если погреш­
ность аппроксимации 

<p(z, v; h) = (И*-«Щх=х-{И*.*:<))х=1 
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для этой схемы имеет п-и порядок малости по h: 

ф(ж, v\ h) = 0{hn) 

для достаточно гладких функций v(x), к(х), q (х) и / (х) (а именно ,̂ 
/ ф ) д ( ж ) в » , /(ж)еС<п>, v(x)£C(m\ w > n + 2). 

Из разложения (23) следует, что для того чтобы схема Ь^.яЛ) из 
класса X (п + 1, п, п) имела /2-й (п = 1, 2) порядок аппроксимации, необ­
ходимо и достаточно выполнение следующих условий аппроксимации 
(У. А.) для моментов шаблонных функционалов: 

1) для схемы первого порядка (п = 1) 

Д(о) [ 5 ] 4(0) [ 5 ] = l f Д(о) [1] = Л(о) [1] = D(o) [1] = i7(o) [1] = 1 ( у . д . 1) 

(условия нормировки шаблонных функционалов выполнены автомати­
чески для схем рассматриваемого класса); 

2) для схемы 2-го порядка (п = 2) 

#<°> [s] = 0,5, А«» [s] = — 0,5, ВЮ И = A[V[s2], ] 

2 2 1 I (У .А.2> 
BM[s] = AW[s], Z)(o)[5] = F ( i ) [ 5 ] = Of

 f 

4(D [1] = 5(D [1] = Z)(i) [i] = /7Ш [i] = о 

(последние 4 условия являются следствием нормировки шаблонных 
функционалов). 

7. Канонические схемы. Если шаблонные функционалы схемы L(^,/) 
не зависят от параметра /г, то такие функционалы мы назовем канони­
ческими, а схему L(^>/) — канонической схемой. 

Каждой схеме исходного типа соответствует каноническая схе­

ма 7Jfr'9'n
 того же ранга 

Lfr*'f)yi=Lb%-DiM>.yt+ 

где 

що,ю = вЩк (Xi + sh)], А№ = AM [к (Xi + sh)], 
# < о , « ) = / ) (о ) [q ( Ж { + /?(о,/) = /7(о) у (ж. + ^)]. 

Если ]Jh'q'f) имеет п-и (и = 1,2) порядок аппроксимации, то и i}*'9'^' 
(в силу (У. А. 1) и (У. А. 2)) имеет тот же порядок аппроксимации и 
эти схемы эквивалентны в смысле аппроксимации. 

В дальнейшем при изучении канонических схем мы будем опускать 
индекс нуль у ее шаблонных функционалов -4[ф], # [ф] , ^ [ ф ] и ^ [ Ф Ь 
Тогда условия, например, второго порядка аппроксимации примут вид: 

В г [s] = —А1 [s] = 0,5, В г [S*] = Аг [s 2], D[s] = F [s] = 0. (У. A. 2<°>> 

8. Консервативные разностные схемы. Рассмотрим разностную схему 
щ) _ Цк,о,о)т фиксируя к (х), получим разностный оператор 

LhVi = ^ [Вikyi — А^уг], 0 < 1 < N. 
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По аналогии с дифференциальным оператором второго порядка ; на­
зовем разностный оператор Lh самосопряженным, если выражение 
UiLhvi — ViLhUi можно представить для любых щ, v\ в каждой точке i в 
виде некоторой разности AQi = Qi+1—Qit Нетрудно показать, что необ­
ходимым и достаточным условием самосопряженности разностного опе­
ратора Lh является соотношение Bi=Ai^rl для всех 1 < ; i N— 1, так 
что можно написать 

1 1 
LhVi = w А {AiVVi) или Lhyi = А ( ^ Д у г _ ! ) . (27) 

При этом имеет место тождество 

u{LhVi — ViLhUi = A [Ai (ui-iVi — w ^ - i ) ] , 

где щ и Vi — произвольные сеточные функции. 
Отсюда сразу следует вторая разностная формула Грина 

N-1 

2 (UiLhVi — ViLhUi) h = _L (Ai (щ-iVi — У^Щ) |f . 
h L 

Разностный оператор (27) мы называем консервативным оператором. 
Этот термин отражает физическое содержание разностного уравнения 
Lhyt = — F i , которое можно трактовать как уравнение для стационар­
ного распределения температуры yi при наличии источников тепла. 

Вводя разностный аналог теплового потока Wi = — А^уфг в точке 
х = Хг_1/2 и переписывая уравнение Lhyi = — Fi в виде 

wi+1. — wt =-- — Fiji, 
видим, что оно выражает закон сохранения тепла на интервале 
{ Х г _ 1 / 2 , #г-|-72) длиной h. Слева — разность потоков тепла на концах интер­
вала, а справа —количество тепла, выделяющегося на интервале за 
счет источников. 

Обратимся теперь к разностной схеме 

Разностную схему будем называть консервативной, если для 
любой функции к (х) соответствующий разностный оператор консер­
вативен, т. е. 

U i г+1 
и, следовательно, 

Bh [ф (s)] = Ah [ф (1 + s)] (ф (s) 6<? (0)). 

Отсюда следует, что функционал Ан [ф (s)] не зависит от значений 
функции ф (s) п р и О О < Л , а функционал Bh[ty(s)] не зависит от зна­
чений ф (s) при — 1 < > < ^ 0 . 

Если схема консервативна, то, очевидно, и соответствующая ей 
каноническая схема консервативна. 

Разностную схему L j ^ g , / ) будем называть консервативной, если консер­
вативна схема Ц^К 
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Для получения разностных схем при решении различных физических 
задач может быть применен следующий метод, который мы называем инте-
гро-интерполяционным методом (ИИМ). Вместо дифференциального урав­
нения пишется интегральное соотношение, выражающее закон сохранения 
(баланс) для элементарной ячейки сетки. Для замены входящих в урав­
нение баланса производных и интегралов искомая функция и коэффициен­
ты интерполируются в окрестности счетного узла. В результате по­
лучается разностное уравнение, коэффициенты которого существенно 
зависят от характера применяемой интерполяции как искомой функции, 
так и коэффициентов исходного уравнения. 

Проиллюстрируем этот метод на примере уравнения Lik,q'f)u — О 
и покажем, что он приводит к консервативным схемам. Напишем уравне­
ние баланса тепла для интервала (х { , х А: 

Хг+У2 * г - р / 2 

?zV-i/2 — wH-l/2 — \^ Я(х)и (х) dx = — ^ / (х) dx, (28) 

где w (х) =—к(х)и'(х) — тепловой поток в точке х. Отсюда 
/ / ч W (х) и (х) = — . х ' к (х) 

Интегрируя по х от х\—Х Д ° х%, будем иметь 

щ — Мг_1 = Y^J DX- (29) 
H-i 

Уравнения (28) и (29) являются точными. 
Предполагая, например, что w(х) = const = Щ—у2 при х*—i <С ̂  <С , 

получаем 

W4. л ^ Г1 с d x г 1 

A i h ' A i - [ T ) Тф)] ' 

Если q (х) ЕЕЕ 0, то таким образом мы получаем наилучшую канони­
ческую схему И*'*). Чтобы получить наилучшую каноническую схему 
ЦЬлл), предположим и = const = щ при #г—у2 <С х <С xi+y2» так> ч т о 

q (х) и (х) dx ж щ Ц q(x)dx. 
Хг—Уг хг—Чг 

Следует отметить, что интерполяции w ~ const при х£(х^±, xi) и 
и ~ const при х£ v2, хг-\-у2) не согласованы между^собой. Однако, после­
довательное использование одной и той же интерполяции w = ^г -у 2 при 
х £ (.'^_1? xi) приводит к заметному усложнению разностной схемы, не 
повышая ее точности. 

Возможны и другие интерполяции, например 

j ( j ; ). ] ; = COnSt При X G ( ^ i - 1 , xi), ЧТО Д а в Т Ai = fti_i/8 . 
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Таким способом мы получаем консервативные схемы вида 

L(n'qJ)yi = т A ^ - v 2 - W'^i-v* + F{hJ)> 

где 

^_V2 - - A?'k) ™\ 4 { h ' f t ) = A* [ft (x , + - 1 < 5 < 0, 

/)<M) = JD/i[g(a:i + 5A)], № / ) = [/0*4 + *A)L - 0 , 5 < s < 0 , 5 , 
причем Dh и .F'1 — линейные фукционалы. 

Интегро-интерполяционный метод использовал в [10] также Г. И. Map-
чук для построения дискретных схем (см. п. 10) сквозного счета в 
связи с расчетом критических размеров ядерных реакторов. 

Рассмотрим теперь консервативную схему Lh

k,q'f) из %(п-\-1,п,п) 
и будем считать, что ft (х) £ C ( n + 1 ) , q (х), f (х) £ С{п) (п = 0, 1 ) . Если п = 0, 
то погрешность аппроксимации 

ф (х, гг, /г) = ф<°) (х, и) + р (/г). 
Если же п = 1, то 

Ф гг, /г) = ф<°) (ж, гг) + 0(h), 

где ф<°> определяется формулой (24). 
Покажем, что условие первого порядка аппроксимации В^ [s] — 

— ^4i0) [s] = 1 (а0 = 0) выполняется для любой консервативной схемы из 
2! ( 1 , 0 , 0). В самом деле, Bh [ф (s)] = Ah [ф (1 - f s)] и, следовательно, 
J5i 0 ) [5] = i4i0) [1 -f- s)] = 1 + ^ i 0 ) [s]. Поэтому для консервативной схемы 
<р<°> (х, и) = 0. 

Тем самым доказана 
Л е м м а 4. Любая консервативная схема Lh

k' q'f) из семейства X (1 , 0, 0) 
удовлетворяет условиям первого порядка аппроксимации, а консерватив­
ная схема типа Х(2, 1 , 1) имеет первый порядок аппроксимации. 

Если консервативная схема L\ky q'f) симметрична, то 

Ah [ф ( - s)) = Ah [ф (1 + S)], Dh [ф ( - s)] = Z>h [ф (*)], 
F h

 [Я|) (_*)] = / ^ [ф ( 5 ) ] . 

Отсюда следует, что верна 
Л е м м а 5. Любая консервативная симметричная схема Lh

k'q' ^ из 
5 5 ( 2 , 1 , 1 ) удовлетворяет (У. А. 2)\ если же эта схема принадлежит 
семейству 5 5 ( 3 , 2 , 2 ) , то она имеет второй порядок аппроксимации. 

Остановимся теперь на процедуре консерватизации оператора 

L

hVi = i (Bityi — Ai V2/i)l. 

Умножим его на некоторую функцию Ai и потребуем, чтобы опера­
тор Lh = AfLft был консервативным, то есть BiAi = А^ъ AiAi = А\. 
Отсюда находим i 

A i + 1 = Ai (Вг j Ai+1) = f[{B8/ As+1), 

если положить A1 = 1. Таким образом, получаем консервативный 
оператор 

Lhyi = AiL^j/i = А (Л* уг/i), Л* — AiAi. 
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Если исходная схема L(k) однородна, 
L*ik) — AiL{k) не является однородной. 

9. Линейные схемы. Если Ah [ф] и Вп [ф] являются линейными 
функционалами относительно ф, то схему Lh

k' q'f) мы будем называть 
/с-линейной схемой. 

Наряду с /с-линейными схемами можно рассматривать так называе­
мые /7-линейные схемы 

то консервативная схема 

Г ( Р ) ? . _ 1 1 
0(h, р) 

1 

где Ъ?- р ) = bh [p(xi + sh)], af' p ) = ah [p {xt + sh), причем a h [p (s)] и 
6 h [ / ? (s)] являются линейными функционалами p(s)(:Q{0)

 [ — 1 , 1 ] . 
Эта форма записи соответствует дифференциальному оператору 

^ и dx\_ р(х) dx^\ (j* к ) ' 

Исследование линейных схем в классе разрывных коэффициентов 
облегчается тем, что для линейных функционалов существует в (? ( 0 ) 

интегральное представление с помощью характеристических функций 
(см. п. И). 

Отметим, что полученная в § 4 наилучшая каноническая схема 
для которой 

4 - 1 
X \ P(*)dx\ . 

xi—i xi—i 

является канонической консервативной /2-линейной схемой, у которой 
о 

b[~p{s)]=a[p(l+s)], a[p(s)]= ^p(s)ds. 
—i 

10. Дискретные схемы. Если шаблонные функционалы Ah[ty(s)]n 
Bh[yp(s)] зависят от значений функции ф (s) на дискретном множестве 
точек, то такие функционалы мы назовем дискретными, а соответствую­
щую схему L{k)—дискретной схемой. В случае ф 6 ( ? ( 0 ) дискретный функ­
ционал может зависеть не только от значений ф в отдельных точках, 
но и от левого и правого предельных значений функций ф в этих 
точках. 

В качестве примера рассмотрим каноническую дискретную схему 
L\k\ коэффициенты которой являются трехточечными дискретными функ­
ционалами: 

Ai = А (йч-!, kh ki+1), Bi = f2 (/сг_!, kh ki+1) (кг = к (ж4)), 

где /\ (х, у, z) и / 2 (ж, у, z)—некоторые функции трех переменных. 
Из условия (П ( г )) для шаблонов A[k(s)] и В [к (s)] следует, что 
fi{x, У, z) = г/ф(ж, z), / 2 (ж, у, z) = г/ф (ж, z) (х = х/ y~z = z /у), 

причем ф(1, 1 ) = 1 , ф ( 1 , 1 ) == 1 . 

Bi — Ai — dx 
к (х) 
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Рассмотренная в п. 2 введения (пример 1) схема дискретна: 
1 1 

Ai = hi — -j- ( /Ci-f! — / ц — i ) , Bi = 1ц 4- — (/Ci-f-i — fci—i). 

Если схема консервативна, то 

Bi = kiV(^) = Ai+1, А1 = 1ьФ(^=±-), 

так как для консервативных схем ф (х, z) = Ф (х) не зависит от z, 
а ф (ж, z) = W (z) не зависит от х. 

Отсюда следует, что 

¥ ( £ ) = £Ф(4), Ф ( 1 ) = 1 . 
Если схема Lh

k), кроме того, симметрична, то W (£) = Ф (£) и мы 
получаем для Ф (£) функциональное уравнение 

Ф(6) = | ф ( - | - ) , Ф ( 1 ) = 1 . (29') 

Общее решение этого уравнения имеет вид Ф (£) = | / | со (In £), где 
со (г)—произвольная четная функция, удовлетворяющая условию со (0) = 1. * 

Приведем два примера функции Ф(£): 

1. Ф(£) = 0,5(1 + £), Ai = 0,5(ki-1 + ki), Bi = Ai+1. 

2. 0 ( 6 ) = T f r ,
 A^ = ̂ Ur Bi = Ai+1. 

И . Линейные функционалы в классе разрывных функций. Как из­
вестно, линейный функционал А [/] определяется с помощью условий 

1° . А [А + /2] = А [Д + / 2 ] ; 2°. | Л [/] | < М snp | / |. (30) 

Рассмотрим линейный функционал A[f], определенный для кусочно-
непрерывных функций на отрезке [а, Ь]. 

В связи с тем, что известное представление линейного функционала 
вклассе С ( 0 ) [а, Ь] с помощью интеграла Стильтьеса 

ъ 

А [/] = \ / (б-) da (s) (теорема Рисса) 

продолжается на класс (9 (0) неоднозначно, требуется найти представле­
ние A [f] в Qi0) [а, Ь]. Такое представление получено в [12] . Доказано 
(теорема 1 ) , что линейный функционал A[f(s)], где / (s) £ Qi0) [a, b], 
однозначно определяется двумя характеристическими функциями: 

a(l) = A[^(s)], o(l) = A[nx(s)], (31) 
где 

/ \ [1 , s<k, , ч ( 1 , s = X, 9 

Если а(Х) = 0 для X £ [а, Ь], то функционал называется регулярным; 
если же а(Х) = 0 для ^€ [а , Ь], то такой функционал мы называем 
точечным. 

Приведем необходимые для дальнейшего свойства линейных функ-

* На существование общего решения уравнения (29') обратил наше внимание 
М. В. Масленников. 
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пи она лов и их характеристических функций, отсылая за доказатель­
ствами к [12] . 

1. Существует не более счетного числа точек £ ь £ 2 , • • • » £j> • • • » 
в которых o(£j)=f=0, причем: 

оо 

2№)1<м. 
2 . Всякий линейный функционал А может быть представлен в виде 

суммы регулярного А и точечного А линейных функционалов: 

A[f] = A[f] +A'[f], 
где 

оо 

л T/] = 2 < s ( £ j ) / ( £ , - ) • 

Регулярный функционал Л [/] целиком определяется характеристи­
ческой функцией 

a(b) = A[r\i(s)] = *(K) - 2 c3(Si). 

3 . а) Функция <х(К) имеет ограниченную вариацию; 
б) существует не более счетного числа точек Кг, К2, . . . , Ки • • • , 

в которых а л (Ki) =4= а (К$ или а (X*) =f= а п (Xi), 5 = 1 , 2 , . . . ; 
в) функция 

а(К) = ал(К) — ^ [M^i) — а л ( Х г ) ] 

является непрерывной функцией на [а, Ь]. 
•4. Имеет место основная 
Г е о р е м а 1. Всякий линейный функционал A[f], определенный 

в классе Q{{)) [а, Ь], может быть представлен в виде 

Л [/] = \ / (s) da (s) + 2 (*ч) [«n (^i) — a (X4)] + / „ (X 4)Ja (b4) —ссл( b4)]} + 
a г = 1 

оо 

+ 2 б ( У / ( £ ; ) • (33) 
Если из / ^ 0 следует А[/]^0, то линейный функционал А [/] на­

зывают неотрицательным. 
Т е о р е м а 2. Для того чтобы линейный функционал A[f] был не­

отрицательным, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия: 
1 ) характеристическая функция а (К) регулярной части А функцио­

нала А есть неубывающая функция; 
2) б (£j) ^> 0 для всех / = 1 , 2 , . . . 
Достаточность условий 1) и 2) следует из представления (33). Дока­

жем их необходимость. Итак, пусть А [/]— неубывающий функционал. 
Выбирая 

/ , ( * ) = * , ; . ( * ) > О, 

будем иметь a (£j) = А [/,• ( 5 ) ] ^> 0 для любого / = 1 , 2 , . . . 
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Вводя функцию / х (s) = rj x ( 5 ) — 2 % (*) > О, 

замечаем, что 

A [fx (s)] = а (Я,) - 2 а (£,) = а (К). { М ) 

Пусть Хг и Х2^^1 — любые точки отрезка [а, Ь]. 
Из неравенства 

/*,(*)-7*. (*)>о, 
в силу формулы (34), следует 

Al7*As)—ht(s)] = *(*>*) —*(К)>0 при Ь 2 > Х Ь 

т. е. а (X) является неубывающей функцией. 
Иными словами, необходимыми и достаточными условиями неотри­

цательности линейного функционала A If] являются условия неотрица­
тельности его регулярной A If] и точечной А* [/] компонент. 

Однородный функционал первой степени А [/] полностью определяется 
своим первым дифференциалом Ai If, ф I, который является линейным функ­
ционалом относительно второго аргумента ф; имеет место равенство 

А [/] = А1 [/, / ] (лемма 1). (35) 

§ 2 , Однородные разностные схемы в классе гладких коэффициентов 

В этом параграфе доказано, что в классе достаточно гладких коэффи­
циентов порядок аппроксимации однородной схемы из исходного семей­
ства X (пи П2, пз) совпадает с порядком точности этой схемы. 

1. О точности разностных схем в классе гладких коэффициентов. 
Изучая вопрос о точности решения у1} разностной краевой задачи (II) 
по отношению к решению и = и (х) исходной задачи (I), мы в § 1 полу­
чили для сетчатой функции z1} = у\ — и (х) следующие условия: 

^ * ' в Ч = - ф ? , 0 < г < Л Г , zj = 0, 4 = 0, (III) 

где Lfr q) z\ = \Bt k) Л4 1 - At' k) у zh - Dt> q) z\ (1) 

исходная схема и 
$ = щ-ф*'**^ (2) 

есть погрешность аппроксимации схемы 1$' q' ^ на решении и (х) краевой 
задачи (I). 

Пусть Rh — оператор, дающий решение задачи (III): 

41 = ЗД. (3) 

Введем норму для сетчатой функции z\: 

IK 1 Hi = ma* К I (4) 
0<i<IV v ' 

и некоторую норму || фЛ ||2 для функции ф̂ 1. Если при фиксированных 
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и q норма оператора Rh равномерно ограничена по h: 

I z \ \\х = Ц Rh $ 1 < Mik' «> || Ф ? | „ , *> < M ( f c ' *>, (5) 

то из малости погрешности аппроксимации по норме | ||0 будет следо­
вать равномерная сходимость (см. [6]) решений разностной краевой 
задачи (II) к решению задачи (I). 

При изучении сходимости разностных схем в классе гладких коэф­
фициентов достаточно взять для ф £ и z1} одну и ту же норму: 

0 < г< N 

В п. 3 исследована разностная функция Грина задачи (III) и пока­
зано, что операторы Rh, дающие решение задачи (III), равномерно огра­
ничены по h для любой схемы Lh

k' q) (из класса X (2, 1 ) ) , если к (х) 6 С(1) 

и q (х) 6 С ( 0 ) (лемма 2). 
Если к(х)£С{п+1\ q(x)£C{n\ / ( s ) e C ( n ) ( n = l , 2), а схема Lh

k'q'f)ns 
класса Х(п + 1 , п, п) имеет n-й порядок аппроксимации, т. е. удовле­
творяет условиям (У.АЛ), п = 1 или (У.А.2), п = 2 (см. § 1, п. 6), 
то для погрешности ф ^ имеет место равномерная оценка 

I] фЬ \\г = О (hn) или || ф 7 1 fi < М • йп, (6) 

где М — положительная постоянная, зависящая от выбора к, q, f и не 
зависящая от /г. 

Отсюда и? из леммы 2 следует 
Л е м м а 3. Если исходная схема Lh

k'q'f) из Х(п-\-1,п,п) имеет 
n-й (п = 1, 2) порядок аппроксимации, то решение краевой задачи (II) 
имеет в классе k (х) g С ( п + 1 ) , # (х) б C ( n ) , / (.х) £ C ( n ) mom же тг-гг порядок 
точности. 

Для изучения точности решения краевой задачи (II) в классе разрыв­
ных коэффициентов нам потребуется ограниченность оператора Rh по 
норме 

N-1 

k i 3 = 2 / г 24! ( 7 ) 

Равномерная ограниченность по h операторов Rh в этой норме будет 
показана в н . 3. 

2 . Разностная функция Грина. Перейдем теперь к выяснению вопроса 
о существовании и ограниченности оператора Rh, определяемого с по­
мощью разностной функции Грина. 

Рассмотрим разностную краевую задачу 

ЗД = - Ф г О < * < W , *J = 0, z% = 0, (8) 

где Lh — разностный оператор, определяемый выражением 

LhZi = -L (5- Azi — Л- ŷ i) — D?Zi. (9) 

Будем предполагать, что коэффициенты оператора Lh удовлетворяют 
условиям: 

0 < i ¥ 1 < . 4 < M 2 , 0 < M 1 < S [ l < M 2 , 0 < A ^ < M 3 (0 < г < ЛГ), (а) 

где Мъ М2 и М3 — положительные постоянные, не зависящие от h. 
3 Ж В М и М Ф , № 1 



34 А. Н. Тихонов, А. А. Самарский 

Решение этой задачи можно представить с помощью разностной 
функции Грина G\$ в виде 

3=1 

В частности, если краевые условия неоднородны, то 

~ аЧяз*- 4fr «& + ви11- *«• (и) 
Разностную функцию Грина задачи (8 ) определим с помощью 

условий: 
а) Gij по переменному i при фиксированном / (0 <^ / <J N) удовлетво­

ряет уравнению 

UGn = - ^ при 0 < i < N, где й« = | J J, (12) 
б) G|j удовлетворяет однородным краевым условиям 

Gi; = 0, G N j = 0 . (13) 

Покажем, что функция Gij существует, если выполнены условия (fit). 
Рассмотрим два случая. 

А. Разностный оператор Lh консервативен, т. е. В" = А\+г и LhZi = 
1 h h 

= -^A(Ai sjZi) — DiZi. 
По аналогии с дифференциальными уравнениями будем искать G^ в виде: 

<*ц = 14 

где aj и bj — подлежащие определению множители, а v\ и w\ — решения 
однородного уравнения LhZi = 0, удовлетворяющие условиям 

A1! &r{) h 

LhVi = О, 0 < i < А , ?;0 = 0, — г — == 1 или v,} = -~-; (la) 

LhWi = 0, 0 < 1 < Л Г , ww = 0, —А*„—^ = 1 или 1 ^ = — (1э') 

Применяя вторую разностную формулу Грина (см. п. 8, § 1) к функ­
циям Vi и Wi, видим, что 

V

N = и\у (16> 
Из условий (15) получаем 

Отсюда и из условий /)£^>0, ъ\ > 0 следует, что V { > 0 п р и 

i > 0, точнее, 

-Л 7-

1 — хх 

и, аналогично, ^ г ^ - ^ — 
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Таким образом, функция Грина Gij^O (О^г , / < ^ V ) . 
Из условия apj = bjWj и уравнения (12) при i = / находим 

а ^ ~ Д ' ^ Д ' 
1 

где Д = -j- Ai (i^i^i-i — ̂ i-i^i) = const. 

Из условий (15) и (15') для функций Vi и иц следует, что 

В результате получаем следующее выражение для разностной функ­
ции Грина: 

G | j = K ^ / ^ i < / . ( 1 8 ) 

\w.v.lvN, г > / . 

Отсюда сразу получаем свойство симметрии функции Грина: G^ = Gji. 
Б. Если разностный оператор Lh не консервативен, т. е. 

то, умножая его на множитель 
i-l fill 

A i = П ж"> 
мы, в соответствии с п. 6 § 1, получим консервативный оператор 

LnVi = ; 4 A (Alhy iji) — D*hyu 

где А{1 — ЛгЛЛ|. Оператору L 7 l соответствует разностная функция Гри­
на Gij, которая строится так же, как и для случая А. 

Из уравнений для Gij и G2j видно, что 

= \jGij. 

3. Оценки разностной функции Грина. При выводе равномерных по 
h оценок для функции Грина мы будем предполагать, что наряду с 
условием (а) выполняется неравенство 

Вк 

е ~ Ь / 1 < - ^ < ^ , ( ) < ; < А — 1, (р) 
Ai+i : •• 

где 6 — положительная постоянная, не зависящая от параметра h. 
Рассмотрим сначала случай А. 
Из формулы (18) в силу неравенства г^.^щ jМъ Wj^(l—Xj) /М 2 

следует 
% 

M2vN 

\Xi(i—Xj) при г < / , 

<Ga<vN, (19) 

Г Д е ^ \xj(\—Xi) при 1 > / . 
Отсюда видно, что для получения двухсторонней оценки функции 

Грина достаточно оценить сверху г;^. Для этого нам нужна 

file:///jGij
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Л е м м а 1. Пусть v\— решение задачи (15), a V\— решение задачи 

LhVi = О, v0 = О, А&г = /г, LhVi = ~ A (Aisjvi) — Dpi. 

Если выполнены условия Ai ^ Ai, Z^, а также условия (ос) для 
коэффициентов операторов Lh и Lhl то имеет место неравенство Vi^Vi. 

В самом деле, функция z\ — Vi— г?* удовлетворяет условиям 

Lhzi=±-/i[(Ai — Ai) VVi] + (Di — Di)vu z0 == 0, zx - h [ ~ — A- ) > 0. 

Отсюда получаем 

-V^ = (1 - -ЖГ 1 + 2 + 2 Dsvsh + 2 ( Д - D.) vsh > о, 

\ W \ s = l У s = l s = l 

Т . C 2 г ^ ^ г — 1 ^ 2 Х ^ 0 И Л И Vi^V{. 

Полагая Ai = Мг, D{ = М 3 , получаем для v\ уравнение с постоян­
ными коэффициентами 

Д Ч - 1 — к2п2щ = 0, х 2 = М 3 / Мъ 

решение которого при условиях г?0 = 0, vx = — - имеет вид 
А\ 

sh (ох4 

г>* = -

где со — корень уравнения * у = у ! так что sin со <; sin х. 

Поэтому для Z/'JV получаем оценку 

s h x г Mi 
s h ' 

Mix уМхМз 

при любых значениях h 0. 
В результате мы приходим к следующей оценке функции Грина 

снизу и сверху: 

ф ъ У М х М 3 ^ S h J / 

Если Di = 0, то для соответствующей функции Грина G?j формула (21) 
(при М3 = 0) дает 

< i - (22) 

Из неравенства Gij < G?j (при условии > 0) следует, что для 
функции Грина Gij можно пользоваться более простой оценкой сверху 

<Ь<± = 81- (23) 

Г м х 
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Для первого разностного отношения функции Грина имеем 

:> * < / > 
v i Aw-

VN h 
А г ?; 

VN h 

Учитывая неравенство 

"h л , 1 л , 
J ^ s = l 

получаем 
Gi,j+l~Gi,3 (24) 

где М 5 = М 5 ( М 1 , М3) — положительная постоянная, зависящая только 
от Мг и М,. 

Выбирая, например, i = / = i0 

^ г 0 , г 0 ^ £(> ~ 

получаем из (21) 

УМгМг 
2Mlsh УМЪ1М1 

(25) 

Если оператор Lh неконсервативен и удовлетворяет условиям (а) 
и ф), то для коэффициентов консервативного оператора Lh = AiLh будем 
иметь 

0 < М[ < At < М\, 0 < D\ < , ( 2 6 ) 

где М; - Д^ё 5, М; - М2е\ М\ = М / . 

Для множителя Л* имеет место двухсторонняя оценка 

ё ь < Л , < е \ 0<o</V. (27) 

Для оценки Gij можно пользоваться формулой (21), заменив кон-
танты Мк(к=1, 2, 3) константами Мк. Оценку для G\- мы получим, 
ели воспользуемся соотношением (27) и формулой 

Gij = AjGij. 

(Обратимся теперь к формуле 
N—1 

zi — 2 Gijtyjh. 

Учитывая неравенство (23), находим 

/11!= max |4 |< ^ 2 |Ф?|А. 
0<i<N м 

N-1 

1=1 

Отсюда следует 

Л ^ В Ф Ч , e = з. 

(28) 

(29) 

Таким образом, константа и дает равномерную оценку опера­
тора Rh. 
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Л е м м а 2 . Операторы R^, представляющие решение задачи (III) 
(zh = Rh<(h) для любой схемы Lh

k,q) из класса X (2,1) и для к(х)£СЫ, 
Я.-» / € С ( 0 \ равномерно ограничены как по норме || ||ь так и по норме [| |)2, 
т. е. 

ЪЛ<8А<?\ 6 = 1 , 2 , 

где g-i и g2 — положительные постоянные, зависящие только от Mlt 

М2, М 3 и Ъ 
N-1 

Ф Ц̂х = т а х | ф ? |, || ф л ||2. = 2 h 

0<i<N 7-=1 

2 Ф«Й 

В самом деле, условия (а) будут выполнены, если 

0 < М 1 < / ; ( * ) < М 2 , 0 < 9 ( я ) < М 3 , 

так как шаблонные функционалы схемы нормированы и являются неу­
бывающими. 

Если k (х) е Са\ то A[h'k) = h + hkxAf [s] + Ар (/г), 

Blhtk) = kt + AftiB{ 0 ) [5] + /гр (/г), 

2?Г'*> / ^ = 1 + h Qt • а 0 + /гр (Л), а 0 = Б< 0 ) И - 4°> М - 1 . 
Отсюда видно, что всегда можно выбрать константу Ь так, чтобы вы­

полнялось условие (($). Например, 

й = (1 + | а о|) т а х 

( 0 < х < 1 ) 

При изучении сходимости наших схем в классе разрывных коэффи­
циентов, помимо оценки (29), понадобится более тонкая оценка. Пред­
ставляя zi в виде 

N - 1 / 3 - 1 \ 

zi= 2 2 ФЫ 
3 = 1 \ s = l / 

и учитывая тождество Ujkvj = — V J ^ / S U J + A (UJVJ), получим 

h 
Zi = 

2 / wtj+i~ Ч з 

Отсюда следует неравенство 

<; max 
0<i,i<iV—1 

2 

i V - 1 

2 h 2 Ф?А 

которое, если воспользоваться равномерной оценкой (24) для разност­
ного отношения функции Грина, принимает вид: 

|zh 1,. < М ; 1 ф"||2> где М'ъ = еьМ5 (М'ъ М'3),. (30) 

З а м е ч а н и е . Если условие (Р) выполняется всюду, кроме конечного 
числа точек j = 1, 2,. . . ., / 0 , то все полученные выше оценки сохраняют 
силу, если вместо Ъ ввести новую константу Ьх с помощью условия 

fei = 6 + / 0 l n ^ ; тогда ? 1 < A i < e ° 1 , Мх^еьМг, М2 = е°М2 и т. д. 
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4. О порядке аппроксимации сходящихся схем. Перейдем теперь к 
установлению связи между порядком аппроксимации и порядком 
точности схемы для задачи (II). В п. 1 сформулирована лемма 3. 
Ее доказательство следует из неравенств (29) и (5). 

Имеет ли место обратное утверждение? Определяет ли порядок точ­
ности схемы ее порядок аппроксимации? Ответ на этот вопрос дает 

Л е м м а 4. Если разностная схема Lh

k,q,f) из семейства Х(п + 1, п, п) 
имеет n-й порядок точности в классе достаточно гладких коэффициентов 

к(х)£С(т*\ q{x)£C{m<i\ f{x)eC(mf\ тк > п ' \, mq^n, mf^n, 

то она имеет тот же n-й порядок аппроксимации (и = 1 , 2 ) . 
Итак, пусть zi = О (hn) для любых коэффициентов из указанного вы­

ше класса. Докажем, что при этом обязательно выполнены условия 
77-го порядка аппроксимации (см.( У. А. 1) и (У. А. 2); п. 6, § 1 ) . Для оце­
нок будем пользоваться неравенством 

N—1 

\> 
2 b 0 № h 

3 = 1 

В частности, если <р̂  = ф - А т + О ( А т + 1 ) , где ф = const, т ^> 0, то отсю­
да следует 

| ф | < ^ + 0(й), 0 < ? o < ^ o S 4 i . A ( 3 1 ) 

В п. 5 § 1 для погрешности аппроксимации ф (х, и, А) было получено 
разложение По степеням А: 

ф ^ ф

( 0 ) + Аф ( 1 ) + 0 (А 2 ) , 

где ф<°> и ф ( 1 ) определяются формулами (25) и (26), § 1, через моменты 
дифференциалов шаблонных функционалов, функции k(x), q (х) и / (х) 
н их производные. 

Будем выбирать функции и(х), к(х), q (х) и / (х) таким образом, 
чтобы ф<°) и ф ( 1 ) были постоянны. 

Пусть п = 1 . Полагая к(х) = ех, и (х) = е~~х и пользуясь (31) для 
/// 0, находим, что ф ( 0 ) = — а 0 = О (А), т. е. а() = 0. 

Рассмотрим теперь схему из X (3, 2, 2), п — 2 . Для нее имеем ф = 
^ ф(1)/г -} О (А2), так как ф(0> = 0 (т = 1 ) . Чтобы убедиться в справед­
ливости соотношений aj = О, / = 1, 2, 3, 4, выберем следующие примеры: 

1) к (х) = 1, / (х) = х, q (х) = 0, ф(1) = F[0) [s] 

неравенство (31) дает ф(г> = 0 ( А ) , т. е. ^ { 0 ) [ ^ ] — 0); 

2) k{x) = i , f(x) = l—x, q(x) = l—x, и(ж) = 1, ф<х> = [s] = 0; 
3) к (х) — ех, и (х) = е~х, ф ( 1 ) = — аг — а 2 — аъ -f- а 4 = 0; 
4) к (х) = ех, и (х) = ех, ф ( 1 ) = — ах + а2 + а 3 — а 4 = 0, а г = 0, а 4 = а 2 + а 3 

поэтому ф ^ можно переписать в виде 

если воспользоваться для этого уравнением ки" + /Ую' = —'/; 
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5) k(x) = ех, f (х) = — 1, q (х) = 0, q>d> = — а 4 = 0; 
6) (£ . ) .&!»'= 1, Ф ( 1 ) = а 8 = 0. 
Тем самым лемма доказана. 
Из лемм 3 и 4 вытекает следующая 
Т е о р е м а 1. Для того чтобы разностная схема Ljf ' Q , / ) из класса 

Х(п-{-1, п, п) имела для любых коэффициентов /с (ж) £ C ( n + 1 ) , q(x)£C^n\ 
f(x)^C{n) {удовлетворяющих условиям (а) и ([}), см. п. 1, § 1) n-й поря­
док точности, необходимо и достаточно, чтобы она имела n-й порядок 
аппроксимации (п = 1, 2). 

§ 3 . Необходимые условия сходимости в классе 
разрывных коэффициентов 

В этом параграфе устанавливаются необходимые условия сходимости 
разностной схемы Ь^'а'^ в классе разрывных коэффициентов. 

1. О погрешности аппроксимации в окрестности точки разрыва коэф­
фициентов. Погрешность ъ\ = у\ — и (ж*) решения у\ разностной задачи 
(II) относительно решения и(х) задачи (I) определяется, как мы видели, 
условиями 

ь%-«^ = -ч>1 o < i < i v , 4 = о, 4 - о . (Ш) 
Правая часть уравнения (f[l =Lh'q'f)ui — (L{k'q'f)u)i есть погрешность ап­
проксимации схемы L<k'q'f) на решении и = и(х) задачи (I). 

Если коэффициент уравнения к (х) имеет в некоторой точке х = S 
разрыв первого рода, то в окрестности этой точки схема L^'q,i) не ап­
проксимирует дифференциальный оператор Lik,q'f). 

Положение точки х = £ на разностной сетке Sh {xQ = 0 , . . . , xt = xh,..., 
x x = Nh = 1} определяется двумя числами n и 6: 

I = xn + 8/г, 0 < 9 < 1, жп = пА. (1) 
Очевидно, что / г и б являются функциями шага h или номера N: 

n = n(h), 6 = 0 (А). (2) 
В точке ж = £ решение и = и (х) задачи (I) удовлетворяет условиям 

сопряжения 

и (Е — 0) = и ( | -f- 0) = и (|), * л*/, = кПип (кл = к(% — 0 ) , Ап = к (I + 0)). 
(3) 

Будем рассматривать исходную схему L^,q,f) из семейства схем 
if (2, 1 , 1) первого порядка аппроксимации с коэффициентами 

D[h-q) = Dh[q (Xi + sh)}, FlhJ) = 17 (Xi + sh)\, 
причем Dh и Fh — линейные функционалы. Предположим теперь, что 
k(x)£Q{2), q(x)£Q{1\ f(x)^Q(1\ В силу трехточечности схемы 

ф? = 0(й), гфп, i=f=n + l. (4) 

Для оценки фп и ф ^ + 1 разложим и (х) в окрестности точки х = |: 

M n + i = a(£) + ( / _ в ) А в ; + ^ = ^ А 2 . и ; + 0(А 8) (/ = 2, 1 , 0, - 1 ) . 

В дальнейшем индекс А у ф£ опускаем. 
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Учитывая условия сопряжения (4) при х = \, получим 

ф п = ф<,°> + cof + 0(h), Ф п + 1 = + со <°Л + О (А), (5) 

+ * Я £ [ ( 1 - 0 ) 2

ц ; - 9 2 в л ] + 

+ (0,5 + 0) Л£в"„ —(/ш') ' л , ( 6 ) 
„ ( о ) "> 
Ф п + 1 = Г 

j J ; + 1 [ ( i - e ) 2 «; -6 2

M ; ] -
+ (1,5 —ejBji+xBn —(Ли ' )п, 

г/; — клил = киип, 

4» = {Fh

n - fn) - (Dh

n - ? n ) гг ( £ ) ; 

©n+i = ( ^ n + l — / п + l ) — ( ^ n + i — ? n + l ) Ю ( I ) . ( 7 ) 

1 Отсюда видно, что члены ф п и ф п + i имеют порядок , т. е. раз­
ностный оператор l}k'q'^ не аппроксимирует дифференциальный опера­
тор fJk,qJ) в точках ж = жп, x ^ X n + i . 

Если ? (ж ) 6 < ? ( 0 ) , f(x)eQ{°\ то ф 4 = р(А) при г ^ л , п + 
Фп = Фп соп + р (/г), ф п + 1 = ф п + 1 + con+i + Р (А), где р (А) —> 0 при А 0. 

2. Случай консервативной схемы. Предположим теперь, что L^,q^ — 
консервативная схема, т. е. B{h'k) = А\+к). В этом случае формулы (6) 
принимают вид: 

1 — 1 

r Al (0,5 -;- 0) в„ - (Lik)u)a + 0А (Ьки)'л, (8) 

1 

(о) 
фп-i г 1 п + 2 ' /с 

,h / 6 , 1 - 6 
2 

(9) + 4 £ + а (1 ,5 — 9) un — (LW и)п - / 1 ( 1 - 9 ) (£,(*) и)'„. 

В дальнейшем нам понадобится сумма 

Ф Г + ф ^ = ( i - 4 j + 2 - ± ^ ] + Л£(9 + 0,5) иа + л £ + 2 (1 ,5 - 0 ) и"а-

(Lm u ) „ - (L<*> в ) п + 0(А). (10) 

Если L/f* — исходная схема 2-го порядка аппроксимации, то An — 
= Ал — (0,5 + 6) А/сл + О (А2), = Лп + (1,5 — 0) ААП' + О (А2) и, следо­
вательно, 

1 Al = h ( 1 , 5 - 9 ) ^ + (0,5 + 6) А £>(А2 

В результате получаем 

q40) + ф ^ = (0,5 - 9) {(L<*> в ) п - (L<*> в) л} + О (К). (И) 

Вычислим теперь сумму о)п° 4- со п + 1 . Для простоты приведем вычис­
ления, относящиеся к слагаемым, содержащим / . 
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Следует различать два случая: 
а) если 6 <^ 0,5, то 

Fn+i = / п + О (А), К = F{

n

0} + О (/г), 
co°n + (D° n + 1 = ^ 0 ) — / л + 0(h), = FW [f (Хп + sh)], 

б) если 6 > 0,5, то F*+± = F^ + О (h), F* = / „ + О (h), 

<ti + V°r+l = * " n + l f u + 0{h). 

В общем случае для схемы b\*' 9'f) второго порядка аппроксимации 
получаем: 

Фп + Ф п + 1 = (0,5 - 0) [ ( № я. /) и)п - (L<*. />в)„] + 1 п + 

+ 0(А) = Хп+0(А), (12) 
где 

Х п = ^ 0 ) - ^ и (I) - (0,5 + 0) ( / л - да а &)) + 

+ ( 0 , 5 - в ) ( / П - г п в ( | ) ) , 0 < О , 5 , 

X n = Fnlrl - Z)<°ii *г (I) + (1 ,5 - 0) (/„ - дл и (£)) -

- ( 1 , 5 - в ) ( / п - д п и ( 6 ) ) , 0 > О , 5 . 

Заметим, что в случае q (х) = 0, / (ж) = 0 
фл + Ф « + 1 - О ( А ) . (13) 

В общем же случае 
Фп f Ф п + i ==0(1). (14) 

3. Основная лемма. В связи с тем, что в окрестности точки разры­
ва коэффициентов уравнения Hk> v>f)u = 0 разностный оператор не ап­
проксимирует дифференциального оператора, возникает вопрос: како­
вы необходимые условия, которым должны удовлетворять срп и <pn+i» 
чтобы схема L{k' q'f) сходилась или имела n-й порядок точности (п = 1, 2) 
на любой последовательности сеток Sh при А - ^ 0 (или N—>оо)? 

Ответ на этот вопрос будет получен с помощью основной леммы, до­
казываемой в этом пункте. 

Рассмотрим разностный оператор 

Zhzi = ±(B'>bzi-A\l

Vzl), (15) 

определенный на любой последовательности сеток Sh (h = ~) . 

Пусть (х, х) — некоторая окрестность особой точки £6(0 ,1) , 

0 <^ х < К х <^ 1, причем 

х =х~ + 8А, I = xn + 8А, х ' = = а ь + Ш, 0 < 0, 0, В, < 1 , 

где 
Xi = ih. 

В дальнейшем мы будем иметь дело с операторами Lh, коэффициен-
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ты которых удовлетворяют условиям 

0 < А Г х<2? < М 2 , 0 < М 1 < 5 ? < Л / 2 , л < * < л , (а) 

е~Ы г < Хг — < е ь \ n < i <7г", i=/=n — l, п, п + 1 , (р) 
^ г + 1 

где М 1 г М 2 и 6 — положительные постоянные, не зависящие от h. 
О с н о в н а я л е м м а . Если коэффициенты Ai и В% оператора Lh 

удовлетворяют условиям (а) и ([$) гг функция ф^ равномерно сходится 
к нулю на интервале (х, х) при h —>О для, ecece (фп, тг + 1 : 

1Ф?КР(А). ( 1 6 ) 
/лго (Л г л равномерной сходимости некоторой последовательности решений 
уравнения 

. ( 1 7 ) 

/г га/ш h—>0 на интервале (х, х) ((г? | <^ р (/г), n^i^n) необходи­
мо выполнение условий 

= р(А) , h ^ = P(h), (a) 

А ( | , h) = /г ( Я £ + 1 + ) = р (А). (б) 

Введем функции 

Ц>\1) = 6j, пфп + б{, „ + 1 ф ' п + 1 , фР = ф[' — ф'1', 

где 0{_ i = |Q J у ' и представим рассматриваемое решение г» урав­

н е н и я (17) в виде суммы 
/>Г Л% \ 6 % , 

где з-2' — решение уравнения £ Л 42) = — ф[2) с некоторыми краевыми 
( 2 ) С\ ( 2 ) А 

условиями, например = О, z^ = 0. 
Условия (а) и ф), как было показано в § 2 , обеспечивают сущест­

вование и двухстороннюю ограниченность разностной функции Грина 
оператора Lh. 

Ниже при доказательстве основной леммы мы вводим разностные 
функции Грина G[f и G[f консервативного оператора Л* Lh для первой 
краевой задачи на отрезках т г ^ г ^ л и n ^ i ^ n соответственно. 

Функции G[f и Glf определяются из условий Ai}}LhG[f = —^-

(п < 0 <^п\ / фиксировано, n^f^n), 

г—1 

Glf= 0 при i = п и i = п, Л(га) = 2 
s—n 

A | 6 ) L h GJf = (п < г' << п\ / фиксировано, Д < J <^ гг), 
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г—1 ^ 

G$ - 0 при i = п и i =--п ) Л 1 Б ) = J ] X s " 
S—П 

Пользуясь формулой Грина, находим 

г = п + 1 

Отсюда, в силу ограниченности G\j\ следует 

1|42,||1 = Р(Л) (H!!i = „ - < ^ ! t i D -

Таким образом, вместо решения уравнения (17) можно рассматри­
вать на отрезке n^i решение 43) уравнения 

Lhz?>=.-$\ (19) 

По условию леммы || z\ ||2 = р (К). Отсюда и из (18) следует, что zfi) = 
= р (h) на (х, х). 

Требуется доказать, что при этом условии должны выполняться 
условия (а) и (б). 

Для доказательства леммы мы представляем решение уравнения 
(19) с помощью функций Грина G[f и c[f. Так, например, решение 
на интервале n<Ci<C.n выражается через фп-н и краевые значения zn

x)

 9 

z=\ стремящиеся к нулю при h—>0. Для получения нужной оценки 
(а) или (б) мы пользуемся оценками снизу для разностной функции 
Грина (см. § 2, п. 3). 

1 ° . Решение уравнения (19) внутри интервала п < i < п представим 
в виде: 

zi« = + ^ \ i<« = "2 Gif Л<а ) ф> = Gtt ., фЛ+1А, (20) 
i = n + i 

2г = у 4 n + 1 ( z i f п + 1 Л п + 1 Zn т - C r . ^ - j . ! А й - 1 " Z n ' \ Z i ) 

В силу ограниченности разностных отношений функции Грина G[f 
при j = п и / = м — 1, получаем 

H i i 1 , i i i < ^ ( l ^ » i + i4 1 - i i ) = P ( A ) , 

так как по условию 41} = Р (h). 
Пользуясь оценкой снизу для G[^j ( С М . § 2, п. 3, (22)), видим, что 

д(а> G<a> , - > _ ^ i _ l b . , _ M i fe(a^ — a*). 
Л п + 1 Gr t. n + T ^ ) 2 ф г , п + 1 - ( м , ) 2 I я г; 

Выберем для определенности i = г0 так, чтобы я= —x i o ^> 0,5 (я — £); 
тогда 

м — 
A < a J X a )

n + 1 > A . g < a > , ^ = - ^ . 0 , 5 ( * - Е ) . 
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Отсюда и из (21) следует, что 

|фЛ+1| . А а < т а х ] ^ ( 1 ) — 
п < г < п 

А 2 ф п + i = P (А ) . (22) 

2°. Чтобы получить условие (б), представим решение уравнения (19) 
внутри интервала n<^i <Сп с помощью функции Грина G$\ 

М) __ , 7(1) 

г д е 

4 Х ) = Gi^n Лп

6^ ф п - А G i 6 )

n j . i А.п+1 ф п + i ' Л , 

41* выражается формулой, аналогичной (21) . 
Учитывая, что 

Л ^ = л ^ ( а д ; + 1 ) , 
представим 41* в виде 

3 » = GIH. • ^ • A f + ^ + ^ L . ( Л . ф * + 1 ) . (23) 

A l + 1 

В силу (22) второе слагаемое есть величина р(А). 
Выберем затем i = iQ так, что Xio — хй^>0,5 (х—х), получим 

д(б) 
1Vn Мб) ^ (б) 

^ n + l 

Поэтому из (23) следует оценка 

Л ( £ , / * ) < ^ 1 + р(А) = Р ( А ) . (24) 

Условие А2 фп = Р (А), очевидно, является следствием условий (22) и 
(24). Лемма доказана. 

З а м е ч а н и е . Основная лемма сохраняет силу, если функция ф ! 2 ) = 
= ф|1 — (6if п фп + Si, n+i ф п + i ) удовлетворяет условию сходимости по 
одной из применяемых нами норм: 

| | ф | ^ j!i = m a x j ф 1 а , 1 = Р ( А ) , 

п < г < п 

п—1 г п — 1 г 

I Ф12) Ik = 2 А I 2 %«2) 1 2 h I 2 А ф 8 1 == р ( А ) , 
г==п+1 s=n+l i = n + l s = n + i 

(s + n, s=f-n+l), 

. ( 2 ) 
113 = 

i = n + i 

В самом деле, из неравенств 

„<2) II ^ Л/Г II ^ ( 2 ) 

ф12)||з= 2 ^ | Ф̂ 2)1 = Р(/г). 

4 2 М | 1 < ^ 1 | Ф П 1 * (6 = 1 , 2 , 3 ) , 
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полученных в § 2 п. 3, следует 

il42 )i!i = P(A). 

Л е м м а 1. Если коэффициенты оператора Lh удовлетворяют усло­
виям^ (о) и (р) , а функция q42) = ф? — (6 i f п ф п + бг, п-нфп+i) «а интерва­
ле (ж, х) имеет по какой-либо норме ||ф|2)||<* (<з = 1, 2, 3) порядок hm: 

Ы2)\\о = о(н™), 

то для того чтобы некоторая последовательность решений уравнения 
(17) имела на интервале (ж, х) т-й (т == 1, 2) порядок малости при А—>0 
(|| ^ ||i = 0(hm)), необходимо выполнение условий 

A2 ^ = О (А"), А2 = О (А-), ( а т ) 

Д(£,А) = 0(А"). (б т ) 

4. Необходимое условие сходимости для исходной схемы в классе 
разрывных коэффициентов. Для выяснения необходимых условий схо­
димости разностной схемы L{k,q'f) из исходного семейства £(пъп2,п3) в 
классе разрывных коэффициентов рассмотрим разностную задачу (III) 
для погрешности Zi = г / г — и (ж*). 

Проведем сначала исследование для схемы Z^ / l ) первого ранга, удовлет­
воряющей (У. А. 1 ) . 

Пусть £ = хп -f- 6-А(0 <^ 0 ^ 1) — точка разрыва коэффициента 
k(x)^Q^K Учитывая, что при i =р п, i-\=n + 1 

В?-к) = ki + hkt 5 i 0 ) И + А р (А), 

к) = h + hk[ (1 + 4 0 )
 [ 5 ] ) + Ар W , 

B(h, к) 
получим, что щ = — = 1 + Ар'(А) при i=f=n в некоторой окрестно-

сти (ж, х) точки не содержащей других точек разрыва функ­
ции А (ж). 

Отсюда и из условия О < J Мг <^ к (х) ^ М 2 следует, что условия (а) и ((S) 
выполнены и 

Ф? = (Д*Ч)-(£<*> B)i = P(A) 

в точках i=f=n, i=f=n-\-l на интервале (х + А, ж —А). 
Учитывая замечание в конце п. 3, убеждаемся, что условие 

А = А (В%- к) Ф ^ + 1 + А<№ Ф £) = Р (А) (23^) 

необходимо для сходимости к нулю решения задачи (III), т. е. для 
сходимости разностной схемы LhW и, следовательно, схемы Lh(k- q' ft из 
55(1, 0, 0) в классе разрывных коэффициентов. 

Условие А 2 ф п

/ г = р(А) выполнено, так как h<$n

h = О (1). 
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Подставляя в (23) выражения (5) и (6) для yn

h и ф̂ +1 , получим 
необходимое условие сходимости схемы Lh

k'9'^ из семейства «2(1, 0, 0) 
в форме 

к) B{h, к) A(h, к) Ah, к) 
^ n + i ^ n + i „ги\ / 9 / ' \ 

—-гв ^ — = Р(А). ( 2 4 ) 
Рассмотрим теперь консервативные схемы. 
Т е о р е м а 1. Любая консервативная схема Ь^1'9'^ нулевого ранга 

удовлетворяет необходимому условию сходимости в классе k, q, f £Q(°K 
В самом деле, если схема консервативна, то В п ' к ) = An+i\ 

At1' к) = Ah [к (хп + sh)] = AW [к (хп + sh)] + р (А) = кп + р (А) = & „ + р ( А ) , 

= - / 4 - 2 + P (/г) = Ап + р (А). 

Подставляя эти выражения в левую часть условия (24'), будем 
иметь 

B(h,k)E(h,k) A(h,k)A(h,k) /B(h,k) Ah, к)> 
n ^ n f l ^ n + l A(h, k) 1 ^ - J - i ^ 

_̂  _ Л п + 1 

/nih.k) A(h,k), 

* ? - V ) - > < * > • n 

Т е о р е м а 2. Любая консервативная схема Ь^куЪ^ первого порядка 
аппроксимации из семейства Х(2, 1 , 1 ) удовлетворяет необходимым усло­
виям 1-го порядка точности в классе разрывных коэффициентов k(x)^Q^\ 
q(x)£Qi0\ /(ж)6<? ( 0 ). 

В самом деле, условие h2<$n-=0(h) или Афп = 0 ( 1 ) выполнено авто­
матически. Что касается второго условия A —0(A), то оно легко про­
веряется, если учесть, что В п ' k) — ^ n + i \ Bn

klri'> =•• кП -|- О (A), An'к) = 
^А; Л 4-0(А). Из условий теоремы следует, что фг = О (А) при i=j=ny 

i =f= n -J- 1. Поэтому здесь лемма 1 применима (т=1). 
5. Необходимые условия второго порядка точности в классе разрыв­

ных коэффициентов. Рассмотрим разностную краевую задачу (III) для 
функции Zi = yi—U (Xi). 

Для простоты предположим, что A , q, / имеют одну точку разрыва. 
Полагаем ф ! 1 } = 6f„ п ф п + 6 if n + i ф п + 1 , ф* 2 ) фг — ф Р - Если А (х) £ 
q(x)£QJ), f(x)£Q{2\ а схема L\k' 9 ' f ) принадлежит семейству Ж (3, 2, 2) 
и имеет второй порядок аппроксимации, то || ф^ 2 ) 1^ = О (А2) и условия 
леммы 1 выполнены. 

В силу леммы 1 необходимые условия второго порядка точности 
схемы L|f' q' f) в классе разрывных коэффициентов имеют вид: 

ф п — 0 ( 1 ) или фп + i = 0 ( 1 ) , (а2) 

А - 0 ( А 2 ) . (б 2 ) 

Если схема консервативна, то условие (б2) эквивалентно условию 
(б-з): Фп + фп + i = 0(h). 

Л е м м а 2. Необходимому условию второго порядка точности 

фп + Ф п + i = О (А) (25) 
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в классе разрывных коэффициентов k(x)£QW удовлетворяет любая кон­
сервативная схема второго порядка аппроксимации. 

Это утверждение является следствием формулы 

Ф п

0 ) + ф Э Д . ! =, (0,5 - 9) {(L<*> к)„ - (L<*> в) л} + О (К) = О (/г), 

так как (Z/*> и)и — (LW и)л = 0, поскольку и — и(х) есть решение урав­
нения L ( A % = 0. 

Отсюда следует, что для консервативной схемы Lh

k) второго поряд­
ка надо проверять только первое из необходимых условий ф п = 0 ( 1 ) . 

6 . О достаточных условиях сходимости. В п. 5 мы установили необ­
ходимое условие сходимости исходной схемы Ln

k' q'f) в некотором клас­
се разрывных коэффициентов (k (х) £ q(x)£Q(°\ / (ж )6 (? ( 0 ) ) -

Покажем, что это условие является и достаточным для сходимости. 
Т е о р е м а 3. Для того чтобы разностная схема Lh

k'q'f) первого 
порядка аппроксимации из класса X (2, 1, 1) сходилась для любых коэф­
фициентов k(x)£QM, q(x)£Q(°\ f(x)£Q(0\ необходимо и достаточно, 
чтобы в каждой точке | j = хп. + Gj/г (/ = 1, 2, . . . , / 0 ) разрыва функций 
k, q и / выполнялось условие 

Д , = h (Вп- к ) Ф „ г ы + А Ф п . ) = р (h), ( 2 6 ) 

.где q4=L{*-«'/)

BI-(L(*'«'»«)«. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость условия Aj = р(h) установлена 

ранее. Для доказательства достаточности воспользуемся формулой 

| | 2 i | | l = | | y i — И . | | 1 < М | | ф £ | | ^ ( 0 = 1 , 2, 3), 

где М — постоянная, не зависящая от h. 
Представим фг и z\ в виде сумм: 

io 

Фг = Фг Х ) + Ф 1 2 ) ' Ф ^ = 2 ( 6 * . « j Ф«5 + в * . Фп,"Ы)> 

= - f z<2>, где z( m ) — решение задачи (III) с правой частью ф< т> (т = 1 , 2). 
В точках г =f = n , - , i =f= (j = 1, 2, . . . , / 0 ) ф ( 2 ) — р (/г), пользуясь неравен­
ством 

1 К П < ^ 1 1 Ф Р 1 / Ь 

.получим || JS(2> Их = max |z( 2 ) | — p (h). 
1 0<i<N 1 

Для оценки z(V воспользуемся неравенством 
J V - l 

( 2 7 ) 

г = 1 s=l 

ггде Л 5 = П (Вт/ Am+1), a Af — постоянная, не зависящая от /г-
771=1 

Для определенности будем считать, что п-э <<^щ+х. 
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IГодставляя в (27) выражение для ф*1*, получим 

h^yCM^[Лн.фп.А2 \ h . ( А п . ф п . •• А , г 1 1 ф п г ; , ) | . 
j 1 

Подставляя в первую часть Л п . ; . , - Ап. (Вп. Ап.. ]), находим 

И г <» 1|, < Л/.{2 Л„. Ф п .л* £ "л^гЧ <28> 
Первое слагаемое имеет первый порядок малости, так как /дрп. 0 ( 1 ) . 

1 >торое слагаемое сходится к нулю при к- > 0 , так как но условию Д.; - р (И), 
а число / 0 — конечно. Таким образом, 

HJ.CII^f , .| il^'H, Р ( А ) . 

Т е о р е м а 4. ЬЪш L j f ' r / ' j ) — разностная схема типа % (т | 1, т, т) 
т-го (т - - 1, 2) порядка аппроксимации, то для того, чтобы она в классе 
к (х) (: Q(w 1 '\ </, / fQ{m) имела т,-й порядок точности, необходимо и доста­
точно, чтобы в окрестности каждой точки | j хп. (/ — 1 , 2 , . . . , / 0 ) 
разрыва функций /г, г/, / выполнялись условия 

/-<i;; ; - ' > ( / ' " • ) . / ' 2 Ф ^ т 1 - я(>*'"). (а,„) 
A //)= О (//»') (./ I.12 ./„). С',.,) 

Для доказательства достаточности условий (аш) и (б,„) надо учесть, 
что ф|-2) — О(km), jls^ |, О (А'"'), и воспользоваться неравенством (28). 
Необходимость следует из леммы 1. 

§ 4. Коэффициенто-устойчивые разностные схемы 

При решении дифференциального уравнения Ь(к'(('п методом конечных 
разностей мопсет оказаться, что информация о коэффициентах уравнения 
А:, г/, / является недостаточно полной. Это может случиться, например, ког­
да эти коэффициенты определяются приближенно с помощью некоторого 
вычислительного алгоритма. 

Поэтому даже при точном вычислении коэффициентов разностной схе­
мы Ь\к'<ь !) будет допускаться погрешность. С другой стороны, может ока­
заться, что функционалы Л1', В'1, /)И, F1' сами вычисляются приближенно, 
что приводит также к погрешности в коэффициентах схемы. Отсюда ясно, 
насколько важной является задача изучения схем с возмущенными коэф­
фициентами. 

Ниже вводится норма возмущения коэффициентов схемы и с ее помощью 
дается определение коэффициенто-устойчивой, или ко-устойчивой, разност­
ной схемы. 

Основной результат данного параграфа выражает теорема о том, что 
необходимым и достаточным условием ко-устойчивости канонической 
схемы типа X ( 1 , 0 , 0) является ее консервативность (теорема 3). 

1. Зависимость решения дифференциального уравнения от коэффици­
ентов. Рассмотрим краевую задачу 

L{KQtf)u--=0, 0 < ж < 1 , и(0)=--=в^, и(\) и2 (1 ) 
4 Ж В М и М Ф , № 1 
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и сравним ее решение и (х) с решением и (х) возмущенной задачи 

Ь$*-Г) = 0, 0 < ж < 1 , и{0)=и19 в ( 1 ) = и 2 . (2) 

Будем предполагать, что коэффициенты задач (1) и (2) удовлетворяют 
условиям 

0 < М х < / ф ) < М 2 , 0 < 4 ( * ) < М 3 , | / ( х ) | < М 4 . (а) 

Л е мм a 1 . Если коэффициенты у равнений (1) и (2) кусочно-непрерывны 
и удовлетворяют условиям (а), то 

1 1 

j и (х) — u(x)\4^C1^\k (х) — к (х) | dx -\- C2^\q (х) — q (х) \ dx -\-
о о 

1 

-i -C^\f(x)-f(X)\dA (3) 
о 

где Сг, С2, Сг — положительные постоянные, зависящие только от 
(/ = 1, 2, 3, 4), и1 и и2. 

В самом деле, разность z = и — и определяется из 

i.}k'q)z , - (j, z(0) 0, 2 ( 1 ) = 0, (4) 

где ф = tfk- а ' / } и — L ( T ' ^ Л в = [(/с - к) и'}'— (q —~q)u+ (/ — / ) . (5) 

Решение задачи (4) представим в виде 
1 1 

z (.г) = jj G (х, | ) Ф (£) rfg = - ^ [А- (£) - Л (б)] ^ | (.г, &) и' ( |) rig -
о о 

1 1 
- ^ ( я , 1 ) 1 ? ( £ ) - ? ( £ ) ! + ^ ( r , Ш/(£)-/(£)]<*£, (6) 

о о 
где G(x, g)—-функция Грина задачи ( 1 ) . 

Учитывая оценки для функции Грина и решения задачи ( 1 ) , уста­
навливаемые по аналогии с оценками, найденными в § 2: 

1 
М\ 

где 

dG Мг -f Л/ 

Мь = [ i ¥ 4 + ( | » i i + | и21) М 3 ] / А / х + | в 2 1 + \ U l \ , 
получим из (6) неравенство (3). 

Неравенство (3) выражает устойчивость решения задачи (1) по отно­
шению к изменению коэффициентов уравнения. 

2. Принцип ко - устой ч J I воет и разностных схем. Переходя к разностным 
схемам, естественно требовать, чтобы они обладали также свойством 
устойчивости по отношению к возмущению их коэффициентов независимо 
от природы этого возмущения. 

Наряду с исходной схемой b\k'q,f) рассмотрим «возмущенную» схему 
L\k,q'f\ коэффициенты которой Ah

t, B'l, D\, Е\ получаются из коэффици­
ентов A1}, B'l, D}1, Ffl с помощью произвольного возмущения. В общем 
случае это возмущение может быть вызвано искажением коэффициентов 
дифференциального уравнения L^' q' ^ и — 0, искажением функционалов 
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Л ' [ ф ] , Ъ > 1 [ ф ] , /> 1 [ф] H - F l [ t | ) ] и погрешностями, допускаемыми уже при. 
вычислении самих коэффициентов схемы в точках сетки. 

Наряду с задачей (II) мы будем рассматривать задачу 

L\*Zf) yi = 0 , 0 < i < N, у0 = и\, yN = и,. (И) 

Для оценки величины искажения коэффициентов мы вводим некото­
рую норму, например, 

N-i 

= 2 !^://- (7) 
г=1 

Дли оценки решения мы по-прежнему пользуемся нормой 
\\zi\l, ==max | z i ! . . (8) 

о i :S 

Будем говорить, что схема q ' 0 коэффициенто-устойчива, или ко-
устойчива, если в случае сходимости при h —> 0 по норме (7) коэффициентов 
любым образом возмущенной схемы L(k' q ' 7 ) к коэффициентам схемы Lh

k'q'^ 
решение задачи (II) равномерно сходится к решению задачи (I) при 
условии, что коэффициенты k(x), q(x),f(x) принадлежат некоторому 
классу Q{m) (т > ())'. 

Иными словами, схема Ь^,'1'1) ко-устойчива, если из условий 

21 - 4 h = Р (*), IвЧ - вЧ|з = Р (/г), !| ЪЧ - D% = Р (Л), 

| | / Г ' { ' - / ' ' 1 | ! : , = р(Л) (9) 
следует 

II *̂ IU = II ^ — «(^*) Ik = Р (Л) - (10) 
Из определения видно, что ко-устойчивость схемы сводится к двум 

требованиям: 1 ) сходимости схемы (\yl — и (xi) ||г — р (к) в Q{m)(m ^0)); 
2) устойчивости решения разностной краевой задачи (II) относительно 
возмущения коэффициентов схемы (:i ?/г- — yi\x --- р (/?))'• 

!! yt — и fa) ||i < ii Уi — 2/i Ik " Г 1 iji — n (x^ Hi. ( 1 1 ) 

Дли изучения структуры ко-устойчивых разностных схем, принадле­
жащих исходному семейству, мы специализируем тип возмущения 
коэффициентов разностного уравнения, предполагая, что оно вызвано 
возмущением коэффициентов дифференциального уравнения. Обозначим 
через А; (.г, //), q(x, h), J (х, h) возмущенные коэффициенты дифференци­
ального уравнения, зависящие от шага h разностной сетки Sh. Соответ­
ствующие коэффициенты уравнения Ljk'q,1) yi 0 равны 

2? - Ah [k(Xi + sh, /г)], Щ = Bh [k(xt + sh, h)], 

А Л = Dh [q(xi + sh, ft)], P- - Fh [fa + sh, /г)]. 

В частности, в и. 4 мы будем рассматривать возмущения коэффици­
ентов к, q, f на одном интервале сетки в окрестности точки разрыва 
этих функций. 

3. Ко-устойчивость консервативной схемы. Покажем, что консерва­
тивные схемы обладают свойством ко-устойчивости. 

file:////zi/l
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Рассмотрим сначала решении //' и /у[' двух разностных краевых задач: 

Lh уп = 1 А (ЛЧ Vy4) - »ЧуЧ= - Й- < » < * < -V, //о - м „ //л- - и2, ( 1 2 ) 

4К = РД(3? V ? / ! ' ) - ОД1 - - / • ' ! ' , о < / - с Л ' , у!; = «„ ТА - « 2 , ( 1 3 ) 

где L / t и £ д — консервативные разностные операторы. 
Л е м м а 2. £с<гм коэффициенты консервативных разностных уравне­

ний (12) и (13) удовлетворяют условиям (а), то справедливо неравенство 

II уЧ - у!' |,< с4 24 - -1? I;, :- с,| /5? - оЧ h •: c:t ц ? t - F? Ц,, ( i4) 

где С 1 ? 6\2, С 3 — положительные постоянные, зависящие только от посто­
янных Mj(j = 1 , 2, 3, 4). 

Для доказательства этой леммы достаточно составить уравнение для 
разности zi ~ у\ •— Уи после чего представить z{ с помощью разностной 
функции Грина задачи (13) и, применив первую разностную, формулу 
Грина, воспользоваться опенками из § 2 для функции Грина и ее раз­
ностного отношения. 

Обратимся теперь к вопросу о ко-устойчивости консервативной схемы 
L / f ' Д л я этого нужно сравнить решения задач (Л) и (11) при усло­
вии, что 

II А}1 - 4 |b - Р (A), I: Ы - Dh j,, - р (А), !| Р\ - Fi j;, ~ р (А). (15) 

Лемма 2 применима к консервативной схеме любого ранга. Поэтому 
будем иметь 

Iy4-y4h-9(h). ( 1 6 ) 

Отсюда в силу неравенства (14) следует, что доказательство ко-устойчи­
вости консервативной схемы целиком сводится к доказательству сходи­
мости этой схемы в классе разрывных коэффициентов, так как 

\уп — "\\i<J\yh — ",i i Р ( / ' ) ' 

Из теоремы § 3, п. 6 следует, что консервативная схема L)k'q']) из 
класса Ж ( 1 , 0 , 0) сходится, если 

/••(.<•><• С : . ч(•')<•'/"• / и «•'/"•• 
Тем самым доказана 
Т е о р е м а 1 . Консервативная разностная схема Ь{,'1'<h ; ) первого ранга 

является ко-устойчивой, если k(x)(-Q(i\ <7, /fc(? ( 0 ) . 
В § 5 будет доказана теорема о ко-устойчивости консервативно!*! 

схемы нулевого ранга в классе (9 ( 0 ) (А\ q, / G ( ^ 0 ) ) . 
Справедливо ли обратное утверждение, т. е. всякая ли ко-устойчи_ 

вая схема консервативна? Положительный ответ на этот вопрос будет 
дан в п. 5. 

4. Необходимое условие ко-устойчивости. Для практического исполь­
зования требования ко-устойчивости схемы найдем необходимое условие 
ко-устойчивости, которое носит локальный характер и аналогично 
необходимому условию сходимости и з § 3 , п. 3 . 
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Пусть г / ' 0 — некоторая ко-устойчивая схема типа %(\, 0, 0). По­
скольку речь идет о необходимом условии, то мы можем вести изложение 

г (к) 
для простейшего случая схемы L u первого ранга, полагая q(x) = 0 и 
f(x) : ^0 . 

Пусть к (х) — некоторая функция из Q{iu) (т > 1) , имеющая разрыв в 
иррациональной точке £ = хп j О- А, хп - и •//, 0 < 9 < 1. Введем функцию 
/«•(.г, А), совпадающую с к (х) всюду, кроме интервала (хп, хп+1). Тогда 
коэффициенты Л\ - А\1и к) и Bk~B{k'h) будут совпадать с J ? A^h,k) и 
/>!' / ? ( / ' ' Л ) всюду, кроме / --- п и * А/ - ] 1. 

Поскольку схема L [ k ) но предположению ко-устойчива (т. е. ||y h — и || 
Р (к)) и имеет первый ранг, то мы находимся в условиях применимо­

сти основной леммы § 3. Пользуясь выражениями ф п и (рп.-., для схемы 
приведенными в п, I, § 3, получим условие 

\ n : ' P(A). (17) 
Л 

которое тем самым является необходимым условием ко-устойчивости. 
В дальнейшем мы будем для простоты считать, что к(х) — кусочно-

постоянная функция {к(х) — кл при х •. % и к (х) кп при 
Для задания функции /с А.) введем произвольную кусочно-непре­

рывную положительную функцию p*(s), 0 <Г х < I, а также функцию 

;А (*) ..{^Ч*)* 0 < * < I, (18) 

и п о л о ж и м 

И-'. / ' ) ^ ( Ц ^ ) . (19) 
I (оскольку коэффициент к (х, А) должен удовлетворять условию 

ограниченности: снизу (к (х, А) ^> М, > 0), то и функция р (,s) подчинена 
этому условию. 

Функции той же структуры, что и р (.v), в дальнейшем будем назы­
вать функциями тина р. 

Подставляя (19) в условие (17), получим необходимое условие ко-
устойчивости 

В [р. (*)] В [ц, (1 4- *)] Л \ii (s)\ А [ц (1 + s)\ 0, (20) 

где Л [р] и B\\i]— канонические части функционалов Лк [р] и Вк [р] 
(индекс (0) у функционалов Л ( 0 ) и />>(0) мы опускаем). 

Потребуем теперь, чтобы условие (20) выполнялось для функции 
p(,s) j б-ф(,у) (типа р), где 6 — произвольный неотрицательный параметр, 

ф ( . У ) - | ф » , 0 < > < 1 , (21) 
(0, . v > l , 

где ф* (<v) — произвольная кусочно-непрерывная неотрицательная функция. 
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Тогда будем иметь 
В [ц. (s) + 6-ф (s)) В [it (1 -f s) + 6.<р (1 -f s)} _ 

— UH + M > M l 4 ( 1 : *)1 о (22) 
Л л (I -{-6) 

Учитывая затем разложения 

Л [|i 6 • ф] - Л [р] -|- 6 • А1 [р, ф] -i- б • р (б)-, 
Blii [ б-ф] = В fp] - 6-й х [р, ф] + б-р (б), 

в силу произвольности б получим из (22): 

1 -f- р [р (S), ф (.9)] + Р [р (1 + *), ф (1 + S)\ = 

= а [р (.?), Ф ( 5 ) ] а [р (1 + .V), ф (1 + s)l ( 2 3 ) 

где Р [/, ф] = ~Ут~г~ > a f / ' ф! ^ "~ТТ71^~ ~~ логарифмические производ-
ные функционалов i? [/] и А[/]. 

Ан а л огичн о на ходим 

1 + a[p (,v), ф ( - 1 -i- s)} -|- a [р (1 + б-), Ф (.v)l -
= В fp (*), ф ( - 1 + ,v)I h Р (Р (I + .v), ф(*)], ;(24) 

где 
/О, * < - ! , 

^ = { Ф > ) , ~ К .9 < о, 
( * л , О о, 

ф* (б*) — произвольная неотрицательная кусочно-непрерывная функция. 
Тождества (23) и (24) являются также необходимыми условиями ко-

устойчивости схемы Lrk) и используются в и. 5. 
5. Консервативность ко-устойчивой канонической схемы. Потребуем 

теперь, чтобы каноническая схема первого ранга удовлетворяла 
необходимому условию ко-устойчивости и, следовательно, соотношениям 

23) и (24). 
Л е м м а 3. Если выполнено условие (23), то 

Р[р(*), со (.?)] = О, (25) 

где со (s) — произвольная неотрицательная кусочно-непрерывная функция 

со (s) ф 0 , — 1 < s < 0 , со (s) : 0 при s > 0 V 
Возьмем ступенчатую функцию 

с о ч ( « ) Л * л ' (26) 
1.0. .v- С. 

Учитывая, что оз0 (1 + «v) == 0 , — 1 х ' I. находим: . 

а [Ц ( 1 + s),. (•>„ ( 1 + ,5)j = р [и (1 -j- *•),. (о0 (1. + s)} == 0 . 

Условие (23) для ср (s) = ш0 (s) принимает, вид: 

1 + Р И » ) - ©„(*•)] -Mil «>„(«)1. (27) 

Шаблонные функционалы А [/] и [/] схемы L*/^ любого ранга явля-. 
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юте я нормированными и невозрастающими функционалами. Отсюда 
следует, что функционалы ос [/, ф! и р [/, ф] положительны по ф и 
?[///]--=1, 0 < р [ / , ф ] < 1 , 0 < а [ / , Ф ] < 1 для 0 < Ф < / , 0 < е < / 
(см. леммы 1 , 3 , 4, п. 3, § 1 ) , в частности 

р [ р ( * ) , СО, ( * ) ] > ( ) , 0 < < Х [ р ( , 9 ) , © 0 ( * ) ] < 1 . 

Поэтому (27) справедливо только при 

P[|i 00, ©о (*)] = <), (28) 
cc[p(s), ю 0 ( 0 ] - 1 . (29) 

Без ограничения общности можно считать (0 ( 5 ) ^ со0 (б). В силу "неот­
рицательности; по второму аргументу функционала р [Д, / 2 ] будем иметь 

0 < p [ p ( s ) , c o ( 5 ) ] < P [ j i (5 ) , со0 - О, 

и. следовательно, p[p(s), со(5)] — 0. 
Аналогично доказывается 
Л е м м а 3*. Если выполнено условие (24), то 

* №00, = 0, (30) 

г^ 7 только на интервале 0 < \ 9 < J 1 , а в остальном является 
произвольной кусочно-непрерывной неотрицательной функцией. 

Л е м м а 4. Если В [/(«)] — канонический функционал первого ранга, 
определенный для / (s) £ (И0) [— 1, 1 ] , и его первый дифференциал Вг [/, ф) ~ 

- 3 [/, ф] • В [/] удовлетворяет условию (25), то В [f (s)] не зависит от 
/ ($) При — 1 ^ . 9 < Ч ) . . •• 

Докажем сначала лемму для функций типа р. Пусть р 0 (s) и \1г (.9) = 
р 0 (.9) f со0 ($) — две функции типа р , совпадающие при 5 ̂ > 0 и различные 

при б* <^ 0. Введем функцию px (s) ~ р 0 ($) + ^о>0 (.9), где X — произволь­
ное число на отрезке [0,1] . Если предположить, что В [ р 0 (s)] =/= В [ р 3 (s)], 
то найдется такое число X = X, что ~ В [р х (s)] |х__х — Вх [ р ^ ( 5 ) , <о0 (s)] =f= О 
и, следовательно, p[p,x(s), со0 (s)] ф0, что противоречит условию (25) 
леммы. 

Любую функцию / (s) £ (? ( 0 ) [ — - 1 , 1 ] (ограниченную снизу константой 
Л / ! *_"> 0) можно представить в виде 

f(s) = [i(s)\ ^ ( 8 ) , (31) 

где р(,9) — произвольная функция вида (18), а со (s) — произвольная 
кусочно-непрерывная функция, отличная от нуля только при s < ^ 0 . 

Лемма будет доказана, если мы убедимся, что 

В [ / ( * ) ] - Я И « ) ] . (32) 

Пусть со̂ ) (s) и (О^ (s) — ступенчатые функции вида (26), ограничивающие 
со (s) снизу и сверху: 

0 < < > ( * ) < о («)<«><« (s). 
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Тогда 
А (*)</ (* ) .< /2 (33) 

где Л (s) = р (s) -; (.v), / 2 (.v) ^ р (s) j < 2 ) (* ) - - функции типа р, для 
которых лемма уже доказана, так что 

'»'!/,(*)] / i | H v ) | . / о. I. 

Так как В [f]— неубывающий функционал, то отсюда и из (33) выте­
кает (32). 

Аналогично доказывается 
Л е м м а 4*. Если A[f(s)] — канонический функционал первого ранга* 

определенный для / (s) 6 (? ( а ) [ — 1 , 1] и удовлетворяющий условию (30), то 
он не зависит от значений / (s) при s]>0. 

Обратимся теперь к условию (23). 
Учитывая, что ф (1 - j - .v) 0 при sС> 0 (ф (s) — любая функция вида 

(21)), и пользуясь .леммой 4, получаем 

[i[p(l ; .v). Ф(1 *)1 0. 
Из леммы 4' следует, что 

а [р (.<?), ф (s)| - а[А:л, кЛ] - 1, 

так как р (s) .~ ф (#) А;л при 0. 
R результате формула (23) принимает вид: 

3|р(»), <p(*)| a [p ( l - .v), ф(1 -|- *)], (34) 

где р (б) и ф (,v)—произвольные функции типа (18) и (21). 
Покажем, что (34) эквивалентно равенству 

Д|р(*)] А |р(1 !-.v)l- (Зо) 

(.1 этой целью образуем функционал 

равный нулю в силу лемм 4 и 4* при p*(s) = p0*(s) ™Mi0) ~ const, и дока­
жем, что он равен нулю для любой функции \i(s). Допустим, что для не­
которой функции р х (&*) ™ р 0 (.?) | ф (А*) (ф (̂ ) — функция вида (21)) 
/ / [рх (5)] = # j p i (s)] — Н [р0 (s)| 0. Тогда существует такое значение 
X — А,, при котором 

^ # [ М * ) 1 1 > . = х = И М * ) > ф ( . ) ] - а [ р > : ( 1 j *), Ф ( 1 j * ) ] ^ 0 , 

где 

рх (.9) - р 0 (.v) т ^Ф (^), 0 < X < 1 , ф (.v) = А:л — А'д0 =f 0 при 6- < 0. 

Полученное противоречие с условием (34) и означает, что Н — 0 
для любой функции тина р. 

Пользуясь теперь леммами4 и 4* и представлением (31), заключаем, что 

B[f(s)]^A[/(i+s)}, 
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где /(.v) — любая кусочно-непрерывная положительная функции, заданная 
на отрезке — 

Тем самым доказана 
Т е о р е м а 2. Если разностная схема L/,A) первого ранга удовлет­

воряет необходимому условию ко-устойчивости, то она консервативна. 
В самом деле, условие (36) означает, что 

Я |/ф-, *А)1 / 1 [ f t f o г ( 1 -! *)//)] I / ч ! *А)Ь т. е. Вг = Л 4 + 1 . 
Из теорем I и 2 вытекает 
Т е о р е м а 3. Необходимым и достаточным условием ко-устойчиво­

сти канонической схемы L\k'q,i) из семейства %(\, О, О) является консер­
вативность хтой схемы. 

§ 5. О сходимости II точности 

После выяснения в § 4 того, что свойством ко-устойчивости обладают 
только схемы с консервативной канонической частью, мы в § 5 бу­
дем изучать только консервативные схемы. 

В данном параграфе рассматриваются вопросы о сходимости и точно­
сти консервативных схемL\ k , q , j ) в классах Q{,n) разрывных коэффициентов 
/г, ц, f дифференциального уравнения. 

При этом используется оценка 

полученная в § 2, п. 3 (формула (30)) для решения z1- задачи (III) с пра­
вой частью ф|. Норма 

V 1 г 

I I Ф " h - S * 2 4 i ' | 
i- -I «--1 

оказывается весьма эффективным средством для доказательства не только 
теорем о сходимости и точности в случае разрывных коэффициентов, но 
и при доказательстве теоремы 3 о точности в классе С{т) гладких коэффи­
циентов, так как использование этой нормы позволяет снизить требования 
как на ранг п схемы, так и на порядок т класса коэффициентов по срав­
нению с соответствующей теоремой, доказываемой при помощи неравенства 

, Ц ^ Й ^ Л Г Вф '1,, 1 Ф " ||, - max \ ^ \ 
О Л N 

(см. § 2, п. 3, формула (29)). 
1.0 сходимости консервативных схем в классе разрывных коэффици­

ентов. 
Т е о р е м а I. Любая консервативная схема L\k,q,j) нулевого ранга 

сходится в классе кусочно-непрерывных коэффициентов k, q, / 6 ( ^ 0 ) . 
Для упрощения изложения приведем доказательство теоремы для 

случаи, когда имеется только одна точка £ = хп 4 Ш(хп — nh, 0 < ^ 8 < ^ 1 ) 

разрыва коэффициентов к(х), q (х) и f(x). Вводя, как обычно, разность 
4' У? — 11 От0» получаем для нее разностную краевую задачу 

L{!rq)z1 = ~ф!', о < / : < л г , 4 о, z % = о, (и») 
где фч - Lh и* — (Е 'u)i. 
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Представим правую часть q$ в виде суммы 

Ф? = ФТЧФ?ЧФ (Л (1) 

где 

ФР = Ф^,,1 + Ф;; + 1-6 4 ,„ + : 1 , af.,-= j * ' ^ j ; (2) 

Ф1° = - ( ! > ) h - q ) - - 7 , ) «г -!- ( / - T " 0 - / i ) , /4= ' =f " f i, ( 3) 

ф{° = ^ Д ( 4 ' 1 ' V ' i ) - ( * « ' b ! + + « + (4) 
ф{1) = ф 4

( 1 ) = 0 , г га, i - га ••!- 1-

Если i=f=n, г=/=га-^ 1, то 

pin. I) = f h [ f ( r . + s h ) ] _ F(o> (д .ь p ( / г ) ] + p (ft) ̂  у. л. p (/г) (5 

и, аналогично, 

так что 

l l$ l , fli = P(A). (6) 

В п. 1, §1 было отмечено, что если k, q, / £ Q{0), то и производные 
?г', (ки'У решения и (х) задачи (I) также кусочно-непрерывны. Поэтому 
при i=f=n и i=f= п -\- 1 можно написать 

{ки') L =(ku')i -г у (Aw')i "Г Ар (А), 
2 

(kll'). ! =(Лм')г — -J"(ft«')i-r АР СО, 

и, следовательно, 

(*«')} = 1

 / Г

 1 : ;-Р(><)• , (') 

Поскольку производная и (х) при x=f=l, непрерывна, то 

Л = - г Р (А), если г =̂ =п 1. (8) 

В результате выражение для ср^ представим в следующем виде: 

Ф Г = 

где 
Ф!1' =^Н-Р(А), (9) 

Q{ = (ЛГ- W - А - , - _ у 2 + Р (Л)..' (10) 

Так как L,(' l> — схема нулевого ранга, то 

А(?- к) = h - f р (/г) = A-i_v,-r Р (/г), г и + 1 • 
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Отсюда и из (10) заключаем, что 

Qi = р (/г) для всех i ф п f 1. (11) 

Для оценки решения задачи (III) воспользуемся полученным в § 2, 
•и. 3 неравенством 

И ^ Ц ^ М в Ц ф ' ^ ; (12) 

Поскольку коэффициенты к и q удовлетворяют условиям 

0 < Л / 1 < А ( ж ) < Л / 2 , 0 < q (х) Л/ 3, (а) 

то таким же условиям удовлетворяют и Л\11'к) и D\h'q). Тогда Л/ 5 -~= 
/ 1 / . (Л/ 1 ? М 3) есть константа, зависящая только от Мг и А/ 3 . 

Подставляя в (12) фг'1 = ф|х ) + ф ( 1 ) -} - ф | 2 ) , получим 

||Ф^|| 1<МЛ||? 1 )|| 2 + | | ? 1 ) | | 2 + |!Ф(2) ||2}. 

Учитывая, что || ф/11|2 ^ || ф / г ||д, из условия (6) найдем 

!1ф и )1к = р(Л). (13) 
Далее имеем 

г=1 i = n - f 2 

+ 2/г | Q n - Q] j < 4 max | Q4 | + Р (/г). 

0 < i < J V ( i ^ n + i ) 

N читывая затем оценку ( 1 1 ) , будем иметь 

!?(1)1!2-р(/г). ( 1 5 ) 

Вычислим норму функции ф<2), определяемой формулой (2): 
N-1 

• Ф ( 2 ) h = А21 ф[; I 1 - h \ q>£ -i- ф ' ; н | 2 h < Д 2 i Фп ! | - А | <рп Ь фп-ы !. (16) 

i n j 2 

11 е о б х о д и м о е условие сход и м о с т и ф ,г + ф п L L ~~ р (/г) для на ш е й с х е м ы 
выполнено, и h<pn = О (1); поэтому 

|Ф<« | | 2 -Р (А) . - (16') 
Объединяя оценки (13), (15) и (16'), получаем 

> f t | i = P(A). (17) 

2. О точности консервативной схемы. 
Т е о р е м а 2. Консервативная схема L^'q'S) первого ранга имеет 

в классе кусочно-непрерывных и кусочно-гладких функций k, q, f (*QM пер­
вый порядок точности. 
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Чтобы убедиться в справедливости теоремы (2), достаточно повто­
рить доказательство теоремы 1, заменив всюду р (К) через 0(h). 

Т е о р е м а 3. Консервативная схема L(

h

k,lh^ второго ранга, удовлет­
воряющая условиям (У.А.2) второго порядка аппроксимации, имеет вто­
рой порядок точности в классе С{2) коэффициентов k, q, /. 

Однако такая схема имеет, вообтпе говоря, первый порядок точнос­
ти в Q^m) (при любом т^>\). 

Если к(х){С{2\ то 

ЛГ' к) = *,_ V e j hk] ^АА^ [s] j 0,5) -и О (h2) = + О (fi2), (18) 

так как Л\{}> \s\ — 0 , 5 (условие второго порядка аппроксимации схе-
мы Ык)). 

Так как существуют производные и"' и к", то 

(ки>)> ^_>*±±_LJlz^ . . 0 ( П 

.7/ Ui^u • О (7/2). 

Положим ф'' - ф ( , ) -j- ф|2 ), где 

Ф!" • (/>!"'̂  7--К- + </'Т""••/,•)• 
д (л*.'1-*W) - Дй{ фИ' - Ц ^ ~ - (Ли')* = г г О (ft*), (19) 

Qi == (Л\''' к) — fcj-v,) f О (Aa). 

Если учесть условие (18), то получим сразу 

Hi O(lr). (20) 

II:! условий теоремы следует также, что 

Ф<1) , С ( / А 2 ) . (21) 

Обращаясь затем к формуле (12), будем иметь для решения задачи (Ш) 

II г" | !

1 <М 5 { | | ф а ' | | 2 -Ь ф<*>||2}, 

причем || ф<А> ||2 == О (h2) в силу условия (21). 
Воспользуемся формулой (19): 

v 

|Ф<«||3 2 A i Q i - Q j i - i - O ^ ) , 
i -I 

откуда, учитывая оценку (20), получаем 

1!Ф(2)!!2 <>т, 
т. е. || zh \\i = О (й2), что и требовалось доказать. 
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С д е д с т в и е. Консервативная симметричная схема L^' q'f) второго 
ранга имеет второй порядок точности в I) самом деле, такая 
схема удовлетворяет (У. А. 2.) , т. е. всем условиям теоремы (3). 

З а м е ч а н и е . В условиях теорем 2 и 3 можно ослабить требова­
ния д и ф фе |) о и ц и р у е м ост и коэффициентов. Теорема 3 сохраняет силу, 
если А\ ср /^Са'г\ где CiVA) — класс функций, первая производная ко­
торых удовлетворяет на отрезке [ 0 , 1 ] условию Липшица. Теорема 2 
сохраняет силу, если />, q, f(:Q{0']\ где (? ( 0 , 1 ) — класс кусочно-непре­
рывных на отрезке [0 ,1 ] функций, удовлетворяющих в интервалах их 
i ie и реры внос т и у с лов и ю Лин ш ица. 

Замечание аналогичного тина относится и к теореме 4. 
Г е о р е м а 4. /(ля того чтобы консервативная схема второго рап-

ч Ч / . удовлетворяться, условиям второго порядка аппроксимации, имела 
второй порядок точности в классе (т 2), необходимо и достаточ­
но , чтобы она удовлетворяла условиям 

41 <>(\). (а 2) 

< 4 ч-;;.., " ( ' ч (ба) 

в окреет поста точек £j — хп. \- (xn.-/i, 0 ^ ' Oj ^ 1 , / — ' 1 , 2 , . . . , / 0 ) 

/>азрыва коэффициентов k (х), q (х) и f (х). 
Заметим, что отличие этой теоремы от аналогичной теоремы из § 3 

состоит в ослаблении требований ранга схемы и порядка т класса Q^m) 

коэффициентов. Доказательство необходимости и в этом случае не 
представит труда, изложение, как обычно, проведем для одного раз­
рыва. 

Проводя разбиение задачи (111) на три задачи в соответствии с фор­
мулами (1)—(4), убеждаемся, по аналогии с и. 1 , что 

« ( " ' ; . <>{'<% 

<| !" : - I О (IS), Qi = (A\b- к } - Ач-..,) » L > , -f- О (\il) 

(i=hn, i=j=n-\- 1 ) , 

(| ';" - 0 при /' П, II -r I . 

Поскольку L)k) — схема второго ранга, удовлетворяющая (У. A. 2) , 

то 4''' /'') - /••,-• -I- О (/г2) при i =f= n -1- 1 . 
Отсюда следует, что 

12, <>(lr) для i=hn -\- I. 

Пользуясь затем аналогом неравенства (14) 

| | ф ( 1 ) | | 2 < 4 М 12; <>(lr): 

0 :i<N, г -j n f-i 

и удем иметь | | ф ( 1 ) | | 2 •• О (/г). 

Если 4Х) и 41} — решения задачи (111) с правыми частями ф!1} и, соот­

ветственно, ф! г ), то формула (12) и оценки для | |ф ( 1 ) | | 2 и | |ф ( 1 ) | | 2 дают 

fz^l^OW), p u ) | | i = 0 (Л а ) . (22) 
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Обращаясь к задаче (III) для 42) == Ч — (4Х ) + с правой частью 

ф ! 2 ) = 6 г ; П фп + 6 £ f n-fiTn+i и учитывая результаты § 3, п. 3, видим, что 

условия (а 2) и (б 2) являются необходимыми для того, чтобы [1 ^<2>jfx =^ 

--=0(Н2). Из неравенств 

; i ^ ) | , < M 6 | i 9 ( 2 ) | | 2 

И 

1! Ф ( 2 ) ||г < № I фп ! + Л | ф п - ф н + 11 (23) 

видно, что условия (а 2) и (б 2) являются и достаточными условиями 

для второго порядка малости функции z ( 2 ) и (в силу (22)) функции z. 
Тем самым теорема 4 доказана. 

Если имеется не один, а конечное число разрывов в точках = 

=--- + 9 Г Л ( / = 1 , 2 , . . . , / 0 ) , то 

где ф ( Ч — fii.nj^. + 6i, n ; + i 9 n . + 1 » и в м е с т о (16) и (23) мы получим следу­

ющую оценку так: 
Зо 

так как 
О о 

И2,|!2<3||Ф{2)!12-
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