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Среди однородных разностных схем, соответствующих краевым зада­
чам для дифференциального уравнения 

№ ^ »== sbfes j - 9 < * > » + / < * > = О, 0 < а < 1, (1) 
М2 > р (х) > М1 > О, О < q (х) < Л / 8 , 

с кусочно-непрерывными коэффициентами (/?, (?«»), содержится точ­

ная схема [1] , [2] . Эта схема позволяет определить сеточную функцию, 
совпадающую с точным решением краевой задачи на произвольной нерав­
номерной сетке 

& до (,Х() = О, . . ., Х{, . . ., Xpi — 1, /jj, = —]_). 
В настоящей работе строятся схемы любого (наперед заданного) по­

рядка точности на неравномерных сетках. 
Вес названные схемы имеют вид 

hi = 0,5 (hi + Аг/i = yyi+1 = — z/{. (2) 
Индекс /г, стоящий наверху, является условным обозначением з а в и ­

симости коэффициентов от сетки. 
Разностные схемы (2) в случае равномерной сетки (}ц = h = 1/Д\ 

/ = 1 , 2 . . . . , /V) принадлежат семейству однородных трехточечных 
консервативных схем [2] , [3] . Это же утверждение остается в силе при 
соответствующем обобщении понятий однородности и консервативности 
схем на неравномерные сетки. 

Схемы повышенного порядка точности оказываются особенно полез­
ными в ряде практически важных случаев, например при решении урав­
нения (1) с кусочно-постоянными коэффициентами, имеющими большое 
число точек разрыва, при решении систем аналогичных уравнений и п р и 

г у да г (V.q>f) решении уравнении теплопроводности и диффузии в виде -т- ----- L и. 

§ 1. Точная схема на неравномерной сетке 

1. II о с т р о е н и е т о ч н о й с х е м ы 

Рассмотрим первую краевую задачу для дифференциального урав­
нения 

LiP'q'f)u == 0, 0 < х < 1, и (0) - р х , и (1) - |х2. (3). 
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Пусть Ss — {xi} — некоторая разностная сетка, получающаяся в 
результате разбиения отрезка 0 ^ х <^ 1 на N частей точками 

Х0 = О, Х х , . . . , Х{, . . . , Xtf = 1 . 

В каждой точке х\ имеется два шага (левый и правый) разностной сет­
ки, 1ц = хг — Х}^г и 1ц+г = x i + 1 — x-i, вообще говоря, не равные друг дру­
гу. Обозначим Й * = 0 , 5 (Ai + Ai+i) средний шаг сетки в точке Хг. Харак­
теристикой локальной неравномерности сетки может служить отношение 

ki+l + hi " A i 

Если разностная сетка равномерна, то = 0. 
Мы будем всюду в дальнейшем предполагать, что на любой последо­

вательности сеток SN выполнено условие 

" < ' ' . ч .Г , . (Н) 

г д е С\ и С . — положительные постоянные, не зависящие от сетки. 
В дальнейшем мы пользуемся обозначением 

h = m a x 1ц. 
0 < г < Л г 

Покажем, что решение уравнения (3) на любой сетке SN удовлетворяет 
соотношению 

и (Xi) - Р\и (х^г) + Q\u (х^) + Rll (4) 

где Р), Q*i Rhi — коэффициенты, выражающиеся с помощью некоторых 
функционалов, зависящих от сетки SN (или Sh), точнее, от двух парамет­
ров Л л и hu. 

Возможность соотношения (4) очевидна, так как решение дифферен­
циального уравнения второго порядка в интервале (Xi~-i> #i-fi) полностью 
определяется заданием значений искомой функции на концах этого ин­
тервала. 

В статье [1] точная схема (4) была построена на равномерной сетке. 
Рассмотрим уравнение (3) на интервале (rti-i* #i+i)> и введем местную 

систему координат, связанную с точкой х = Х{, положив 

х - Xi + hi (s — Ai), — 1 < s < 1, 
или 

x = xi + hi s, где xi = Xi — hiki. 

Отрезок [xi_ 1 ? x i + 1 ] отображается на отрезок — 1 <^ s < J t , причем 
точке x = xi соответствует точка s == Aj. Уравнение (3) принимает вид 

ГЛ*— d \ i du 
ds L р U 

h*q (s) = - Й 2 / ( s ) , (5) 

где 
и (s) = гг ( X | - f Йч (.5 — АО) и т. д . (С) 

Индекс ?, которым следовало бы снабдить все функции в (5) и шаг 
h, мы опускаем. 
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Общее решение уравнения (5) на отрезке [—1,11 имеет вид 
u(s) = Cvx (s, ft) +Dv2 (s, Тг) + ft2i?g ( 5 , ft), 

г д е С и /> — произвольные постоянные, vx (s, Тг) и v2 (s, ft) — линейно-
независимые решения однородного уравнения X и = 0, vs (s, Тг) — не­
которое решение неоднородного уравнения (5). 

Определим функции vx, v2 и vs с помощью условий 

Ю 1 ( - 1 , ft) = 0, ^ . ^ ( - l . f t ) - ! , 
1 dvi 

(—1, п) — г, | 
(7) 

/?(1) a s 

i73 ( - 1 , ft) - 0 , г; 8 (1 ,Й) - 0 . (8) 

Функции i/j, г;2, г;3 в дальнейшем будем называть шаблонными функ­
циями. Они являются функционалами коэффициентов р (s), 9 ( 5 ) и / (s) 
и параметрически зависят от ft. 

Полагая в (6) s — —1 и 5 = 1 и учитывая условия (7) и (8), находим 

V! (1, Й) ' t ' 2 (— 1, А) 

п , следовательно, 

» <«> = STFTTI, »<~ 1 } + " ( 1 ) 4 , Г'Г Я<*•П )- ( 9 ) 

Отсюда видно, что нормировка функций v{ и ^произвольна . Положив 
с. (9) s - А . получаем соотношение 

и (А) - Phu ( - 1) + <?Ли(1) + Л \ (Ю) 
коэффициенты которого 

Л' 1 = ft2i?3 (A, ft) - Д * [7 (*), 9 (s), / (.s), A] 

являются функционалами от /? (s), g (s), / (s) на отрезке — 1 s ^ 1, 
зависящими от двух параметров, ft и А или от А л и ftn (ft = 0,5 (Ал + ftn), 
А - — 0 , 5 (ftn - K)ih). 

Чтобы получить разностную схему, вернемся к исходному перемен­
ному я, положив s = Д г + (ж — Ж{) / f t j и учитывая (6). Полученные при 

(t) 
>том значения шаблонных функций будем обозначать через vk(s,h), 

А = 1, 2, 3 . Соотношение (10) примет вид (4), где 

Р) = Ph [р ( s t + s%i), q(Xi+ Д { ] , ( И ) 

Qh

t = <>* [p {Xi + sht), q (xi + shi), A*], (12) 

Н\ = Rh [p (xt + shi), q (xi + shi), f (xi + s i n ) , AJ . (13) 

Из построения схемы (4) ясно, что решение разностной краевой задачи 
Vi = РЬ^г + С Vi + R«' 0 < 1 < N' Уо = и . yN = (14) 

совпадает с решением исходной задачи: 
yt= и (гг.), * = 0, 1, . . .,7V, 

в узловых точках произвольной сетки SN. 
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2. Н е к о т о р ы е с в о й с т в а ш а б л о н н ы х ф у н к ц и й 

Д л я дальнейших исследований нам понадобится ряд свойств шаблон­
ных функций v± (s, %) и v2 (s, %). 

Л е м м а 1. Если q ( s )^>0 , то шаблонная функция vx (s, %) положи­
тельна в интервале — 1 <1 s <^ 1, a v2 (s, h) > 0 — в интервале — 1 <^ 5 < ' 1 . 

Это очевидное утверждение следует из того, что при q (s) ^> 0 все 
собственные значения первой краевой задачи для оператора X* положи­
тельны. По этой ж е причине vx и v2 линейно-независимы. 

Л е м м а 2. Шаблонные функции vx (s, К) и v2 (s, К) удовлетворяют 
соотношениям: 
1) г ^ ( 1 , » ) - v 2 { - i , % ) , (15) 
2) vx (1, П) - v, (Д, %) - v2 (Д, %) = 

А 1 

= Й 2 | г ; 2 (Д, П) ^ q (s) v± (s, %) ds +v± (Д, h)^ q (s) v2 (s, K) rfsj , (16) 
—1 A 

если q (s) ̂  0. 
Заметим, что условие (15) выражает принцип взаимности для обыкно­

венного дифференциального уравнения. Это условие следует из второй 
формулы Грина: 

1 1 

—1 ' ~ 1 

0. 

Чтобы получить формулу (16), проинтегрируем уравнение X*vx = 0 
по s от —1 до Д, а уравнение X*v2 = 0 по s от Д до 1 и воспользуемся усло­
виями (7): 

А 

/ 1 dv{\ 
Ур a*'s=A 

(17) 
1 dv<A *) - — 1 - Й 2 [ qv2ds. 
^ A 

Формула Грина для vx и v2 на отрезках 1 ^ Ц А и A ^ s ^ l дает 
[ / 1 ' ' 

( ^ 1 — V l V 2 ) | 8 = = Д = ^ " ( ^ 1 — ^ 2 ) | S : Х = Щ ( — 1 » Й), 

1 ' 1 
( ^ 2 ^ 1 — v{v2)\ = - r r - ( z ; 2 2 ; ] L — ^ 2 ) ! = V i ( l , f t ) . 

? Р 
Сравнивая эти выражения, получим 

у * * > • ( j £ L - * ( л ' * > ( j £ L = * (1' й)-
После подстановки сюда выражений (17) мы приходим к формуле (16). 

Все эти рассуждения сохраняют силу для кусочно-непрерывной функ­
ции р (s), так как в точках ее разрыва выполняются условия сопряжения 

(^; ) л =(^ж) п -ы,=ы,^1 .2 , 
где индексы л и п соответствуют левому и правому предельным значе­
ниям. 
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Нетрудно показать, что функция Грина Gh (s, t) оператора X* для 
первой краевой задачи выражается просто через шаблонные функции 
v} и v2\ 

( vi(st ft) v2(t, ft) , f 

G (*> t) = { „ ft; ; n 

V z;i ( 1 , ft) 7 "' ' 
если учесть, что 

1 ' 

{v2vx — Z?iV2) = v1{\,%) = v2 ( — 1, ft). 
p 

3. К о н с е р в а т и в н о с т ь т о ч н о й с х е м ы 
Опираясь на свойства табличных функций, установленные в п. 2, пре­

образуем точную разностную схему к виду (2). 
Преобразование удобнее сначала проводить с уравнением ( И ) , кото­

рое в силу (15) можно записать в виде 
и(1)-и(А) u ( A ) - u ( - l ) v1(i1 ft) — У 1 ( А , ft) — г?2(А, ft) - . д . = 

» а ( А , ft) » j (A, ft) ^ (A, ft) г;2 (A, ft) . > ' 
— ^ 2 *i (!» E ) M A » ft) 

z?i(A, ft)v3(A, ft) ' 

С помощью (16) отсюда исключается vx (1, ft). Чтобы записать соответ­
ствующее разностное уравнение в точке х ~ Х{ сетки, мы должны поло­
жить и (s) = и (xt + shi), р (s) = р (xi + s%i) и т . д . , где Х{ — ftiAi-
Заменяя щ на у \ , записываем точную схему в виде 

^ * - $ { т ^ - т к ) - * - * + ' * = 0 - ( 1 8 ) 

где 

Л ? = £ i ( Д , Л ) , В\^р-щ ( Д „ ft{), (19) 
А г 1 

, ft. р _ 1 ft{ Г — г 

/ > ? : ^ fc Y q (Xi + ^ V l ^ ^ ^ + I ST \ ? + ^ 0 ^ 2 (*> Йг) 

(20) 

Ф? = ( ^ i » f + + j ^ ^ j r ) • ( Д « , »*)• (21) 

Л е м м а 3 . Точная разностная схема L^,q^\ определяемая формула­
ми. (18) — (21), консервативна, т. е. 

г i + l 
JB^- = или %(о2 (А, Й) = г?х (Д, Й)»Йц_! (22) 

В самом деле, обозначим 
г г __ _ 

ft) = г?л(^, ft), х = Xi + s%i, Xi = Ж( — ftiAi . 
г + 1 г 

По определению, функции Vx (х, ft) и V2 (х, ft) удовлетворяют условиям 
г-Н г 

F l ( Ж Ь = 0, F 2 (Жг+i, ft) = 0, 
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Применяя вторую формулу Грина к функциям V± (х, Ъ) и V2 ( г , %) \\\\ 
отрезке х\ ̂  х ̂  х-х+\, получим 

0 = J {%»* I - Ib^T) dx = t ^ - V 2 ± = 
: " р dx * р dx \ 

1 1 i *-н 
- К 2 to> Й ) — Й - F l to-и- й« + 1)> 

"г-Н Л г 
т. е. 

1ЦУ2 (ХЬ Гц) = S i+ l^l A i + 1 ) или hi+lB- = ft^HiVi, 
откуда и следует, что 

Консервативность схемы лЦ р ' 9 , / ) означает, что ее можно записать в в и д е 

Нетрудно при этом заметить, что коэффициент А}{ зависит только or 
шага hi = Xi — х^х и не зависит от Йь т. е. от Аг-м.. 

В самом деле, 
Н- г 1-1 

Л - = ~ - 7 г (Xi , hi) j7Vl (Xi), 

i 

где V (x) — ])ешение уравнения 

LiP,q)Vl = 0 
с начальными данными 

= 1. 
x i — 1 

4. Т о ч н ы е к р а е в ы е у с л о в и я т р е т ь е г о р о д а 
Рассмотрим теперь краевую задачу третьего рода. Д л я простоты б у 

дем считать, что условие третьего рода задано только при х = 0, а на. 
правом конце х = 1 по-прежнему задано условие первого рода: 

Lip'qJ)u 0, 0 < х < 1 , (1/р(0)) ю' (0) - он (0) = р х , и (1) - р 2 . (23) 

Найдем точное разностное краевое условие при х = 0, которому удов­
летворяет любое решение задачи (23). 

Введем местную систему координат s= х, liv в точке х = 0. По ана­
логии с п. 1 введем на интервале 0 < < 1 шаблонные функции 
v\ (s, Ах), v.2 (s, hi} ,v* (s, Ax) с помощью условий 

Tv\ = £*v2 = 0, %*v* = - / ( 5 ) , (24) 

^ ( l , * i ) = 0, * £ ( 1 В Л 0 = - 1 , ( 2 5 ) 

4 ( 0 , 7 0 = 0, ^ ( 1 , Л , ) = 0. ] 
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Общее решение у р а в н е н и я %*и (s) = — h*j(s) представляем в виде 

Потребуем, чтобы эта ф у н к ц и я удовлетворяла условию 

- 4 - ^ ( 0 ) - аи{0) 
hlP(0) d * y ' 7 r 

Подставляя (26) в (27) и у ч и т ы в а я условия (25), видим, что 

и (0) = axli (1) -[- А,, 

(26> 

2 / 

где 

1 + / * I | O T 2 ( 0 , A I ) + (s) v2 (s, A,) ds 
(28) 

Ai l*i ~ 4 Ь - ? г - ( 0 ^ г ) К ^ ( 0 , At). 
p(0) rfs 

В о з в р а щ а я с ь к исходной переменной х~ sh, получаем точное крае 
вое условие в виде 

и0 = alui + At, (2D) 
где н„ = и (0), iii = и (xi), а\ = А,, а х и А, определяются по формулам 
(28), в которые подставлены 

q (s) = g (sA x), jo (s) = p (shr), / (s) = / {shv). 
Таким образом, решение краевой задачи 

Lih'(1,nyi = 0, 0 < i < N, у0= alVl + b{, yN = a,. (30) 

где Lh*'**'^—точная схема из п. 3 , совпадает в узловых точках разност­
ной сетки с решением задачи (23): 

Уг = и Ц ) . 
Краевому условию 

и' (1) 
Р(1) 

+ a u (1) == р 2 

соответствует точное краевое условие 

uN = a2uN-x+ А2, 
где 

г г N г. N - j - l 

Ч = U + A# \оуг (s, hN) + hN \ q (1 + sA N ) ^ ( 5 , hN)ds l , 

(31) 

(32) 

(33) 
Г HN d { N ) "1 ( i V ) 

A2 - А ^ р 2 — (0, A i V) j a 2 i?A (0, A^), 

^1 (*> — ш а б л о н н а я ф у н к ц и я , определяемая на интервале — 1 < s < 0 
условиями п р и 5 = — 1 , a v3(s, hN) — условиями v3 = 0 при 5 — 
= —1 и s = 0 . Индекс N означает , что начало местной системы ко­
ординат взято в точке xN = 1. 
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5. Т о ч н а я с х е м а 

Если q (х) = 0, то все шаблонные функции и, следовательно, функ-
шалы Ah и вычисляются с помощью квадратур. 
Точная схема lJh'f) имеет вид 

(34) 

где 

Л\ = -f^k (0, h) = {xi - f sht) ds = -^ ^ p(x) dx, ' (35) 

h 0 ' 
Ф< = F* + T7 A \ P (** + ' ( X i + S h i ) d s ] d t ) ' ( 3 6 ) 

1 1 —1 —0,5 
хг4-0,б 

F\ = ^ ~ ^ / (Ж) б/ж ( # i ~ 0 , 5 = — 0,5/?i). (37) 

Н—0,5 
В самом деле, 

(б , А) = v{ (s) = \ Р (s) ds, v2 (s, h) = v2{s) = \^p (s)ds, 
—1 s 

1 * 

v3 (s, h) = v3 \ P (t)[ \ Ш dh\dt v, {s) -
—l —l 

s t 

- M i ) ^ w f j j m ^ ] * } ^ -
Отсюда следует, что 

4 + 1 

* i + l ~ i + l х . 
dx — 

xi—1 

(38) 
г г * г - 1 

Представим Фг в виде суммы главной части F* и консервативного 
(«дивергентного») добавка: 

Д л я этого слагаемые в фигурных скобках в формуле (38) запишем так: 
хг+1 х x i + l xi+0,5 

if- \ Р(*)[\ fil)dl]dx=-±- \ р(х)[ \ f®dl + Ah 

*i+0,5 

+ ^ fdl\dx=hi+1 J fdx+-J— \ p{x)[ \ m]dx; 
*г+0,5 1 + 1 *i * i+0,5 

x i x xi—o,6 xi x 

•ft] P(*)[\ fd(\dz = h i \ fdx+jn \ PM['[ №]DX' 
4-1 *i—1 * i - 0 , 5 
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В результате получаем в ы р а ж е н и е (36) д л я Фп. Второе слагаемое в 
(36) в классе достаточно г л а д к и х функций р (х) и f (х) имеет второй п о р я ­
док малости при А*—>0: 

Ф? - = О (А*2) (А* = И А4 Jo - ш а х А.). 
K i < J V 

Если положить / — О, то мы получаем н а и л у ч ш у ю каноническую 
с х е м у 

о 

U p ) j / t = = ~ А ( - ^ - ) , .1',' = [ р (х, + shi)ds, (39) 

которая я в л я е т с я точной схемой д л я у р а в н е н и я L{v)u = 0. 

6. О п р е д е л е н и е га а б л о и н ы х ф у н к ц и й 

В общем случае п р и q (х) ф 0 шаблонные функции н е л ь з я непосред­
ственно в ы р а з и т ь с помощью к в а д р а т у р . Однако , в силу аналитичности 
r, (.V, A), ь\ (s, 7ь), v3(s,Ti) относительно АЛ естественно эти функции пе­
чать в виде р а з л о ж е н и я по степеням %2: 

со 

v} (s, %)= 2 vf(s) П-\ j = 1, 2, 3. (40) 

Д л я коэффициентов р а з л о ж е н и я (s) получаем у р а в н е н и я 

~d~s 
1 

ds 
1 dvf(s) 

lp(s) ds 

/=--1 ,2 ; 

= 4 (*) vf~l) (s), j = 1, 2, 3, = 1, 2, 

rf 1 7(*), 

со следующими дополнительными условиями: 
г?(А) ( - 1 ) = if) (1) - zf> ( ± 1) = 0, к = 0, 1, 2, 

4 7 ( 0 ) J j (0) 
^ L . ( _ l ) = l, Д _ ^ ( 1 ) = _ 1 , 

p(—1) P(i) d s 

dv™ dvik) 

^ - ( - 1 ) = - S - ( 1 ) = 0> ft = l , 2 , . . . 
Отсюда находим 

s 1 

—1 —1 
1 1 

i f (s) = ^ ( i ) f ( ? W v<*-»(b)dk 

dt, к = 1,2, 

A = 1,2, 

(41) 

(42) 

4*> (,•) = -Л 
?f> ( i ) l 

dt 

- 0 « » ( i ) \ p ( 0 r U w 

5 Ж D M и МФ, № 3 
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где 
оУ0) (s) = - / (.v), со^ (.v) =• q (s) (*) при к ~ 1 , 2 , . . . . 

§ 2 . Разностные схемы высокого порядка точности 

1. У с е ч е н н ы е р а з н о с т и ы е с х е м ы 

В § 1, п. О, было получено р а з л о ж е н и е в ряд по степеням Тг2 шаблонных 
функций Vj(s,%), / = 1 , 2 , 3 . с помощью которых вычисляются коэф­
фициенты точной схемы. 

Е с л и в р а з л о ж е н и и 
со 

vfah)= £ г?' is) Tr!\ / , , - 1 , 2 , 3 , (1) 

ограничиться конечным числом слагаемых и из ять г, качестве шаблонных 
функций полиномы 

m 

П Г > (s, П) = S 4]
 (-V) • (2) 

то мы получим разностную схему 

коэффициенты которой ^4-\ / )• ' , Ф-г вычисляются по тем ж е формулам, 
что и коэффициенты А \ , D\, Ф - ' точной схемы с заменой функций Vj (s. %) 
полиномами Ilfl) (s, %). 

Построенную таким образом разностную схему будем н а з ы в а т ь усе­
ченной разностной схемой /??-го ранга . 

Последуюшее изложение посвящено выяснению порядка точности 
усеченной схемы. 

2. О р а в и е н и е р е ш с и и к р а з н о с т н ьт х з а д а ч 

Сравним решения двух разностных краевых задач: 

1 / V V . , 

£h ?/i = 4 - A i 7~40 — 7)'??/i = — 0 < i < Л\ ?/0 = Pi , ?/;у = [x2, (5) 

коэффицненты которых удовлетворяют условиям 

0 < Мг < Л? < Л / 2 , 0 < Л/, < Я? < Л/ 2 , 

о < z)• < л /о , о < / ) ; ( < л / л , 

где Л / 1 ? Л / 2 , Л/о — положительные постоянные, не зависящие от сетки. 
Нетрудно по аналогии с [3], где рассматривалась р а в н о м е р н а я сетка, 
показать , что разностная ф у н к ц и я Грина оператора (или Lh) огра­
ничена: 

0 < 0;к < М (7) 
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и омоет ограниченные первые разностные отношения 

£, /с = 0, 1, 2 JV — 1, 

где Л/ — п о л о ж и т е л ь н а я постоянная , не з а в и с я щ а я от сетки. 
Воспользуемся обозначениями 

(8) 

N-1 

-фlo = max 1 ^ 1 , j | i | ) | х = 2 ! ^ |Й Ь Iф 1* - 2 ! Ь ! Л { ) (9) 
0 < г < / \ 

где г|д — любая сеточная функция . 
Л е м м а 4. 1?сли выполнены условия (6) м, кроме того, Ф / , р 1 гг JLX2 ог/?а-

личеньи то 

L — 1 < i - о, 1, 2, v - I. (Ю) 
I '*г+] I 

где М — положительная постоянная, не зависящая от сетки. 
В самом деле, решение задачи (4) определяется с помощью разност­

ной функции Грина : 
N- г 

Уг= S Ga4>£' А, - ^ ^ - ^ l " 1 V ~ V ^ - p 2 , (И) 

' 1 

Разностная функция Грина 

«А 

' A7 •/ -' i 

= L" (12) 

где и Pi — решения уравнения Lf,Vj = 0 с условиями 

« 0 = 0 , ^ ^ = 1 , р* = о, - A ^ - = - i : (13) 

Отсюда следует, что 

1 1 Да АР,- ^l1 A3, 

и, аналогично, 

1 (С, , ч , - <.Ъ • 1 = О (1). 

Поэтому из формулы (11') следует ограниченность А//; 1г.-,. 
Л е м м а 5. 2?сш выполнены условия леммы 4 , т о 

У-У i < Л/ ( М " - Л 7 ' ft + \Dh - />" I, + йф'< - ф " | , } , (14) 
5 * 
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где у — решение задачи (4), у — решение задачи (5), М — полом ительш 

нал постоянная, не зависящая от сетки. 
Д л я доказательства леммы составим уравнение для разности z = у{ — у, : 

г . „ - _ { « « - * ? , + . £ - 4 ( ( J , ^у.*) 

- (1)) ~Wh ZQ ZS - 0. 

Отсюда находим 

--= 2 ''/А* { - (/>£ ~ Щ ук -: (ф£ - ф£)} -
к • 

А - 1 . 

так как 
N-1 Л - ] 

2 Gu-Avk= - 2 (G£, , 4 . t - Gi f fr) - t ^ - 0 при А: О, Д Г ) . 
i = i fr=n 

Чтобы получить неравенство (14), надо воспользоваться ограниченностью 
функций у{, Gik и их первых разностных отношений. 

Обращаясь теперь к точной и усеченной разностным схемам, в силу 
леммы 5 будем иметь 

(т) ('"'А^. <>>0 О») 

1 ? / - к1| 0 < М { |i .4" - Ah$ -f 1 />' г / ) Л 1х + 1 Ф" — Ф' ! II,}, (15) 
(т) 

где и = и (х) — решение исходной задачи, а / — решение разностной 
краевой задачи 

т. .. (т) 

ьг>{)
 / - 0, 0 <f / • ".V, 

т. 
где Lh

p,q — усеченная схема (3) m-го ранга. 
Чтобы оценить погрешности в коэффициентах схемы, стоявших в пра­

вой части формулы (15), необходимо оценить разность 

V j (s, П) - П ( / П ) ( 5 , Tl) = Й 2 Т + 2 ( ^ ш + 1 ) ( 5 ) + ( . 9 ) - [ • • - ) = 

- / ^ " ^ Q . W M ) ( , S > , й). (17) 

3 . О ц е н к а о с т а т о ч н о г о ч л е н а в р а з л о ж е н и и 
ш а б л о н н ы х ф у н к ц и й 

Обратимся теперь к доказательству ограниченности при любом т ^> 0 
функций 

Q ! . m ( 5 , й) = 2 г ; - т + 1 + / ° ( 5 ) ft**, 

/ = 1 , 2, 3 , ° т > 0 . ( 1 8 ) 



Однородные разностные схемы 

Сначала покажем, что д л я Й (

1

т + 1 ) (s, К) и й 2 ' т ' г 1 ) й ) выполня­
ются неравенства 

[х (1—*)J2 
(19) 

( 2 m + 1 ) ! ' 

Г д е х — J / Ж 2 Ж 3 , iVi —- некоторая положительная постоянная , завися­
щ а я только от Мъ М2 и М3. 

В самом деле, учитывая у с л о в и я (41)—-(42), § 1 , д л я vW (s), получаем 

ds LP И (Is q (s) ay" (s, ft) 

ИГ " ( - 1, ft) = % - ( - 1, ft) = О, £4'»+» (1 , Л) = (1. Л) = 0 . 
^ Отсюда находим 

Q<r"-'J>(*, Л) = \ Р (/) [ \ q (л) (A, ft) dX dt, 

Q f " H i (*•, ft) - ^ p (t)
 Qt" %) d X \ d L 

Учитывая затем условия M i < ; p ^ M 2 , g M3, будем иметь 

—i — i 
L 1 

a;.'" ' ' (.v, Й) ^ x- \\ < > , " " ( / , Й) </л«//. 
(20) 

Нетрудно показать, что для Qf} (s, К) = v,(s, к) справедливы оцен­
ки вида 

а { 0 ) (s, ft) < М% (1 + s), У| 0 ) (s, ft) С , Л/х (1 - «). (21) 

Из (20) и (21) следует (19). 
Обратимся теперь к функции 

v3 (s, ft) = Н Г (s, Л.) + ft*»+*a<"' H){Sf h)> (22) 

где 11дт) (s, h) = 2 4Л) ( 5) — полином степени m относительно £ = ft2. 
A-=0 

Вводя функцию Грина 

Gh (s, t) = 

v\ (t, h) v2 (s, h) 
(23) 
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представим решение краевой задачи 

&*V3 = ~ / (>) : V3(+l, К) - О 
в виде 

v3{s,%)= \ Gn(s,t)f(t)dt. (24) 

-л. 
Учитывая затем, что функция l/vL (1 , Тг) аналнтична в некоторой области 

ъ \ ̂  ъ о комплексного переменного £ r z z ft2> нетрудно убедиться в а н а л и ­
тичности функции Q (

3

m + 1 , ( . s , ft) д л я достаточно малых Й < Л 0 . Отсюда сле­
дует ее ограниченность: 

^ ) ; < ^ Д ft /*0> (25) 

где М — п о л о ж и т е л ь н а я постоянная , н е з а в и с я щ а я ни от ft, ни от номера т . 
Т а к и м образом, оценка вида (25) имеет место д л я всех шаблонных 

функций 

4. Т о я и о с т ь у с е ч е и н о й с х е м ы 

Д л я г о ю чтобы определить точность усеченной схемы, т. е. оценить 
{гп) 

норму || г//1 — к | | i , найдем сначала величину погрешности, допускаемой 
при замене шаблонных функционалов 

Ah \р (s), q (s), Д ] , Фи [р (s), g (s), / ( 5 ) , Д] , / У lg (*), р (s), А ] 
( т ) (г/г) ('/') 

точной схемы функционалами А ] \ Dli , Ф / 1 усеченной схемы. 
Рассмотрим сначала разность 

A h - A h = \ \vx (Д,й) - Е.< т )(Д, ft)] - ft2m+2Q[m^(A, ft). (26) 

Из оценки предыдущего пункта , а такяче из условия (Н) (§1 , п.1) следует , 
что 

(т) 

— 4 / 1 | < М ( А * ) 2 т Л (27) 

где М — полоячительная постоянная , не з а в и с я щ а я ни от сетки, ни от т. 
{т)н 

Разность D — D представим в виде 
(т) 

D h - D h ^ 

гд(Д, h) 
—1 i ' "1 

\ 9 (,) 0 Г + 1 > (,, ft) de- - ^ р ^ р \ ?(*)ПП«. Л) Л • (28) 

В силу ограниченности снизу р (х) ;> МL >0 имеем v, (Д, ft) ^ 0 ; 

nf ' (A, /г) > М х > 0 , / = 1 , 2. 
Учитывая затем, что Q j m + 1 ) ( s , ft) <[ М 0 (/ = 1, 2), g < М 3 , получаем 

\Dh - S'1 j < (А*)-" , + 2 = Л/•(/г*)2"' + \ (29) 
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(т) 

Аналогично поступаем и при оценке погрешности Ф' 1 — Ф\ где 

ф " - ( h 4 ) h + - 1 7 ( b ) - + - d b r ) / г )' 

Ф'1 = ( » $ ~г - - r 7 f r ( b r + ^("ДТАГ) 1T»W> ( А ' H )-

И результате приходим к оценке типа (27) или (29): 

; Ф - Ф' | < Л/ • ( f t * ) 2 m f 2 , /г* -С /?0. (30) 

;'ч»л л о м коэффициенты у> (&•), a (s) л / ( я ) являются произвольными 
' • >5 2 И n-lU 4 1 ре р ыв н ым и ф у и кц и ям и. 

«. ' 21 , (1:;:), (.V>) м леммы 4 е/к'дуег 
< о . м а. Усеченная разностная схема т-го ранга (т 0) имеет 

.h L,<-% поряооп точности при || ft ̂  /г* -> 0 б1 классе ( ) ( и ) кусочно-
"41 <>р'.и,>л,' с функции р (.г), # (ж), / ( ж ) //а л.чюой последовательности 

'. < 4if s сеток. аОовлетсоряюищх условию 

(|- <;, . г . . (Н) 

' '//•'. /' -!--к]ими, 

: ; / / « ' //(,;„ Л 7 ; | / / ; Г ' Л ; Л (31) 

' - . < : . М и ft,, - положительные постоянные, не зависящие ни от 
п\!> / г . чи от выбора сетки. 

х л о ч л а и я . 1. г1 еорома сфор A-J у: i и р ова и а для первой" краевой задачи, однако 
- i р а е ч р о п р ui.».i» в на случай третьей краевой задали (п. 5). 2. О р остей-

м . »'» («ж слем hi ян.шптея схема нулевого ранга, обеспечивающая второй 
>. ,> • , т, • * ос J 1 в !«(«<(' ( / ( М для любых сеток, у до в.: i е. т поря ющи х ( И ) . 

: с ' а^лопные функционалы определяются формулами 

л ! я ( » J - - 1 \ v (л <i« = ( А ) 4 , <•<" и - \ р (л г/»-, (32) 
-1 

l'p {s), q (.v), / > ) , Л] (»U i v vf (A), (34) 

где 
i 

' Т ( Д ) = \ p{s)ds, 

•\ I A t 

'''Г (A) ^ - f f " (A) J * (0[J 7(*)«&]* - '10)
 (1) \ "/>"<<) [$7(*)Л]л}. 

T] S"' —1 ' I. —1 '"--1. 

(n; (o) 
При этом функционалы А и не зависят от ft, т. е.. являются каио-

и и ясскими (см. 11], [2], 13]). 
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5. У с е ч е н н ы е р а з н о с т н ы е к р а е в ы е у с л о в и я 
Рассмотрим теперь краевое условие 3-го рода 

1и и' ф) ои (0) = p t (35) 

и соответствующую краевую задачу 

Liv' °'' п
 к = О, Ы = р 1 ? и (1) = р , . (36) 

В п. 4, § 1, было показано, что точное краевое условие при х — О имеет 
вид 

У1 — Уо 

Hi = Hi 

— г/о - г j я (sh*) Г , 2 (5> / г 0
 ds j ^ Hi (37) 

(38) 

Заменяя в (37) шаблонные функции г;2 ^г) и г\* (^ ^i) полиномами 
ni m ) (s, fti) и I I * ( m ) ( s , /гт) степени Чт относительно %, получим усеченное 
разностное краевое условие m-ro ранга 

т }[[ 

4.7 - Hi-
Нетрудно убедиться в том, что 

Hi — Hi = 0 (hT~'rli), Inu — lull = О (ftf 1 ~ r 2 ) . 

Отсюда следует, что решение разностной краевой задачи 

^ 2 L ^ ' - ' ^ O , 0 < 

с усеченной схемой L ^ ' q ' и усеченным краевым условием m-го ранга 
имеет точность (2т + 2)-го порядка относительно решения краевой за­
дачи (36), 

Усеченное условие нулевого ранга имеет вид 
Уо = ViVi + Цъ 

где 

{l + M i [ c 

4 i 

о о 

/? (ж) d r , 

о о 

Это условие можно заменить эквивалентным ему по точности, но бо­
лее простым условием 

vi = {1 + thp0 (а + 0,5 Ago)}" 1, r, t = hp0\L ( p x — 0,5/гд 0). 
Поступила в редакцию 

3. 03. 1961 
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