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При использовании метода конечных разностей для решения диф­
ференциального у р а в н е н и я одной из главных теоретических задач я в ­
ляется выяснение вопроса о сходимости выбранной разностной схемы 
п р и неограниченном дроблении разностной сетки. 

Разность % решения у разностной краевой задачи и решения и соот­
ветствующей задачи для исходного дифференциального у р а в н е н и я обычно 
удовлетворяет неоднородному разностному уравнению с однородными 
краевыми и начальными условиями . П р а в а я часть г|з этого у р а в н е н и я 
означает погрешность аппроксимации для разностной схемы на решении 
// исходной задачи. 

Вопрос о сходимости разностной схемы сводится к оценке функции z-
слодующего вида: 

| | 2 | | 1 < М И | 2 , (а), 

где jj jjj и j| || 2 — некоторые нормы, М — положительная постоянная , 
не з а в и с я щ а я от разностной сетки. 

В последнее время появились работы [1], [2], посвященные априор­
ным оценкам д л я простейших разностных аппроксимаций дифференци­
ального у р а в н е н и я параболического типа. 

Особый интерес к априорным оценкам вызван появлением разностных 
схем, для которых принцип максимума , вообще говоря , не имеет места. 

П р и изучении сходимости разностных схем в классе гладких коэф­
фициентов асимптотические п о р я д к и аппроксимации и точности обычно 
совпадают, т. е. 

N i < M | i n , 
где \\ z |} х — max j z I, (i) / t — разностная сетка. 

В случае ра зрывных коэффициентов это утверждение , вообще говоря , 
позорно (см. [3] , [4], [5]). В окрестности р а з р ы в а коэффициентов раз ­
ностный оператор, вообще говоря , не аппроксимирует дифференциальный 
оператор. Поэтому применение принципа максимума при изучении схо­
димости исключено. Н у ж н ы другие априорные оценки со специально 
выбранной нормой || ф |J2. 

В статье [3] на примере схем д л я простейшего уравнения 

'<*'"Пи ихIк(-'-')'!/'!]'"чм" • / и «» 
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было показано , что сходимость в классе разрывных коэффициентов еле 
дует из априорной оценки вида (а), где 

! i I 

/V i 

А п р и о р н а я оценка в [1] получена в предположении «дифференци-
руемости» то х разностного аналога коэффициента теплопроводности. 

В § 1 дается вывод аналогичной априорной оценки, свободный от 
указанного ограничения, что позволяет пользоваться оценкой и в случае 
стационарных (неподвижных) разрывов коэффициента теплопроводности. 
П р и этом мы рассматриваем разностную к р а е в у ю задачу с к р а е в ы м и 
условиями весьма общего вида. 

В § 2 пслучена и н т е г р а л ь н а я формула , которая позволяет получать 
априорные оценки в предположении л и ш ь ограниченности сеточных 
функций—коэффициентов у р а в н е н и я . Эти оценки справедливы д л я слу ­
чая осевой симметрии п с л у ч а я сферической симметрии. Н о в ы е а п р и о р н ы е 
оценки я в л я ю т с я эффективным средством д л я доказательства сходимости 
п оценки точности разностных схем г. классе ра зрывных коэффициентов. 

Однако вопросы сходимости и точности различных разностных схем 
будут рассмотрены отдельно. 

§ 1. П е р в а я анриориан оценка 

В этом параграфе мы получим априорную оценку для шеститочечного 
разностного уравнения в предположении «дифференцируемое™» коэф­
фициентов уравнения и краевых условий. 

1. О б о з н а ч е н и я 

Введем необходимые определения и обозначения. 

Пусть Д = (О С х < 1, О С I С Т) — основная область. Покроем 
ее разностной сеткой с узловыми точками (хи *:>)< где x-t г- /г, 
i = 0, 1, 2, . Дд h = 1/ЛГ, Ц > / . т , / = 0, 1 , 2 , . . ., L, т = TIL. 
Обозначим coy сетку по х, т. е. совокупность точек a v - - = О, 1, . • ., 
i --- x/h, a со-— совокупность точек lу / ' • r , / ' = 0, 1, . . . • / = 2/т. 

Тогда Qhz со* X col. Обозначим L2/(T совокупность внутренних точек 

(О- tj) области для которых 0 •< I < iV, 0 << / <^ // . 

Пусть 5- или z (.Ti, /,) — некоторая сеточная функция , заданная на 

сетке Q/ i T . 
Д л я упрощения записи будем всюду опускать индексы i и / и вместо 

писать просто z или z (х, t), помня о том, что здесь (х, t) — у з л о в а я 
точка сетки, т. е. точка множества Q / t~. Не будем т а к ж е отмечать зави­
симость сеточных функций от сетки и будем писать z вместо zh

 или z(h>т). 
Д л я разностных отношений примем следующие обозначения: 
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2 \ роме того, будем писать 
z z (г/;, / — т), z ~- z (х, t г t ) , 

- z (х — Л, 0, - ( ; и = s (х + //, О-
.! >ы ражение 

A(alVzi) 4+1(4^~^-4(4-4-1) (Azt - V 2 H . , = - r r i — Si) 

помощью этих обозначений запишется в виде (az-.)^. 
В дальнейшем мы встретимся с различными суммами, взятыми по 

отке со* или по ее части. Д л я них также используем безындексные обо­
значения 

-V —1 

(ф, я|>) ^ ф^ф, /г, (ф, ф] - У ф.'фг/г; 

v -1 

1ф> Ф) 2 ^ ' 2 Ф*ЛМ'-; 
Г О О 

I 

- у ; щ (к*) - V | 

где q , и гр̂  — произвольные функции, заданные на сетке to' t. 
Д л я а п р и о р н ы х оценок используются нормы 

Ж | 0

 [ 1 Ш Х 1̂ 1, !)Ф ill ! Ь 
О <i<. v 

Ж!* ^ (ф, Ф ) Ч №h ^ \\4h> 

1 < JW < ; 5 / 2 , ]i ф j!« --- |i In (1 ./x) ф ||2, I; ф jj., - max |j 

a 0, 1, 2, 3 , 4, 5, 0. 
( О ч е в и д н о , что | j 3 С j| ф) г, С jj aj) | | 2 jj ф jj0. 

2 . Р а з н о с т н ы е ф о р м у л ы Г р и н а 

Пусть ф и ф — произвольные сеточные функции, определенные на сет­
ке ш<1>. 

.11 ользуясь тождествами 

(ф'Ф)х- ^ фФл- + Ф ( ; Пф.с = ф (" ; , ;фл: "Г Ффу, 
Ф («ф л.) л. = Н Ж Ж — а{+1)Ч>хЬ> 

нетрудно убедиться в том, что справедливы разностные аналоги формул 
Грина для оператора L / (i|) — (ai |)-) v : 

1) первая формула Грина 

(ф, L$) - — (ая|з-, ф х ] + ^ Л Ф Л Ф Л , v — «1фо^ л , 0 ; U) 

2) вторая формула Грина 

(ф, /^ф) - (г)), £ / ( Ф ) - a i V (qn|b - ф ф - ) д ? - а А (ф^Л. - ярфл.)0. (2) 
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В данной статье часто используется п е р в а я формула Грина , а т а к ж е 
формулы суммирования по частям: 

(ф> ЦХ) = - (Ф> ФЛ:1 + ( ф Ф ) л — Ф 1 Ф 0 , (3) 

(ф» - Ж Ф л) + Ф л Ч : л , ~ (Ф^)о- ( 4 ) 

3 . П р о с т е й ш и е н е р а в е н с т в а 

Л е м м а 1. ДЛЯ любой функции ф , заданной на] сетке о)} 1 ,

1 илсееи*: 

ф 2 (ж) < + 2% + % ( ф - , ( а ) 

Ф 2 (х) ^ ;2ф^ - г 2 ( ф л , ф Д , (б) 

ф 2 (х) + 2 ( % , Ф , Ь .(в) 

Д л я доказательства , например , неравенства (а) леммы надо воспользо­
ваться тождеством 

ф (х) = (1 - х) 2 Щ* ( х > ) - * 2 А г М * ' > + (1 - 4 * Ф Л 

0 • л ' ;.v л- ..v' ; 1 

и неравенствами 

(А 2 1>* (*'))*<* Ц И г Д ^ ' ) - (A v ч>д*'))3 < (1 - *) 2 **£<*')-
«0-<x '<x 0 < x ' < x х < х ' c:i . v < x ' < 1 

В частности, если ф 0 = i |) v — 0, то 

Ф 2 ( ^ ) <
 Л!Л%> Ф Л :1 . 

Л е м м а 2. Если сеточная функция ф (х), заданная на со£, удовлет­
воряет условию tyN = 0, т о имеют место неравенства 

(*)<g^r(*-г 4)~<Н'~1>((х- -г)" Ч\' 1 < т < 2 > ° < х < 1 

V (*) < | 2 + In — i y j ((ж - -J") ' Щ ' Т = 1' 0 < ;/; < 1 • 

I! 'Г l£ < ( 2 _ w ) ( / w _ i y - ( ( * - - j - ) , - 1 <s ' " < 

В самом деле, 

х < х ' < 1 . г < х ' < 1 

если учесть , что 

2 А ( . Г ' - ; - ~ ) /тг — 1 
х < х <г 

/г ч—»г 2/?г — i / /г \—(m— i) 

Если фд• =f= О, то в ы р а ж е н и я , стоящие справа в неравенствах лем­
мы, надо у м н о ж и т ь на 2 и прибавить 2г|) 2

у. 
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Д л я преобразования произведения в сумму при построении м а ж о ­
рант мы пользуемся неравенством (см. [6]) 

}'[ х? < У луг,,, где хк > О, v , > 0, ^ v k I.. (5) 
/г 1 j/f 1 А --1 

4. Р а з н о с т н а я к р а е в а я з а д а ч а 

В основной области Q,.T = со^ X (o{t

T) рассмотрим краевую задачу 
для уравнения , являющегося разностным аналогом дифференциального 
уравнения параболического типа 

pZj-OL(az-)x- (1 - u) (az-)x W(a) на Q,1T> (6) 

где а — числовой параметр , 0 < сс 1, 

WIA) = aW + (1 - а) ¥ - f ф, ¥ - (6z).v + cz- - j - г/г. (7) 

Искомая функция 2 , коэффициенты р, а, /д с, g, а т а к ж е г|) я в л я ю т с я 
сеточными функциями, заданными в основной области QL- и з а в и с я щ и м и , 
вообще говоря , от шагов сетки h и т. Однако для упрощения записи мы 
>ту зависимость не указываем . 

При х = 0 (£ = 0) и ж 1 (t = N) заданы краевые условия 

ua< : i > z v + (1 — а) а<+ 1>я л = <£xzt Н а о ^ ; (1 — а) б ^ , х = 0 (i = 0), 

was- - f (i — a) az- — # 2 z r
 А А 2 2 " 0 a ) °tz > x = 1 (г — Л г), 

коэффициенты которых с£к и a f t (/с ^ 1, 2) ^ я в л я ю т с я функциями, 
ладанными на сетке соЗ и зависящими, вообще говоря , от / г и т . 

Отметим, что краевые условия такого вида я в л я ю т с я разностным ана­
логом краевого условия д л я дифференциального у р а в н е н и я 

(п ди ди 
dt dx ' 

где Ш = Ш (t), а = a (t), \р ~ a (t) — некоторые функции t е [0, Т]. 
Т а к о й же вид (8) имеют разностные краевые условия повышенного 

порядка точности, соответствующие краевым условиям 3-го рода для диф-
ференциального уравнения теплопроводности. 

В начальный момент функция z удовлетворяет условию 

z = 0, f = 0 (/ - 0). (9) 

К р а е в о е условие первого рода z = 0, например при х = 0, может 
быть получено формально из (8), если положить a — 1 и совершить пре­
сс льыый переход при о, -> ос (считая все остальные коэффициенты огра­

ниченными). 
Линейное уравнение (6) получается д л я погрешности z = у — и 

{у — решение разностной задачи, и — решение задачи для дифферен­
циального уравнения) не только в случае линейного, но и для нели­
нейного у р а в н е н и я параболического типа. 

В данной статье, однако, нас не интересует происхождение уравне­
ния (6) и с в я з ь его коэффициентов a, b, р и др . с коэффициентами исход­
ного дифференциального уравнения . 
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5. У с л о в и я д л я к о э ф ф и ц и е н т о в 

Мы предполагаем всюду, что коэффициенты разностной краевой за­
дачи (6) —(9) удовлетворяют условиям: 

Kj) сеточные функции р и а ограничены снизу положительной посто­
янной, не з ависящей от h и т: 

Р >• Л / 0 > 0, а > М0 ; 0; 

К 2 ) сеточные функции 6, с и q ограничены по абсолютной величине 
)юстояннымп, не зависящими от сетки (т. е. от h и т): 

<П< Mi, М < с * ; 

К 3 ) все коэффициенты Щк, ак (к == 1, 2) неотрицательны; 
| - К 4 ) по к р а й н е й мере один из коэффициентов ак (к = 1, 2) ограничен 

снизу положительной постоянной о^, не з ависящей от /г и т . 
Отсюда следует, что невозможны случаи, когда одновременно ах 0 

и о2 = 0, а также од —» 0 и а 2 —> 0 при h 0 и т—> 0. 
Условимся в дальнейшем любую положительную постоянную, не 

з а в и с я щ у ю от h и т, обозначать М. С т р у к т у р у постоянных М, их зави­
симость от других постоянных, к а к правило , не будем у к а з ы в а т ь . 

Нетрудно заметить, что справедлива 
Л е м м а 1*. Если выполнены условияК^ К 3 , К 4 , то для любой сеточной 

функции v, заданной на сетке со1, имеет, место неравенство 

v1 < Л/Л 
где 

I = axv'l -:- a:lr\ - (a, (г?-) 2]. 

6. И с х о д н а я ф о р м у л а 
П р и оценке решения задачи ((">) — (9) существенную роль , к а к мы уви­

дим, будут играть свойства «дифференцируемое™» сеточных функций 
а (х, t), Ъ (х, t) и р (х, t). 

В п. 7 будет получена априорная оценка для z по норме || ||0 в предпо­
ложении, что сеточная функция а (г, t) удовлетворяет в области Q / ( T 

условию Л и п ш и ц а по t, а сеточная ф у н к ц и я b(x, t) — условию Липшица 
по х\ иными словами, разностные отношения а- и Ь- ограничены: 

К 5 ) ; а г j < Л/, | 6 - | < М . 

Перейдем теперь к выводу основного тождества, с помощью которого 
будет получена а п р и о р н а я оценка 

Ч!о < м II 
У м н о ж и м обе части у р а в н е н и я (6) с к а л я р н о на xz-: 

т (р, 4) - «т ((«*-)„ :•-) - (1 - а) т ((az-)x, zT) = х ( ¥ < а \ * 7 ) . (И») 

Д л я преобразования второго и третьего слагаемых левой части восполь­
зуемся первой разностной формулой Грина: 

—ах {{az-)y, zf) — ( i — a) (((iz-)x, zj) = а (a, z|] ~ I 1 — а ) ( а ' "~ 

- ( а а - (1 - а) a, z-z-} -~ тг - Q (аа<+% я + (1 - a) £<+«* ж ) 0 -

- Т2 - Л . (а«л- + (1 - a) Yz-x)N. (II) 
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Учитывая затем краевые условия (8), находим 

TZT> о (aal+»zx + (1 - a) a<+D^) 0 -

T # I 0 ) 2 + аа^ 2 , - (1 - а) а г / 2 _ ( а а 1 _ . (1 а ) <тх) z 0 z 0 , 

- Т 2 П Л . (aflz- -f- (1 - o)az-)N -

== т ^ 2 (z- Y ) 2 + а а 2 4 - (1 - а ) а 2 % - (аа 2 — (1 - а ) o2jzNzN. 

Подставив эти в ы р а ж е н и я в (11) и затем в (10), получим исходное тож­
дество 

т [р, 41 -[- al = т ( Y ( a ) , z T ) + (1 - а) / + <?, (12) 

где 
I = (а, z\] + orf + а 2 ^ , (13) 

IP, 41 = (Р' 4 ) + * i ( 2Г,о) 2 + *« (*г ,* ) 2 ' (Н> 

(см. — (1 - а) a, z-z-] + ( а а х — (1 —а) z 0 z 0 + ( а а 2 — (1 — а) a2)zNzN9 

В случае первой краевой задачи, когда вместо (8) заданы условия 

- о при х = 0 и я = 1, соотношение (12) принимает вид 

, 4) + а / = т ( ¥ ( а ) , z r ) + (1 - а) / + (аа - (1 - а) а , z-z-l (12 ' ) 
г д е 

/ - (а, 41. (13') 
Оно может быть получено из (12), если положить z0 = z = 0. 

Д л я оценки в ы р а ж е н и я (? в формуле (12) нам потребуется следующая 
Л е м м а 3 . Если функция g (t) ^> 0, заданная на сетке 

i , ]/а овлетво ряет у слов то 

! ? Г | < Л / Д ^ | ; (15) 

то имеет место неравенство 

! (ag — (1 — a)g) г;г?|< 

< y ( i 2a - 1 j + (1 - a -h ! 2a — 11) Мгх) (gv* + (16) 

где v — произвольная сеточная функция на со .̂ 

В самом деле, замечая , что Vg ^ V~g (1 + Мхт), можно написать 

j ( a g _ (1 - a) g) vv\ = I ((1 - a ) (g - | ) + (2a - i) g) vv\< 

< (1 — a) M^KGG j от I + j 2a — 1 I (1 + M\x) V gg\ v v \ . 
Отсюда и следует оценка (16), если учесть, что 

]Xgg^v\ < - | - ( ^ 2 +gv*). 

Нетрудно заметить, что д л я функции а условие леммы 3 выполняется 
в силу условий К , и К 5 . 

Потребуем, чтобы од и ст2 удовлетворяли условию (15): 
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Тогда, в силу леммы 3, мы сможем оценить выражение Q в формуле (12): 

| Q | < -±- (| 2а - 1 | + (1 - а + | 2а - 1 |) Мхх) (I + h (*7) 

Отсюда и из тождества (12) следует неравенство 

2т[p.zf] + (1 - аМгХ) I < (1 + аЛ/,т) Г + 2т z f ) , (18) 

если 0 ,5 <С а <J 1. 
Преобразуем теперь выражение 

0F ( e \ 2 f ) = а ( ¥ , s f ) + (1 - а) ( f , z f) + (ф, z r ) , 

где ¥ — (6z)- -г С 2 - + qz. 

Поскольку коэффициент Ъ удовлетворяет условию К 5 , то можно написать 

| (¥, zT) \ < (| &<-*> + с) z - | + | (</ + й_) 2 |, | г г |) < 

< Л/ {(*-, 2 - ) + (z. г)} + ^ - ( Р , <=) 

-или 

Z r ) | < i / . / + _ L - ( p , ( z r f ) , 

если при этом воспользоваться условиями К 1 ? К 2 и неравенством 
1 1 

| uv | <; Аи1
 - f — гЯ, 

где 4̂ > 0 — произвольное число, а также неравенством Коши — Буня-
ковского и условием К 4 , которое дает 

(z, z) < А / / (лемма 1*). 

Учитывая неравенство 

К * . * г ) 1 < 1 Г , 1 ^ + 4-<Р' ^ ' 

преобразуем тождество (18) к виду 

т [Р, ( z r ) 2 ] + / < / + М*• х (I + I) + J I || г|>%. (19) 

Если т достаточно мало, так что т <^ т 0 , то отсюда следует, что 

/ < х / + ^*-х\\Щ где х = (20) 

7. А п р и о р н а я о ц е н к а 

Решим неравенство (20) с начальным условием 

/ ° = 0 при г = 0. 

Последовательно применяя неравенство (20), находим 

*<h?>™^*Wb<M^w\> ( 2 1 ) 

или 

V < M | | ? f | 2 , если т < т 0 . (21') 
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В силу леммы 1* заключаем: 

И | 0 < М [ 2 t№*'|g]V\ или И1о<М|Ж|2. 
J ' = I 

Тем самым доказана 
Т е о р е м а 1. Для решения разностной краевой задачи (6)—(9) при 

достаточно малых х ̂  х0 имеет место априорная оценка 

\\AV<M[ 2 t щ , ^ " ] 7 , , 0,5 < а < 1, (22) 

или 
Ь\\о<МЩ\2> (22') 

если выполнены условия — К 6 . 
Из приведенных выше рассуждений ясно, что теорема верна и для пер­

вой краевой задачи. Доказательство при этом упрощается. Всюду сле­
дует формально положить z0 = zN = 0. 

8. З а м е ч а н и я 

1. Если первоначальная функция z\t^0 = ф (х)ф0, то, как нетрудно 
показать, справедлива априорная оценка 

о 

II 4 > < ^ { ( 2 * № ' ! 2 ) 1 / 2 + ( / 0 ) ' / 2 } - г Д е Р = ^ + <ЗД>5, + (« («. 0), (Ф-)2] 
j ' = l 

2. Условие | а ^ - | ^ М (К 5 ) не исключает возможности наличия не­
подвижных разрывов сеточной функции а (я, t) при h - » 0 , т. е. разрывов 
при фиксированных х = const для всех te(o?\ В [ 1 ] , [2] априорная 
оценка (22) получена для случая а = 1 в предположении | что 
исключает случай неподвижных разрывов коэффициента теплопровод­
ности. Если а имеет разрыв на некоторой линии х = rj (i) ( г ) - ^ 0 ) , т о 
условие К 5 может не выполняться. Такой разрыв мы будем называть 
косым или подвижным. Д л я случая косого разрыва нужны более тон­
кие оценки при единственном условии: 0 <С Мг <^ а <^ М2 для коэффи­
циента а. Этому вопросу и посвящен § 2 . 

3 . Если при х = 0 и х = 1 заданы неоднородные краевые условия 

аа<+1> z x + (1 — а) а(+1> z x = # х zT + aaxz + (1— а) аг z — р ь х = 0 (i = 0), 

ошз- + (1 — а) az- = — &2zT — aa2z — (1 — а) а 2 z — р 2 , ж = 1 (* == ЛГ), 
то теорема 1 сохраняет силу, если вместо ||г|)|| написать выражение 

так что 

| | z | | » < M 2 т | | ^ ' | 

6 Ж В М и МФ, № 3 
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4. Рассмотрим дифференциальное уравнение более общего вида 

Р = ^=г W (г"" 1 Hr.t) + I (b (г, t)rn-i и) + qu (г, t) + f. 

При п = 1 получаем одномерное уравнение, значение п = 2 соот­
ветствует случаю осевой симметрии, а п = 3 — случаю сферической сим­
метрии. 

Вводя массовую переменную х — гп, перепишем уравнение в виде 

p-w = UxmkW + rJxmbu^ + qu+f' 
2(и — 1 ) п ^ ^ 4 где т = —х——, 0 < m < у . 

Разностным аналогом такого уравнения является уравнение 

P z r - a (Az-)x - (1 - а) {А%)х = ¥(о), 

где 

¥(а) = aV + (1 - а) f + ¥ = (£zfe + ? z , 

^ - ( х - » ) - . . , 

В краевых условиях (8) коэффициент а следует заменить через А. 

Если а удовлетворяет условию К 6 , то и А удовлетворяет этому условию. 
Поэтому все рассуждения, приводящие к неравенству 

сохраняют силу. При этом I (t) выражается формулой 

/ = CL4+ a2z% + (A, z\}. 

Пользуясь леммой 2 , можно написать 

И | 2 < Ш , 0 < т < 2 , 

и мы получаем оценку 
з 

\\*\\1<М 2 tllVlll, l < m < 2 . 
i ' = i 

Кроме того, мы имеем 

*<м(х + ±у*-\ тф1. 
Еели т = 1," то мы получаем 

* + У 

и, следовательно, имеем априорные оценки: 
1 ) если т 1 , то 

]z |g<MA- ( m - 1 > fj$||», 
2_ 

( | z | M ) p < M f f i 2 , Г д е 2 < р < 5 Г | п : 
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2) если т = I, то 
(\zf, i ) 1 * < М Р | | ? | | 2 , 

где р ^> 2 — любое число. 
Возможно, что эти оценки могут быть улучшены. А п р и о р н а я оценка, , 

аналогичная (22), имеет место и для решения диффзренциального у р а в ­
нения параболического типа, а т а к ж е для схемы Роте и метода п р я м ы х . 

§ 2 . Вторая априорная оценка 

В этом параграфе будут получены априорные оценки в случае четы-
рехточечного разностного у р а в н е н и я (а ^ 1) без предположения о «диф­
ференцируемое™» коэффициентов а и Ь. 

1 . К р а е в а я з а д а ч а 

Рассмотрим разностную к р а е в у ю задачу (4) —(9) § 1 для четырехто­
чечного у р а в н е н и я (а = 1): 

Pzr — ( а -х) .х я-* = (bzk + c ' z x + У> ( l ) 

— az- - (£2zT + c r 2 z , x - 1, / E O ) T

T ; (2) 

z\t==0 = 0, x€£col, (3) 

Будем предполагать , что функции р, а, </, /; и с, определен­
ные на сетке Q h T» и функции <Ек ж вк (к = 1, 2) , определенные на сетке 
со?, удовлетворяют условиям Ki — К 4 , и, кроме того, потребуем выпол­
нения условий 

к т ) | ^ т К м ^ ь / с = 4 ' 2^ 
К 8 ) I p r K ^ i . 

Введем новую функцию л . п о л а г а я 

z=l(l+M.Tf(tei(uT), (4> 

где М — п р о и з в о л ь н а я п о л о ж и т е л ь н а я п о с т о я н н а я . 

Д л я функции z получим следующую к р а е в у ю задачу: 

pzr — (az-)x + qz = (bz)x +c~z~x + гр, (5) 

al+Vzx = StfT + Wz, x = 0; (6> 

— az- = <g2zj + o2z, x = 1; (7) 

2 l*=o = 0, 
где 

a = a (1 + M - t ) , t = Ь (1 + М - т ) , С = с (1 + M-%), 
От = am (1 + М . т ) + Ж . ? т о (m = 1, 2) , g == РМ + q (1 + М - т ) , 

_ 
t =яр/ (1 + A f - т ) ^ 1 . (8) 

6* 
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Выбор постоянной М будет уточнен позже (в п. 5). Пока же будем 
предполагать, что выбор М обеспечивает выполнение условия 

Я > Q =IMMQ + q (1 + М- т) > 0. 
Отсюда ясно, что без ограничения общности можно считать q ^> 0. 

Д л я упрощения записи в дальнейшем будем пользоваться обозна­
чениями задачи (1) — (3), имея в виду, что фактически рассматривается 
задача (5) — (7). Лишь для коэффициента при z сохраним пока обозна­
чение q. 

При формулировке окончательных результатов мы вернемся к ис­
ходной задаче (1)—(3) и учтем преобразование (4). 

2 . У р а в н е н и е д л я ф у н к ц и и z2-71 

Рассмотрим последовательность функций 
0 1 п /п—1\2 

z = z, Z = Z 2 , . . . , Z = [ z ) , . . . (п = 0, 1, 2 , . . . ) , 
п • 

где z = z 2 n , и составим разностное уравнение и разностные краевые 
п 

условия, которым должна удовлетворять функция z, если z — решение 
задачи ( 1 ) — ( 3 ) . 

Воспользуемся очевидными тождествами 

2z-z- = U 2 ) - + h {z-)\ 2z-zx = (z% - h (zx)\ 2z-zT = (z\ + x {zTf 
и напишем рекуррентные соотношения 

/ n \ n—1/ n—1\ In—1\2 /п—1\2 n n—m—l /n—1\2 

\az-]x = 2 z [a zxjx +a^[zx) + a [ z - ) , z ( - = 2 z zT—x\zr) . 

Отсюда находим 

( a z - ) , = 2 n . 2 * " - i (az-)* + ^ " - ^ [ a ( l ) 2 + a < + « ( i ) a ] . z » n - r t + 1 (9) 

z r = 2 n . z 2 n - ^ r - t ЧЛ -̂̂ У2
 Z 2 n -2»+l . (10) ZJ 

n n Д л я z- и £ x получаются выражения, аналогичные (10) (в случае zx 

перед суммой стоит знак + ) . 
При этом мы учитывали, что 

== 2 2 ^ о 4 - 1 + . . . + 2 П - 1 = z 2 n _ . 2 S 9 ^ % = 0, 1, 2, . . . , П - 1 . 

s=s0 

п 
В результате получаем следующую краевую задачу для функции z: 

fr=0 

= 2 V " - 1 ¥ , ¥ = ( fe ) ; + сг- + г|>; ( 1 1 ) 
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п п п 7 1 - 1 / \ k \ 2 /к \ 2 \ 1 1 ^ 

а<-« 2 х = | ? l Z r + 2 % z + 2 г ^ - Ч А я ^ " > J + т#г К J j • z * ^ + 1 , х = О, 
А"—О 

п п п П - 1 _ . / /к \ 2 /Л \ 2 \ 7 , 

- f l Z - = » a z r + 2 n o 2 z + 2 2 М )̂ +t»2UT) j .z 2 n - 2 " + 1 , a = l ; (12) 

* Ц = 0. (13) 

Отсюда видно, что в силу условий К х и К 3 . 
п п 

m a x z 0 ^ m a x z u 

т т 
n n 

m a x z . < rnaxz., . 
t t 1 

Поэтому достаточно получить оценку д л я функции Zi во внутренних 
точках сетки со}. 

3 . И н т е г р а л ь н ы е ф о р м у л ы / г - г о р а н г а 
п 

Д л я вывода основного интегрального соотношения д л я функции z 

умножим с к а л я р н о уравнение (11) на 1 и вычислим с у м м у ( ( а 2 - ^ » 

С этой целью воспользуемся первой формулой Г р и н а и краевыми у сл о ­

виями (12): 
/ / n \ \ / n \ n п п I п п \ 

— 1 J = = ~~\azxlx + ai2*><> ^ ^ W , o "i" ^2^; ' iv + 2 n Va^o -|- a2zN) + 

+ l^-1 {{ha, ( I J + r 4 % J ) ^ + 1 + 

+ {haN (I J + x$2 (zTJ)z%-*k+1}. 

Учитывая затем, что 
n / n\ n in I ^ \2?2\ 

pZj = [pzjj -— p - . z \ z = \ z ) ]> 

и вводя обозначения 

Г 721 / п ) , п , «, п / » 1 »а\ 
LP* 2 J = \Р> z i + ® i z o + <Млг (̂ Ро = j » P]v ' ^ T J ' 

9, zj = (g, zj + axz0 + e 2 z N , 

получим следующее тождество: ; 

+ 2 П [ ? , Я + t^V-^Uy2, = 2 " ( 2

2 " - S ¥ ) + [ Р т , l\, (14) 

которое мы будем называть интегральным тождеством п-то ранга ( я ^ 1 ) . 
П р и п = 1 получаем тождество первого ранга : ч 

[р, z*]T + 2 (a, (z- ) 2 ] + 2 z 2] + т [ P , ( 2 f ) 2 ] - 2 ( 3 , ¥ ) + [p-, H (15) 

которому удовлетворяет решение краевой задачи (1)—(3). 
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Отбрасывая в левой части тождества подчеркнутое выражение, 
приходим к интегральному неравенству п-то ранга 

[ Р , г ] г + 2П11+ 2п [О, z ] < 2" (2 2 n - i , ¥ ) + [ р г > z ] , (16) 

^где 

Т = [а, (?У]+2̂ -*{(а(У\ ̂ 2n-H+[«(+1)(̂ )J, z*n-*+1)}.(l7) 

Это неравенство мы используем для построения априорных оценок 
решения задачи (1)—(3). 

4. О ц е н к и д л я п р а в о й ч а с т и 

Рассмотрим прежде всего выражение 

2" (z\ ¥ ) , где ¥ = (bz)- - f cz- + а|>, v n = 2 n - 1. 

He нарушая общности, можно считать, что 6 = 0 при х — 0 
и х = £ J V _ I . 

В самом деле, положим b = b f, где / — линейная функция, сов­
падающая с 6 при ж = 0 и ж = #iv—1? так что 6 0 = 6jv—1 = 0. Тогда будем 
иметь 

(bz)- + cz- = (bz)- + (с + / < - « ) + / г z , / - = ^f^- • 

Слагаемое 2^ ( / - z , z V n ) = 2 n ( / - , z ) объединим с членом 2u{Q, Z ) , сто­
ящим слева. В результате для Q получим выражение 

Q = М-М0 + д(1 + Л?.т) - / - > 0 , 

где М — произвольная постоянная, которую мы выберем позже. 
Д л я упрощения записи будем по-прежнему писать b вместо b ж с вместо 

? = С +/<-«. 

Так как b0 = —1 = = 0» т о в силу формулы (4), § 1, будем иметь 

(z\ (bz)-) = - ( (z v ») x , 6z). (18) 

Выведем формулу для разностного отношения 

( Z V - ) X = ( * < + D ) v n - l . N 2 + V . ( z H . 

Последовательно используя это рекуррентное соотношение, находим 

(zvn)x = ^ ( z ^ ) ) ^ . z v ^ + i . z x . (19) 

Подставим (19) в (18) и воспользуемся неравенством 
( ' 

z < M / 1 (лемма 1*% 
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а также неравенством Гёльдера: 

2 П 2 ' ((z+1)4 • ^ п ~ 4 ^ bz) 
/ С = 0 

< 
n—1 

/ £ = 0 
< 

< 
Я*=0 

Отсюда в силу неравенства 

2 1 * , Г ' ' < К Й ( 2 | * . 

и формулы (17) для / получаем 

2 n | (z\ (bz)-) К ( М - 2 " • К")211, zj + 4 - / . 

п — 1 
(20) 

Обратимся теперь к выражению (z V n , г|)). Введем функцию Ф, опреде­
лив ее условиями 

так что 

Ф = S А < Ф ( * ' ) / Ф * = Ф * - 1 . (21) 
0 < х ' < х 

Пользуясь тождеством 

(z\$) = - ( ( z v » ) „ Ф) + % П . Ф „ , 

по аналогии с предыдущим находим 

2n\(z\ ф) I < М Т ) 1 - " * " • 2п(Vn Ĵ ||3 + | Ф * |) 

и, следовательно, 

2" | (*\ г|>)! < | Т + (iW • 2 П • К«)2П (|| г|> |4)2П. 

(22) 

(23) 

Последнее слагаемое 2 n {zn, cz-) оценивается совсем просто: 

/ п — 1 \ Л / п — i \ V * / n \ V 2 

2 n j ( z \ cz-) I < 2 " - M ( z , I, z ^ - i z - l ) < M . 2 M / ) . ( l , z) 
ИЛИ 

так как 

2 n | ( Z \ C Z - ) | < i ¥ . 2 n i l , z ) + | V , 

( 0 < + " , < * , ) » ) < - J J L - Y . 

(24) 

Собирая оценки (20), (23) и (24), получаем 

2 n I ( z \ 40 I < V + 2 n • ( l , Z ) + M<?> (It ||4)2П, (25) 
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где 

= ( M 2 n . Vn)*1, Mf = Мп.2п, (26) 

В силу условий Къ К 7 и К 8 имеем 

[ р т , J|<7l/.[p, \ 

5. А п р и о р н ы е о ц е н к и 

(27) 

Вернемся теперь к неравенству (16) и воспользуемся оценками 
(25) и (27): 

[Р, z]T + У' + 2п[О, I] < М [р, z] + lnMf (i,nz)+ М%\№ 1Г- (28) 

Распорядимся теперь произвольной постоянной М и выберем ее та­
ким образом, чтобы 

Q = ММ, + (q - /) (1 + М-х) > М 2 ) (1 + М т ) . 

Это условие будет выполнено, если т<^т 0 ( / г ) , 
где 

Хо(п)К~^г- + М. (29) 

Отсюда видно, что т 0 не зависит от п при Ь~0. 

При таком выборе Мп неравенство (28) можно переписать в виде 

[р, 1]т + М [р, I] + (||г|)||4)2П 

или 

[р, I] + хП11 < (1 + М-х) [р, 1] + хМ(»(ШЫ, (30) 

Отсюда находим 

[р, z] + St"/1 < (1 + М-х)~ ([р,
 nz\)t=0 + М{» 2 (1 + M - r ^ f l l ^ ) 2 " . 

В силу начального условия 

2 — 0 при £ = 0 
мы получаем 

2 т Г < [ Р , !]< м<х> 4-2 * « Г ( ^ о = о ) ( 3 i ) 

или 

IMI^M-Af^StdtlUr. (32) 

Тем самым доказана 
Т е о р е м а 2. Если выполнены условия К х — К 4 , К 7 и К 8 , т о для реше­

ния разностной краевой задачи (1) — (3) при достаточно малом х <; х& 
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справедливы оценки 
1 

[ р , 2*ПРП
 < М п [ 2 ^ ( | | ^ 1 1 ) 2 П ] : ! ' " < ^ - ^ п | № | 4 , 

г 3 
_1 
0П 

(33) 
3—1 

,2» ||27' < М П | № | | 4 , (34) 

г<9е М п = C1-2nfrn ес»'2П'п9 /г ^> 1 — любое ife^oe число, Сг, С2 —~ по­
ложительные постоянные, не зависящие ни от п, ни от h и т, а 

т 0 = Т о ( и ) < Л П 1 + 6* 
п-2п 

Величина т 0 зависит от п при Ъ = 0 или ес./ш (bz)- берется на 
предыдущем слое t — т. 

Выведем еще одну априорную оценку. Неравенство (31) дает 

(35) 

Учитывая затем, что z <^ М I (лемма 1* ) , будем иметь 

2 т г < М^х I . (36) 

Отсюда и из (35) вытекает 
Т е о р е м а 3 . Если выполнены условия теоремы 2, то имеет место 

априорная оценка 
а / 2 П 

z 2 n - t < М М П ||г|)||4, (37) 

где п ^ 1 — любое целое число, Мп — постоянная, фигурирующая в тео­
реме 2, а М — положительная постоянная, не зависящая от п, h и т. 

Д л я иллюстрации эффективности априорной оценки (34) рассмотрим 
следующий пример. 

Пусть ypi = (di} i e+i — 6г, г0)>*где dif k — символ Кронекера, 0 i < iV, 

О < i 0 < N — 1. Тогда Ц^||2 = J/J/Vh; однако 

11*18 = 

и, следовательно 

2 и * 
г ' = 1 

, 1/р 
2 * р - /г V < М Р . / А , где/? - 2й-

Отсюда находим 

| z | | 0 < Mp.ti 
\ V - I / P 

Фиксируя р = р0 >> 2 (я > 1), мы получаем справа величину, стре­
мящуюся к нулю при /г -> 0. 
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Выбирая п в зависимости от А, нетрудно получить для достаточно 
малых значений А оценку 

|| z ||0 <MAV«-p<i> {Ъ = % (38) 

где М — постоянная, не зависящая ни от А, ни от т, а р (А) —> 0 при 
h - * 0 . 

6. З а м е ч а н и я 

1 . Д л я решения краевой задачи для дифференциального уравнения, ана­
логом которой является рассматриваемая нами разностная краевая за­
дача, также справедлива априорная оценка (34). При этом, разумеется, 
надо иметь в виду, что 

1 1 / 9 П 

П 1 / 2 П /С ~ \ 
И / = ($* 2 "^) , (39) 

О 
1 х V* 1 

||ф ||4 = Ц efe dg)2J + | J ^ |. (40) 
0 0 о 

2. Д л я решения этой же краевой задачи для дифференциально-раз­
ностного уравнения Роте [5] 

РТ- i V <*•«) ̂ ] + в <*, о« = i <м*. *)«) + с £ + * 
в области 0 <; 1, ^ е с о т , справедливы теоремы 2 и 3 , причем ||z||i 
и |1^||4 даются формулами (39) и (40). 

3 . Теорема 2 обобщается на случай краевой задачи 

pzT —(AzT)x + q*z = (Bz)-+ty 

А = а* (х— , В = b • (х+ у ^ т , 0 < т < | ; 

= &XZ-J + oxz, х = 0; — = g 2 z 7 + a2z, х == 1; 

2 |*=о = 0» 
коэффициенты которой а, 6, g, р, §^ и ак (к = 1, 2) удовлетворяют усло­
виям теоремы 2. Это уравнение является разностным аналогом диффе­
ренциального уравнения 

р 4i - i ( Л Э + *2 = i (*m >̂ + *• 
охватывающего, как мы указывали в § 1, п. 8, случаи осевой (т= 1) и сфе­
рической (т = 4 / з ) симметрии. 

Д л я оценок правой части г|) используется при этом норма || i|? | | 5 или 
||^|; 6 (при т = 1). Априорная оценка (34) имеет вид 

\\z*n\f < M n | | $ | | 0 , 6 - 5 или 6. 

4. Если начальная функция z = ф (о;) 0, то для z априорная оцен­
ка имеет вид 

1 1 

И И Г < М П [ | Й + ||Ф|ь] + 1Ф2П||Г • 
Особый интерес представляет случай неравномерной сетки, на кото­

ром мы остановимся отдельно. 
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7. Н е р а в н о м е р н ы е с е т к и 

Д о сих пор мы проводили исследование только для равномерных се­
ток с шагами h — UN и т = TIL. Нетрудно показать, что априорные 
оценки § 1 и § 2 сохраняют силу и для неравномерных сеток 

CDft,— {#о = 0, Xi, . . ., Xi, . . ., Xpj = 1, h{— Х{ Xi—i), 

со- = {tQ — 0, ti, . . ., tj, . . ., t^— 7 , Xj— tj tj—\) 

с переменными шагами hi и Xj. 
Пусть z\ или z (xu tj) — любая сеточная функция. 
Введем следующие обозначения: 

2 i J 
ZJ1 . = 

г 
ZJ1 . = 

г 

x, г 
zi+l z i 

x, г 

4 . 4 = 4 . 4 = 

*• j A i + l 

Д л я удобства записи будем по-прежнему опускать индексы i и / при 
сеточной функции и писать просто z вместо zl, полагая 

2<+1) = z = z\-\ z = z ( - l ) = г Ц , h = А, , = h i + 1 и т. д . , 
так что 

1) 2 ( + 1 ) — Z 

Z— = ; • , z x — .. . = (z-V+D и Т . д . 

В этом случае встречаются два типа сумм: 
N—1 ЛГ—1 ЛГ 

! ) (<р> *) = 2 Ф ^ Л » * ) = 2 ф^л+ь (Ф» *ф1 = 2 Ф ^ * * » 
г=1 г г ^ о г=1 
I V - 1 

2) (ф, * ) * = 2 Ф ^ * ' й ь 
г=1 

где ф{ и % — произвольные сеточные функции. 
Вводятся следующие нормы: 

||i|)||o = m a x 1**1, = ( 1 , | * | ) * , 
i 

Il*|fi=(*.*r, 1|*Цз=||Ф||2, o = O i = 2 
I l* l l4= | |+ | | 8+ l l* | l l . 

Разностный оператор Lhty, равный на равномерной сетке (а*-)*» на не­

равномерной сетке определяется в виде Lhty = ( А Г 1 % ) ^ » Т - Е -

Первая формула Грина на неравномерной сетке имеет вид 

(ф, И>*)~)* = — (а, ф ^ ] + (аф*-)]у— (а<+1>ф* х) 0 . 
Разностное уравнение, очевидно, принимает вид 

pzT- a (az-)~ - (1 - a) ( az - )~ = Т . 
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При формулировке теорем следует ввести дополнительное требова­
ние: отношение hi+1/hi двух соседних шагов разностной сетки является 
двухсторонне ограниченной величиной: 

о<с1<^<с2) 

гд е Сг и С 2 — постоянные, не зависящие от числа iV. 
Это отношение hi+1/hi является локальной характеристикой неравно­

мерности сетки. 
Основное неравенство (22) теоремы 1 принимает вид 

Вторая априорная оценка сохраняется без изменений; следует при 
этом, конечно, учесть смысл входящих в (34) символов на неравномерной 
сетке. 

Применение априорных оценок § 1 и § 2 к вопросу о сходимости и точ­
ности разностных схем для уравнений параболического типа будет рас­
смотрено отдельно. 

В заключение автор рад возможности выразить благодарность 
А . Н. Тихонову за интерес к работе, а также И. В. Фрязинову, дис­
куссия с которым способствовала уточнению некоторых оценок. 
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