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Р е ш е н и ю з а д а ч и Ш т у р м а — Л и у в и л л я д л я у р а в н е н и я 

/,<*' в ) и +Хг(х)и = 0, о < х < 1, Lik- ч ) и - ± \к (х) 5 1 - q(x)u(x) (1) 
dx 

м е т о д о м к о н е ч н ы х р а з н о с т е й п о с в я щ е н р я д р а б о т . В с т а т ь я х [1] — [31 
р а с с м а т р и в а л и с ь в о п р о с ы с х о д и м о с т и и т о ч н о с т и в к л а с с е г л а д к и х к о э ф ­
ф и ц и е н т о в д л я р а з н о с т н ы х с х е м ч а с т н о г о в и д а . 

В д а н н о й р а б о т е м ы и с п о л ь з у е м о д н о р о д н ы е р а з н о с т н ы е с х е м ы , и з у ­
ч е н н ы е в [ 4 ] , д л я р е ш е н и я з а д а ч и Ш т у р м а — Л и у в и л л я в к л а с с е р а з р ы в ­
н ы х к о э ф ф и ц и е н т о в Q{ni). В § 1 д а е т с я п о с т а н о в к а з а д а ч и и х а р а к т е р и с т и к а 
и с х о д н о г о с е м е й с т в а р а з н о с т н ы х с х е м . В § 2 д о к а з ы в а е т с я с х о д и м о с т ь р а з ­
н о с т н о г о м е т о д а . В § 3 с п о м о щ ь ю а п р и о р н ы х о ц е н о к у с т а н а в л и в а е т с я 
п о р я д о к т о ч н о с т и в Q{m'1) р е ш е н и я р а з н о с т н о й з а д а ч и п р и h ---> 0 . П о ­
к а з а н о , ч т о р а з н о с т н а я с х е м а 

Lik, q,M) xj = = (ау_.)х _ dy _|_ Хоу, 

г д е 

и _ 0.5 0,5 

U = [ \ к ( Д ьк) } ' D = = = \ Q(X + SH> DS> Р = \ т ^ Х d s ' 

о б е с п е ч и в а е т в т о р о й " п о р я д о к т о ч н о с т и | в [ к л а с с е р а з р ы в н ы х к о э ф ф и ­
ц и е н т о в . 

§ 1. Разностная краевая задача 

1. З а д а ч а Ш т у р м а — Л и у в и л л я 

Р а с с м о т р и м о д н о р о д н о е д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е у р а в н е н и е (1) с о д н о р о д ­

н ы м и к р а е в ы м и у с л о в и я м и 

к(0)п'(0) - аМО) = 0 , к(1) uf(i) + <т2и(1) - 0 , (2) 

г д е о т и о.? — н е к о т о о ь т е п о с т о я н н ы е . 
З а д а ч а Ш т у р м а — Л и у в и л л я , и л и з а д а ч а н а с о б с т в е н н ы е з н а ч е н и я , 

с о с т о и т в о т ы с к а н и и т а к и х з н а ч е н и й п а р а м е т р а К ( с о б с т в е н н ы х з н а ч е н и й } . 
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п р и к о т о р ы х с у щ е с т в у ю т н е т р и в и а л ь н ы е р е ш е н и я ( с о б с т в е н н ы е ф у н к ц и и ) 
з а д а ч и (1)-—(2), а т а к ж е в о т ы с к а н и и с о б с т в е н н ы х ф у н к ц и й . 

В д а л ь н е й ш е м м ы б у д е м в с ю д у п р е д п о л а г а т ь , ч т о к о э ф ф и ц и е н т ы , 
в х о д я щ и е в у р а в н е н и е (1) и у с л о в и я ( 2 ) , у д о в л е т в о р я ю т у с л о в и я м 

О < с, < /с (.т) < с 2 , 0 < с 3 < г (ж) < с 4 , 0 < g (ж) < с 5 , 
(Ti > 0, о 2 > 0 , а 2 + о 2 > 0, ( } 

где Cj (/ - = 1,.. . ,5) — н е к о т о р ы е п о с т о я н н ы е . 

Е с л и к (х) и м е е т р а з р ы в п е р в о г о р о д а в т о ч к е х = £ (0 < £ < 1)» 
то з э т о й т о ч к е д о л ж н ы в ы п о л н я т ь с я у с л о в и я с о п р я ж е н и я ( н е п р е р ы в ­
н о с т ь и (х) и /с (х) и' (х)): 

[и] == 0 , [ / ш ' ] = 0 при х = I, (4) 

1/1 = / п - / л , / л = / (Б - 0 ) , U = / (Б + 0 ) . 

З а д а ч у , о п р е д е л я е м у ю у с л о в и я м и ( 1 ) — ( 4 ) , м ы в д а л ь н е й ш е м б у д е м 
н а з ы в а т ь з а д а ч е й ( I ) . 

М ы б у д е м п о л ь з о в а т ь с я с л е д у ю щ и м и о б о з н а ч е н и я м и : Qm [1г, 12] — 
к л а с с ф у н к ц и й , к у с о ч н о - н е п р е р ы в н ы х н а о т р е з к е U { , U] в м е с т е со с в о и м и 
п р о и з в о д н ы м и д о m - г о п о р я д к а в к л ю ч и т е л ь н о ; Q { m , y ) [ l i , Z 2 ] 
{() Y-С 1) — к л а с с ф у н к ц и й и з Q{m) [lu 12], т-е п р о и з в о д н ы е к о т о р ы х 
у д о в л е т в о р я ю т н а и н т е р в а л а х и х н е п р е р ы в н о с т и у с л о в и ю Г ё л ь д е р а п о ­
р я д к а у; С{т) [ Z 1 ? L] — к а к о б ы ч н о , к л а с с ф у н к ц и й , и м е ю щ и х т-ю н е п р е -
I \ ы BE у ю п р о и з в од и у ю . 

З а д а ч а ( I ) , к а к и з в е с т н о , э к в и в а л е н т н а в а р и а ц и о н н о й з а д а ч е : 
1) в к л а с с е к у с о ч н о - г л а д к и х ф у н к ц и й с р а в н е н и я ф (х), у д о в л е т в о р я ю ­

щ и х у с л о в и я м 
1 

Я [ф ] = ^ ф 2 (х) г (х) dx = 1, 
о 

к (0) ф ' (0) - аг ф (0) = О, А (1) ф ' (1) + о 2 ф (1) = О, 
н а й т и м и н и м у м ф у н к ц и о н а л а 

1 1 
D [ф ] = ^ к (х) (у')Чх + \ q (х) ф 2 (х) dx + о 1 ф

2 ( 0 ) + а 2 ф 2 (1 ) . (5) 
о о 

Э т о т м и н и м у м о п р е д е л я е т п е р в о е с о б с т в е н н о е з н а ч е н и е 

% г = m i l l D [ф ] —- D ]; 

2 ) о с т а л ь н ы е с о б с т в е н н ы е з н а ч е н и я Хп (п > 1) н а х о д я т с я к а к м и н и м у м 
ф у н к ц и о н а л а ( 5 ) в к л а с с е к у с о ч н о - г л а д к и х ф у н к ц и й с р а в н е н и я ф ( я ) , 
у д о в л е т в о р я ю щ и х д о п о л н и т е л ь н ы м у с л о в и я м : 

1 

1 1 [ф ] = 1, Я [ ф , ит)=^Ц (х) Um(x)r(x)dx = 0 при т < п, 

к (0) Ф ' ( 0 ) - а 1 Ф (0) = 0 , к (1) Ф ' ( 1 ) + о 2 ф (1) = 0, 

Щ^1 (х) — с о б с т в е н н а я ф у н к ц и я н о м е р а т. Э т о т м и н и м у м о п р е д е л я е т 
n~i> с о б с т в е н н о е з н а ч е н и е 

Хп = m i n D [ф ] = D [ип] 

к д о с т и г а е т с я н а дг-й с о б с т в е н н о й ф у н к ц и и ип(х). 
3 VKBM и М Ф , № 5 
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З а д а ч а Ш т у р м а — Л и у в и л л я (I) д л я к у с о ч н о - н е п р е р ы в н ы х к о э ф ф и ­

ц и е н т о в A, q, r^Q{i}) и м е е т с ч е т н о е м н о ж е с т в о с о б с т в е н н ы х з н а ч е н и й 

^ ^ 2 ^ • ' * ^ "С • • *» к о т о р ы м с о о т в е т с т в у ю т с о б с т в е н н ы е ф у н к ­

ц и и их (х), и2 ( х ) , . . . , ип ( х ) , . . . ( с м . [ 5 ] ) . 

У к а ж е м н е к о т о р ы е и з в е с т н ы е [5 ] с в о й с т в а с о б с т в е н н ы х ф у н к ц и й и 

с о б с т в е н н ы х з н а ч е н и й . 

1 . К а ж д о м у с о б с т в е н н о м у з н а ч е н и ю с о о т в е т с т в у е т т о л ь к о о д н а с о б с т ­

в е н н а я ф у н к ц и я . 

В с а м о м д е л е , п р е д п о л о ж и м , ч т о Кп с о о т в е т с т в у ю т д в е с о б с т в е н н ы е 

ф у н к ц и и ип(х) и ип(х). Т о г д а их л и н е й н а я к о м б и н а ц и я ип (х) = 
= ип(0) ип (х) — ип (0) ип (х) у д о в л е т в о р я е т у с л о в и ю ип (0) = 0 и т а к ж е 

я в л я е т с я с о б с т в е н н о й ф у н к ц и е й , с о о т в е т с т в у ю щ е й % п . И з у с л о в и я 

А (0) и' (0) — оги (0) = 0 д л я огфос п о л у ч а е м и' (0) = 0 . О т с ю д а с л е ­

д у е т , ч т о ип(х) == 0 . В с л у ч а е у с л о в и я п е р в о г о р о д а (аг = с ю ) м о л е н о в ы ­

б р а т ь ип (х) = ип (0) ип (х) — ип (0) ип (х). П о э т о м у м о ж н о п и с а т ь Хг <" h> < 
< • • • 

2 . С о б с т в е н н ы е ф у н к ц и и {ип (х)} о б р а з у ю т о р т о г о н а л ь н у ю и н о р м и ­

р о в а н н у ю с в е с о м г (х) с и с т е м у : 

Н [ й п , Щп] — 0 при m=f=n, Н [lln] = 1 . 

3 . В с е с о б с т в е н н ы е з н а ч е н и я п о л о ж и т е л ь н ы : Хп > 0 , п = 1, 2 , . . . 

4. С о б с т в е н н ы е з н а ч е н и я кп -» ос п р и п -> сю, т о ч н е е , 

с^п2 < кп < с:п2, (6) 

г д е с 6 и с 7 — п о л о ж и т е л ь н ы е п о с т о я н н ы е , н е з а в и с я щ и е от н о м е р а п и 
з а в и с я щ и е т о л ь к о от q (/ = 1 , . . . , 5 ) . 

5 . С о б с т в е н н ы е ф у н к ц и и и и х п е р в ы е п р о и з в о д н ы е о г р а н и ч е н ы , т о ч н е е , 

] ип (х) | < с 8 , ; ип (х) | < crj VK < с 9 п, (7) 

г д е с 8 и с 9 — п о л о ж и т е л ь н ы е п о с т о я н н ы е , з а в и с я щ и е т о л ь к о от 
Cj ( / = 1 , . . . , 5 ) . 

Д л я с л у ч а я A, д , г 6 С{2) д о к а з а т е л ь с т в о (7) д а н о в [ 5 ] . Это д о к а з а т е л ь ­
с т в о с н е к о т о р ы м и и з м е н е н и я м и п е р е н о с и т с я и н а с л у ч а й А, д , г65 Q{0] 

с X 

В в е д е м н о в у ю п е р е м е н н у ю t = \ ( < г (х) dx. Т о г д а у р а в н е н и е (1) п р и м е т 
в и д 

^\k(t)f\~q(t)^+hi=Q, 0 < / < Z , СП 
г д е 

1 

к (t) = к (х) г ( х ) , q (t) = q (x)/r ( x ) , и (t) = и ( x ) , I = \ r (x) dx. 
о 

У м н о ж и м у р а в н е н и е ( Г ) н а и (i) и п р о и н т е г р и р у е м от 0 д о t: 
t 

к (0) [и' ( О ) ] 2 + lu2 (0) = к (t) lu' (t)}2 f Ы (t) — l^quu'dh. (8) 
0 

И н т е г р и р у е м е щ е р а з n o t от 0 д о I и у ч и т ы в а е м , ч т о 

г i 

[ и2 (t) dt = 1, [к (t) lu' (t)]2 dt < Я , 
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2 \ \ d t { \ quu'dt, ) | < 2 Z - c 5 ( \ [ u4t ^fu'(t) fdtf < | | - ^ X < C x o K X : (9) 
о о ' о" a 

\\ р е з у л ь т а т е б у д е м и м е т ь 

к (0) W (0) ] 2 + Хиа (0) < ~ [- с 1 0 VX (10) 

В о з в р а щ а я с ь т е п е р ь к (8) и у ч и т ы в а я н е р а в е н с т в а (9) и (10), п о л у ч а е м 

к (t) W (t) ] 2 + ки2 ( 0 < + с ] 0 VT 
О т с ю д а и и з (6) с л е д у ю т о ц е н к и ( 7 ) . 

З а д а ч а ( I ) э к в и в а л е н т н а и н т е г р а л ь н о м у у р а в н е н и ю с с и м м е т р и з у е м ы м 

я д р о м : 
т 

в (а-) = X \ G(x,l)r(l)u(l)di, ( И ) 
О 

г д е G (х. I) — ф у н к ц и я Г р и н а о п е р а т о р а L(h'Q) с к р а е в ы м и у с л о в и я м и 
( 2 ) , а т а к ж е и н т е г р а л ь н о м у у р а в н е н и ю 

1 
и (х) = [ GQ (х, l)(Xr(l) - q(l))a(l) dl, (12) 

0 

г д е G 0 (х, £) — ф у н к ц и я Г р и н а о п е р а т о р а lJk)u = (ки')' с к р а е в ы м и у с л о ­
в и я м и ( 2 ) . 

2 . О б о з и а ч е н и я 

Р а с с м о т р и м н а о т р е з к е [ 0 , 1] р а з н о с т н у ю с е т к у 

( O h = {xQ = 0 , . . . , xi = i-h, . . . , xN = N-h = 1}. 

С е т о ч н у ю ф у н к ц и ю г/*, з а д а н н у ю н а со / (, в д а л ь н е й ш е м б у д е м о б о з н а ­
ч а т ь у и л и у (х) в т е х с л у ч а я х , к о г д а это н е в ы з о в е т н е д о р а з у м е н и й . У с л о ­
в и м с я т а к ж е п и с а т ь 

< - О (-1) / ( -LH /(+1) . 
И = У ч - ь У = Ух-и У-: = \У — У / / /?• , г/* = \ ?/ — y)/h. 

П у с т ь г — н е к о т о р а я с е т о ч н а я ф у н к ц и я , з а д а н н а я н а соЛ. В в е д е м о б о ­
з н а ч е н и я 

JV-1 Л- 1 \ N 

{у, V) = V yiVih, [у, v) = V г / ^ / г , (?/, г;] - ^ У ! » * * . [*Л г;] = ^ yiVih. 
i=o г=о 

Мы б у д е м п о л ь з о в а т ь с я с л е д у ю щ и м и н о р м а м и : 

w a x : v{ , \v\\a - Г р ( 3 i 2 ) 

N - 1 

2 й г ? л Г • (is) || У ||:, = V й 

И 4 Ч И 3 + ! ( » , 1 ) Ц j v0 | • h j V j v |Д. (14) 

M о ж е т о к а з а т ь с я , ч т о ф у н к ц и я г? о п р е д е л е н а н е н а в с е й с е т к е а н а ее 
ч а с т и . Н а п р и м е р , ф у н к ц и я у- о п р е д е л е н а в т о ч к а х х{ д л я i = J, 2, . . .777, 
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а ф у н к ц и я ух — д л я i = 0, 1, 2 , . . ., N — 1. В э т о м с л у ч а е 

||2,-|| 0 = т а х | г , - |, = 1 ] * 
0<i<iV с ... -| 2 

| | ^ | | 0 = т а х | г / д , , | , || г/,|! а = [| ух\°, 1?\ 
0<i<N 

М ы б у д е м т а к ж е п и с а т ь 

[У>Ц] = (?/»i|>) + У^г ~r VN V 2 , (15) 

г д е г|) — ф у н к ц и я , з а д а н н а я в т о ч к а х х\, ? = l , 2 , . . . , i V — 1, е с л и ф о р ­

м а л ь н о п о л а г а т ь hty0=vl, htyN = v 2 . 
Р а з н о с т н ы й о п е р а т о р (а^ХУг-н — У г) — аг (Уг — yi~~\)) I № п р и п о ­

м о щ и в в е д е н н ы х о б о з н а ч е н и й з а п и ш е т с я в в и д е (ау-)х. 

Н а м п о н а д о б я т с я в д а л ь н е й ш е м : 
1) ф о р м у л а с у м м и р о в а н и я п о ч а с т я м : 

[г/, vx) = —О, у-] + (yv)N — (yv)0; (16) 

2) р а з н о с т н ы е ф о р м у л ы Г р и н а : 

((аУх)х> v) = ~(а' Ух^ + (аУху)* — (<*i+1)yx

v)oi ( 1 ? ) 

((аУ*)х> v) = i(avx)x' У) + а » (Ух v ~ Уих)к - ai (Ух v — У г * ) о - ( 1 8 ) 

Н а в ы в о д е э т и х ф о р м у л в в и д у е г о э л е м е н т а р н о с т и м ы н е о с т а н а в л и в а е м ­
с я . У с л о в и м с я о б о з н а ч а т ь р (К) л ю б о е в ы р а ж е н и е , р а в н о м е р н о с х о д я щ е е ­
с я к н у л ю п р и h —> 0. 

В с е п о с т о я н н ы е , н е з а в и с я щ и е от /г, б у д е м о б о з н а ч а т ь б у к в о й М, н е 
у к а з ы в а я , к а к п р а в и л о , и х с т р у к т у р у и з а в и с и м о с т ь от д р у г и х п о с т о я н ­
н ы х . 

3 . Р а з н о с т н ы е с х е м ы 

П р и п о с т р о е н и и р а з н о с т н о й с х е м ы д л я р е ш е н и я з а д а ч и ( I ) м ы и с п о л ь ­

з у е м р е з у л ь т а т ы р а б о т ы [4 ] . В в е д е м о б о з н а ч е н и я 

Lik' q' Х г ) и = (ku'Y ~qu + Х г и , itf'q' A r ) у - (ay-)x - dy + Xpy. 

Б у д е м п р е д п о л а г а т ь , ч т о L/f' q' X r ) е с т ь о д н о р о д н а я к о н с е р в а т и в н а я с х е м а 
с т а н д а р т н о г о т и п а [4] . Е е к о э ф ф и ц и е н т ы a , d и о в ы р а ж а ю т с я с п о м о щ ь ю 
ш а б л о н н ы х ф у н к ц и о н а л о в 

Ah[f(s)h / е С ? ( 0 ) [ - 1 ; 0 ] ; Dhlf (s)h / е с ? ( 0 ) [ ~ 0 , 5 ; 0 ,5 ] ; 
Rh\f(s)), / е £ < 0 ) [ - 0 , 5 ; 0 ,5 ] , 

о п р е д е л е н н ы х в к л а с с е Q{0)(f^Q{0'), ч е р е з к о э ф ф и ц и е н т ы &, q и г д и ф ­

ф е р е н ц и а л ь н о г о у р а в н е н и я ( 1 ) . К а ж д ы й к о э ф ф и ц и е н т с х е м ы з а в и с и т 

т о л ь к о о т о д н о г о к о э ф ф и ц и е н т а д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о у р а в н е н и я ( с х е м а 

с т а н д а р т н о г о т и п а ) : 

а = Ah [k (х + sh)], — 1 < s 4 о; d = Dh [q(x + sh)]. - - 0 , 5 < s < 0 , 5 ; 

p = Rh [r (x - f pA)] , — o , 5 < s < 0 , 5 . 

( З а в и с и м о с т ь к о э ф ф и ц и е н т о в a , d и p от /г в о б о з н а ч е н и я х я в н о н е у к а з ы ­

в а е м . ) 

В к а ч е с т в е и с х о д н о г о с е м е й с т в а с х е м м ы р а с с м а т р и в а е м к о н с е р в а т и в ­
н ы е с х е м ы , п о с к о л ь к у , к а к п о к а з а н о в [4] , н е к о н с е р в а т и в н ы е с х е м ы 

Д М ) У = ФУХ - ay-)ih - dy 
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ik: да .дт с х о д и м о с т и в Q{m). В к л а с с е г л а д к и х к о э ф ф и ц и е н т о в с х е м у 
IX1 1) м о ж н о п р е о б р а з о в а т ь в к о н с е р в а т и в н у ю с х е м у 

ГДД* 
i—i 

Hi = If (6A- / tfft+i), = A-jfAi, = dfjli 

( см . [ 4 1 ) . 

Е с л и с х е м а Ll)k,'n и м е е т т-й (/n = l , 2 ) п о р я д о к а п п р о к с и м а ц и и и 
к (x)EzC^m+l\ то p,i = 1 + О ( Л ш ) . О т с ю д а с л е д у е т , ч т о в с е р е з у л ь т а т ы , 
п о л у ч а е м ы е в д а л ь н е й ш е м д л я к (х) e ( 7 ( m + i ) , q, г е С ( т ) , п е р е н о с я т с я и 
на н е к о н с е р в а т и в н ы е с х е м ы . 

З а м е т и м , ч т о в р а б о т а х [1] —[3] и з у ч а л и с ь т о л ь к о д и с к р е т н ы е с х е м ы 
ч а с т н о г о в и д а ( н а п р и м е р , а = к (х — /г), а = к (х — 0,5/г), d = qy 

0 г (х)), а в [3 ] , к р о м е т о г о , — д и с к р е т н ы е с х е м ы ч е т в е р т о г о п о р я д к а 
в С { т ) . 

Р а з н о с т н а я с х е м а Lh'q'Xr) х а р а к т е р и з у е т с я п о г р е ш н о с т ь ю а п п р о к с и ­
м а ц и и в к л а с с е д и ф ф е р е н ц и р у е м ы х к о э ф ф и ц и е н т о в 

if) = №qM)u -Lik'qM)u, 

где и — л ю б а я д о с т а т о ч н о е ч и с л о р а з д и ф ф е р е н ц и р у е м а я ф у н к ц и я . 
П р и и з у ч е н и и с х о д и м о с т и и т о ч н о с т и м ы б у д е м и м е т ь д е л о с п о г р е ш ­

н о с т ь ю а п п р о к с и м а ц и и н а р е ш е н и и и(х) у р а в н е н и я (1). 
В [ 4 1 б ы л о в в е д е н о п о н я т и е р а н г а ш а б л о н н ы х ф у н к ц и о н а л о в . 
Е с л и в с е ш а б л о н н ы е ф у н к ц и о н а л ы и м е ю т р а н г тп(т = О, 1, 2), то м ы 

г о в о р и м , ч т о L ) f ' 9 ' X / ) я в л я е т с я с х е м о й m - г о р а н г а . Т р е б о в а н и е о п р е д е л е н н о ­
го п о р я д к а а п п р о к с и м а ц и и п р и в о д и т к н е к о т о р ы м у с л о в и я м ( м ы их не 
в ы п и с ы в а е м ) , к о т о р ы м у д о в л е т в о р я ю т ш а б л о н н ы е ф у н к ц и о н а л ы и их 

1 . :ффсро1;ниалы но h и п о ф у н к ц и о н а л ь н о м у а р г у м е н т у . И з с в о й с т в ш а б -
, . t - ч ' л ф у н к п и о н а л о в , к о т о р ы е в ы п о л н е н ы д л я с х е м в с е х р а н г о в , н а ч и -
, ,и! ,-о «.омы п у л е в о г о р а н г а , у к а ж е м д в а с в о к с т в а : 

Г' | ! , -= Dn [ 1 J =Rh [ 1 1 -= 1 ( у с л о в и е н о р м и р о в к и ) , 
б) Ф у н к ц и о н а л ы А п [/], Dh I I j и R11 [ /] я в л я ю т с я н е у б ы в а ю щ и м и . -

• 1/г] /1" l / i l , е с л и /2 > / , , и т. д . 
i i p o M ^ т о г о , м ы п р е д п о л а г а е м , ч т о Dh [/) » R1 1/] — л и н е й н ы е ф у н к -

Ч о ОI < а '«•»». 

> п т н ; д а л и з (3), в ч а с т н о с т и , с л е д у е т , ч т о к о э ф ф и ц и е н т ы a, d ж р у д о в -
• <• r s o p ; < ю т у с л о в и я м 

О < с, < а < б'2> 0 < с 3 < р -С сд, 0 < d < с 5 , (19) 

1 до с {/ --- 1 . . . . ,5 ) — п о с т о я н н ы е , в х о д я щ и е в у с л о в и е (3). 
В к а ч е с т в е и с х о д н о г о к л а с с а р а з н о с т н ы х с х е м L / l

/ l , Q , X r ) м ы б у д е м р а с ­
с м а т р и в а т ь в § 2 с х е м ы н у л е в о г о р а н г а . 

В >; 3 р а с с м а т р и в а е т с я т а к ж е п р и н а д л е ж а щ е е и с х о д н о м у к л а с с у с е ­
м е й с т в о р а з н о с т н ы х с х е м 2 - г о р а н г а , у д о в л е т в о р я ю щ и х у с л о в и я м в т о р о г о 
п о р я д к а а п п р о к с и м а ц и и ( с м . [ 4 ] ) . М ы б у д е м н а з ы в а т ь е г о и с х о д н ы м 
с е м е й с т в о м с х е м в т о р о г о п о р я д к а . 

Е с л и ш а б л о н н ы е ф у н к ц и о н а л ы я в л я ю т с я к а н о н и ч е с к и м и , т. е. не 
з а в и с я т от п а р а м е т р а /г, т о р а з н о с т н а я с х е м а н а з ы в а е т с я к а н о н и ч е с к о й . 
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Д в е с х е м ы н а з ы в а ю т с я э к в и в а л е н т н ы м и п о п о р я д к у а п п р о к с и м а ц и и 

( т о ч н о с т и ) , е с л и о н и и м е ю т о д и н а к о в ы й п о р я д о к а п п р о к с и м а ц и и ( т о ч н о с т и ) . 

Н е т р у д н о у б е д и т ь с я в т о м , ч т о л ю б а я с х е м а т-то р а н г а э к в и в а л е н т н а 

с в о е й к а н о н и ч е с к о й ч а с т и [ 4 ] , т . е . с х е м е с к а н о н и ч е с к и м и ш а б л о н н ы м и 

ф у н к ц и о н а л а м и А{()\ D(0) и i ? ( 0 ) , к о т о р ы е я в л я ю т с я г л а в н ы м и ч л е н а м и в 

р а з л о ж е н и и Ah, Dh и Rn п о h. 

О т с ю д а с л е д у е т , ч т о в с е и з л о ж е н и е м о ж н о в е с т и д л я к а н о н и ч е с к и х 
с х е м . 

Д а д и м б о л е е д е т а л ь н у ю х а р а к т е р и с т и к у с в о й с т в к а н о н и ч е с к и х ш а б л о н ­
н ы х ф у н к ц и о н а л о в A[f], D[f] и R[f\. 

Л и н е й н ы е к а н о н и ч е с к и е ф у н к ц и о н а л ы D[f\ и R[f], у д о в л е т в о р я ю щ и е 
у с л о в и я м а) и б ) , и м е ю т л ю б о й с к о л ь у г о д н о б о л ь ш о й р а н г . 

К а н о н и ч е с к и й ф у н к ц и о н а л A[f], я в л я ю щ и й с я , в о о б щ е г о в о р я , н е л и ­
н е й н ы м , и м е е т m-й р а н г , е с л и , п о м и м о у с л о в и й а) и б ) , о н у д о в л е т в о р я е т 
еще д в у м т р е б о в а н и я м : 

в) А [/] е с т ь о д н о р о д н ы й ф у н к ц и о н а л п е р в о й с т е п е н и , т . е . 

A\cf] - cAlfl 

г д е с — л ю б о е п о л о ж и т е л ь н о е ч и с л о ; 
г) А [/] и м е е т m-й д и ф ф е р е н ц и а л , т а к ч т о , в ч а с т н о с т и , м о ж н о н а п и с а т ь 

А [1 + d-f] = 1 + р (6) (если / | < М) при m ----- (), 
А [1 + б - / ] - 1 + 6Аг If] + 6р (б) , ф и m : 1, 

fA [1 + б - / ] = 1+ЬА1 If] + б 2 Л 2 [ / ] + б 2 Р (6) при ж , .42, 

г д е р (б) —> 0 п р и б —» 0 , Аг If] — л и н е й н ы й ф у н к ц и о н а л , А2 If] — к в а д ­
р а т и ч н ы й ф у н к ц и о н а л . 

Н е о б х о д и м ы е у с л о в и я m-то п о р я д к а а п п р о к с и м а ц и и с х е м ы Ь п л , К 1 ) 

и м е ю т в и д (&, q, r e C ( w ) [ 0 , i l ) 

а=к (xj+O (hm), d q (x) + О (hm), p = r (x)+ О (hm), 7c = x — 0 ,5 / i , 

/и = 4, 2. (20) 

Л ю б а я к а н о н и ч е с к а я с х е м а 1-го р а н г а у д о в л е т в о р я е т э т и м у с л о в и я м п р и 
m = 1. 

К а н о н и ч е с к а я с х е м а 2 - г о р а н г а у д о в л е т в о р я е т у с л о в и я м (20) п р и 
m — 2 , е с л и 

A, [s] = - 0 , 5 , D Is] - 0 , R Is] = 0 , 5 . (21) 

Н е т р у д н о п о к а з а т ь , ч т о д л я л ю б о й с и м м е т р и ч н о й с х е м ы 2 - г о р а н г а 

у с л о в и я (21) в ы п о л н е н ы . 

4 . Р а з н о с т н а я к р а е в а я з а д а ч а 

П р е ж д е ч е м ф о р м у л и р о в а т ь р а з н о с т н ы й а н а л о г з а д а ч и ( I ) , м ы д о л ж н ы 
с ф о р м у л и р о в а т ь р а з н о с т н ы е к р а е в ы е у с л о з и я , с о о т в е т с т в у ю щ и е у с л о ­
в и я м (2 ) . 

Р а с с м о т р и м г р а н и ч н ы й о п е р а т о р 

--= А-(0) i/-'(0) — а 1 / г (0 ) 

и е г о р а з н о с т н ы й а н а л о г 
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Н е т р у д н о п о к а з а т ь , ч т о о п е р а т о р it и м е е т т о л ь к о п е р в ы й п о р я д о к 
а п п р о к с и м а ц и и . В с а м о м д е л е , п у с т ь bfj — с х е м а 2 - г о р а н г а , | у д о в л е т ­
в о р я ю щ а я у с л о в и я м (21) в т о р о г о п о р я д к а а п п р о к с и м а ц и и , т а к ч т о 
а к (х - 0,5А) + О (/г2) д л я к е<7< 2>. 

Т о г д а б у д е м и м е т ь 

• 11 - к(0) + 0 , 5 М ' ( 0 ) + 0 ( А 2 ) , цЛ-,о = и ' ( 0 ) + 0 ,5 /ш"(0 ) + 0 ( А 2 ) , 

/ п v = 0 ,5А(ЛаУ | я = 0 + 0 ( А 2 ) = 0,5А (д(0) - (0))и(0) + 0 ( А 2 ) , 

гд1 м.(#) — р е ш е н и е у р а в н е н и я (1 ) . 
О т с ю д а с л е д у е т , что р а з н о с т н ы й о п е р а т о р 

1)!}У = а\Ух,<> ~~ С\У + ОМкг (0) у0, где сд = G:l + 0,5 ВДО), 

и м « т г B i о р о й п о р я д о к а п п р о к с и м а ц и и в к л а с с е р е ш е н и й у р а в н е н и я ( ! ) • 
C ' \» t : i /1-е с в о й с т в о м о б л а д а е т о п е р а т о р 

^У = a*yx\N + G^N - 0,5АХг (1) у Л - , где о, ,= о 2 + 0,5 Л? (1 ) , 

(м г г в е т с т в у ю щ и й о п е р а т о р у 

1{2)и == к (1) и ' (1) + с г 2 и ( 1 ) . 

Р а з н о с т н у ю з а д а ч у Ш т у р м а — Л и у в и л л я ф о р м у л и р у е м с л е д у ю щ и м 
о о р а з о м . 

Т р е б у е т с я н а й т и т а к и е з н а ч е н и я п а р а м е т р а л 1 ( с о б с т в е н н ы е з н а ч е н и я ) , 
к о ю р ы м с о о т в е т с т в у ю т н е т р и в и а л ь н ы е р е ш е н и я ( с о б с т в е н н ы е ф у н к ц и и ) 
о д н о р о д н о г о у р а в н е н и я 

( ш / ~ ) т - - - dy + %Jlpy ^ 0 в точках X — Xi, i =,.-. 1, 2, . . . ? А Т — 1, (22) 

'• о д н о р о д н ы м и к р а е в ы м и у с л о в и я м и 

«•{УХЛ) - vxy0 + hk\y() = 0 , a/y-N + o2yN - hXhpNyN = о, (23) 

г д е 

Р„ - 0,5г ( 0 ) , р д = 0 , 5 / (1 ) , о , - а , + 0 ,5А§ (0),~а2 = о2 - f 0,5/гд (1 ) , 

а т а к ж е н а й т и э т и н е т р и в и а л ь н ы е р е ш е н и я ( с о б с т в е н н ы е ф у н к ц и и ) . 
К о э ф ф и ц и е н т ы з а д а ч и у д о в л е т в о р я ю т у с л о в и я м 

0 <•• о <Г а < с^, 0 < с л < : р ^ с 4 , 0 < ; d < ( с 5 , ог ^> 0 , а2 ^ 0 , 

o'i + а , > 0 . (24) 

N ' \ ;o i«n , i с о п р я ж е н и я , а н а л о г и ч н ы е у с л о в и я м (4 ) , в о к р е с т н о с т и р а з -
!>,!ч, к о э ф ф и ц и е н т а /с о т с у т с т в у ю т , т а к к а к м ы р а с с м а т р и в а е м о д н о р о д ­

н е е о о м ы , lie п р е д у с м а т р и в а ю щ и е я в н о г о в ы д е л е н и я т о ч е к р а з р ы в а 
н р ' Ы т д е : : го с у р а в н е н и я (1) ( с х е м ы с к в о з н о г о с ч е т а ) . 
: \ ; . " д к - , ; ,до к р а е в у ю з а д а ч у (22) — (24) м ы в д а л ь н е й ш е м н а з ы в а е м 
— й ( П ) . 

5 . Р а з н о е т н а я в а р и а ц и о и н а я з а д а ч а 

П у с т ь у и Я/' — с о б с т в е н н а я ф у н к ц и я и с о о т в е т с т в у ю щ е е с о б с т в е н н о е 
з н а ч е н и е з а д а ч и ( I I ) . П о л а г а я в ф о р м у л е (17) v = у и п о л ь з у я с ь у с л о в и я ­
ми (23 ) , н а х о д и м 
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г д е 

DN М = l a , 2/|1 + oxy* + \ У % (У1 - (Ух)2), (26) 

HN [у] - [ о , у% Р о - 0 , 5 г ( 0 ) , oN - 0 , 5 r ( 1 ) . (27) 

П о л ь з у я с ь ф о р м у л о й Г р и н а , н е т р у д н о у б е д и т ь с я в т о м , ч т о р а з н о с т ­

н а я к р а е в а я з а д а ч а ( I I ) э к в и в а л е н т н а в а р и а ц и о н н о й з а д а ч е : 

1) н а й т и м и н и м у м ф у н к ц и о н а л а DN [ф ] в к л а с с е с е т о ч н ы х ф у н к ц и й 

Ф, у д о в л е т в о р я ю щ и х у с л о в и я м 

а 1 Ф х , 0 " °1% + K D N [ Ф ] РоФо = ° ' %N%,N + 02<fN - h D

N 1ф1 Р ^ФЛГ = ° ' 

/Ыч>] - 1; 
п р и э т о м 

Х\ = Д \ == m i n .Div [ф ] 

е с т ь н а и м е н ь ш е е с о б с т в е н н о е з н а ч е н и е , а уг — с о о т в е т с т в у ю щ а я с о б с т ­

в е н н а я ф у н к ц и я з а д а ч и ( I I ) ; 

2) н а й т и м и н и м у м DN [ф ] в к л а с с е ф у н к ц и й с р а в н е н и я , у д о в л е т в о р я ю ­

щ и х у с л о в и я м 

/ / \ [ф ] = 1, # \ [ ф , ут] = [ р ф , 2 / т ] — 0 д л я т = 1 ,2, . . . , П — J . 

г д е г/ — с о б с т в е н н а я ф у н к ц и я н о м е р а т; п р и э т о м 

minDN [ф] == £> i V lyn] = ^. 

е с т ь гс-е с о б с т в е н н о е з н а ч е н и е , а г/ п ( я ) — е г о с о б с т в е н н а я ф у н к ц и я . 

0 . И н т е г р а л ь н о е с о о т н о ш е н и е 

Р а с с м о т р и м р а з н о с т н у ю ф у н к ц и ю Г р и н а Gh (х, £ ) , о п р е д е л я е м у ю и з 
у с л о в и й : 

В в о д я ф у н к ц и и ah и 3 / j — р е ш е н и я о д н о р о д н о г о у р а в н е н и я 

(><7/;:).:с — ^ = 0 , 

у д о в л е т в о р я ю щ и е н а ч а л ь н ы м у с л о в и я м 

« ! < « = С - o r f = 0 ; а ^ ^ 1- + О * = 0 . 

п р е д с т а в и м п о а н а л о г и и с [4 ] ф у н к ц и ю Г р и н а в в и д е 

1 

г д е 

| ) = { t ~ (28) 

А a|v + J - [1 + {d, a* ) ] - ч£ + - - [ 1 - j - (г/, ;3")] = const. 
-2 Ci 

О т с ю д а с р а з у с л е д у е т с и м м е т р и я ф у н к ц и и Г р и н а 

G" (х, I) =Gh (\,х). 
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П о а н а л о г и и с [4 ] н е т р у д н о п о к а з а т ь , ч т о Gh и ее р а з н о с т н ы е п р о и з в о д ­

ные G~ и G~ о г р а н и ч е н ы : 

О < Gh < Mr IGll < М2, IG''I0 < М2, 

где Л / , и М2 — п о л о ж и т е л ь н ы е п о с т о я н н ы е , не з а в и с я щ и е от А. 
Е с л и d ЕЕЕ 0 , т о a / l и 3 ; ' и м е ю т в и д 

х'=х х' ! 
% / v ^ \ i /г г.ь / ч 1 Ч 1 h 

V1 (х) - — - - > , г-тг 1 3 ( ^ ; ) : — - Г > J — Г 7 Г > 

Л - + J - -[ ( 1 , 1 /«] . 

Е с л и п р и э т о м ot — О, то a / l (х) — 1, А 1. 

В д а л ь н е й ш е м н а м п о н а д о б и т с я 

Л е м м а 1 . Пусть Gh

Q (х, — функция Грана разностного опера­
тора {ау-) с краевыми условиями ( 2 3 ) , a GQ (х. £) — функция Грина диф­
ференциального оператора (ки)' с условиями ( 2 ) . Если к (х) еЕ и 
I а — kji = о (А), то || 6?о — G 0 | о = Р (А), где р (А) —> 0 гс/ш /г —-> 0 . 

В с а м о м д е л е , з а м е ч а я , ч т о 

!| а ' * - а 0 ||о = р ( А ) , || 8 Л - 3° |о - р (А), 
где 

0 X 
н а х о д и м 

;|GS - G o l o < M fia - АН, = о ( A ) , 

так как G 0 о п р е д е л я е т с я т о й ж е ф о р м у л о й ( 2 3 ) , в к о т о р о й ah и 3 Л з а м е н е н ы 
ф у н к ц и я м и а 0 и .3°. 

П о л ь з у я с ь в т о р о й ф о р м у л о й Г р и н а ( 1 8 ) , н е т р у д н о у б е д и т ь с я в э к в и ­
в а л е н т н о с т и р а з н о с т н о й з а д а ч и Ш т у р м а — Л и у в и л л я р а з н о с т н о м у а н а л о г у 
ii нте г оал ь н о г о у р а в н е н и я 

У = Ьн [G\ pyl (29) 

к<»то с п о м о щ ь ю з а м е н ы 

с-и>; д к у р а в н е н и ю 

Ф = Xh{K\q)] (30) 
• ' 1 H;J и е т р и ч н ы м я д р о м Я / Г ( J ; , Е). 

Рд.дт в о с п о л ь з о в а т ь с я ф у н к ц и е й Г р и н а 6г(( о п е р а т о р а L/f*, то в м е с т о 
/ »0» и >-|учим у р а в н е н и е 

у = [ G j , (AV - rf) у ] , (31) 

где tf0 - 0 , 5 д (0 ) , <fo - 0 , 5 g (1 ) , р 0 - 0 , 5 г (0 ) , p i V - 0 , 5 r (1 ) . 
7, (.1 в о й с т в а с о б с т в е н п ы х ф у и к ц и й и с о б с т в е н-

н ы х з II а ч е н и п 
Р а з н о с т н а я з а д а ч а Ш т у р м а — Л и у в и л л я ( I I ) я в л я е т с я ч и с т о а л г е б р а и ­

ч е с к о й з а д а ч е й . П о э т о м у н е п р е д с т а в л я е т т р у д а д о к а з а т е л ь с т в о с л е д у то­
щ и х у т в е р ж д е н и й : 
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1 ) с у щ е с т в у е т N в е щ е с т в е н н ы х с о б с т в е н н ы х з н а ч е н и й k'l, А 2 , . . ., \%, 
к о т о р ы м с о о т в е т с т в у ю т с о б с т в е н н ы е ф у н к ц и и г/ 1 ? у2. . . ., у^; 

2) к а ж д о м у с о б с т в е н н о м у з н а ч е н и ю с о о т в е т с т в у е т т о л ь к о о д н а с о б ­

с т в е н н а я ф у н к ц и я ( д о к а з ы в а е т с я т а к ж е , к а к и д л я з а д а ч и ( I ) в н . 1 ) , 

т а к ч т о м о ж н о н а п и с а т ь К\ <^ К2

1 < • • • <С Кп < • • • <" К%: 

3) в с е с о б с т в е н н ы е з н а ч е н и я п о л о ж и т е л ь н ы (это с л е д у е т и з (25) ) ; 

4) с о б с т в е н н ы е ф у н к ц и и о б р а з у ю т о р т о г о н а л ь н у ю и н о р м и р о в а н н у ю 

с в е с о м р с и с т е м у : 

/ / д [Ут, Уп\ = \оут, Цп\ = { 9' >" Ф п* 

\ ± , т = я ; 

5) У ¥ Х П 2 < Кп < М 2 И 2 (л - 1 , 2 , Л 7 ) , (32) 

где M t и М 2 — п о л о ж и т е л ь н ы е п о с т о я н н ы е , н е з а в и с я щ и е н и от /г, н и от п. 
Л е м м а 2 . Пусть уп, Кп есть п-я нормированная собственная функ­

ция и п-е собственное значение задачи ( I I ) . Тогда функции уп и (уп)- рав-
номерно ограпичены: 

№ Д < V ' ' ШпкКм>«'' (33) 

гбе Мл и М2 — постоянные, не зависящие от h и от п. 
П у с т ь х и х' — л ю б ы е д в е т о ч к и с е т к и (о / : . Р а с с м о т р и м д в а о ч е в и д н ы х 

т о ж д е с т в а : 
s~x 

у- (х) - уЦх') = 2 (У2 <»))=•h = 2 \У (*) + У ( s - h)} у- (s) • h, (34) 
s = . r — h 

<« (x ) У-х - (a (* ' ) у- (х')У= S >4(a (s) y - ( S ) ) \ == 
S--X' 

2 ( a (s) y- (s))x- [a (s) y- (s) - f a (s + h) yx (s)]-h = 

= 2 (<* (*) - ( * ) ) [ a (*) y.r (*) + a (s + h ) Ух у ( s ) - h 

< : . V ' 

( * > o , x' > 0) (35 ) 

( и н д е к с /г п о к а о п у с к а е м ) . 
И з у с л о в и я н о р м и р о в к и [ р , У / 2 ] = 1 с л е д у е т , ч т о с у щ е с т в у е т п о к р а й ­

н е й м е р е о д н а т о ч к а х', в к о т о р о й р ( я ' ) у2 {х') <' . 1 и , с л е д о в а т е л ь н о , 
г/2 (ж') -С 1/с 3 . П р и м е н я я д л я п р е о б р а з о в а н и я п р а в о й ч а с т и (34) н е р а в е н ­
с т в о I \ о i и и — Б у и я к о в с к о г о и у ч и т ы в а я (32 ) , п о л у ч и м 

У* (*) < - 1 - + [о, < i - -:• |Ш < " Я (ЗР) 

Д а л е е , и з у с л о в и я ( я , ?/ 2] < ; Я п с л е д у е т , ч т о с у щ е с т в у е т т а к а я т о ч к а 

е\ в к о т о р о й 

а {х) г/--, (х) • ' к п , 

т. е . 

(а (х') у- (х'))2 < ; с/к1'. 

П о л ь з у я с ь з а т е м н е р а в е н с т в о м К о и ш — Б у н я к о в с к о г о д л я п р е о б р а з о в а -
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н и я п р а в о й ч а с т и т о ж д е с т в а (35) и у ч и т ы в а я (25) и ( 3 2 ) , б у д е м и м е т ь 

Vl (.^ < Ц- W + 2 l / f -4 ( X * ) * + ' Л " ) " 2 < ^ / г 3 . (37) 

И з н е р а в е н с т в (36) и (37) в с и л у п р о и з в о л ь н о с т и х с л е д у ю т о ц е н к и (33) . 
О ц е н к и (33) я в л я ю т с я б о л е е г р у б ы м и п о с р а в н е н и ю с о ц е н к а м и (7) д л я 

з а д а ч и ( Г ) . О д н а к о , ч т о б ы не у с л о ж н я т ь и з л о ж е н и е , м ы н е б у д е м з а н и м а т ь с я 
и х у т о ч н е н и е м , т е м б о л е е ч т о д л я н а ш и х ц е л е й в э т о м и н е т н е о б х о д и м о с т и . 

У с л о в и е н о р м и р о в к и HN[y] = 1 о п р е д е л я е т с о б с т в е н н у ю ф у к н ц и ю у с 
т о ч н о с т ь ю д о з н а к а . Д л я о д н о з н а ч н о г о о п р е д е л е н и я с о б с т в е н н о й ф у н к ц и и 
н а д о в в е с т и д о п о л н и т е л ь н о е у с л о в и е в ы б о р а з н а к а . В с л у ч а е к р а е в о г о 
у с л о в и я п р и х 0 в т о р о г о и л и т р е т ь е г о р о д а м о ж н о д л я э т о г о п о т р е б о в а т ь , 
ч т о б ы ry(Q) > 0 , а в случае;» к р а е в о г о у с л о в и я п е р в о г о р о д а (у(0) — 0) 
п о т р е б о в а т ь , ч т о б ы ух^ ^> 0 . А н а л о г и ч н ы й в ы б о р з н а к а м о ж е т б ы т ь п р о ­
в е д е н и д л я с о б с т в е н н ы х ф у н к ц и й и(х) и с х о д н о й з а д а ч и (1) . В д а л ь н е й ш е м 
и, ж ж е н и и н о р м и р о в к а с о б с т в е н н ы х ф у н к ц и й н а р я д у с у с л о в и я м и 
1:1 sly\ 1 и II[и] = 1 б у д е т в к л ю ч а т ь и в ы б о р з н а к а у к а з а н н ы м в ы ш е 
щ о с о б о м . 

§ 2 . С х о д и м о с т ь р е ш е н и й р а з н о с т н о й з а д а ч и 

С х о д и м о с т ь с о б с т в е н н ы х з н а ч е н и й и с о б с т в е н н ы х ф у н к ц и й р а з н о с т н о й 
з а д а ч и ( I I ) к с о б с т в е н н ы м з н а ч е н и я м и ф у н к ц и я м и с х о д н о й з а д а ч и Ш т у р ­
ма. —- Л и у в и л л я (1) п р и N — > оо (h —> 0) б ы л а д о к а з а н а К у р а н т о м [1] д л я 
п р о с т е й ш е й с х е м ы а — к(х — /г), о! = q(x), о —- г(х) в к л а с с е г л а д к и х 
к о э ф ф и ц и е н т о в . В э т о м п а р а г р а ф е м ы , п о л ь з у я с ь м е т о д о м К у р а н т а , д о ­
к а ж е м с х о д и м о с т ь д л я з а д а ч и ( I I ) в к л а с с е к у с о ч н о - н е п р е р ы в н ы х к о э ф ф и ­
ц и е н т о в (к, q, г £Е ( > ( 0 ) ) . 

Н а м и б у д е т д о к а з а н а с л е д у ю щ а я 

Т е о р е м а 1 . Если схема Ln

hимеет нулевой ранг, то решение 
\Кп уп (х)) задачи ( I I ) сходится на любой последовательности сеток при 
; 0 к соответствующему решению (Кп, ип (х)) задачи ( I) 

К п — Кп = р (А), || Уп Мп|}'(» = Р (А) 

<кич любых кусочно-непрерывных коэфф и и иен то в k, q, г€Е Ql°\ удовлетво­
ряющих условию ( 3 ) . 

Р а с с м о т р и м с н а ч а л а с л у ч а й п е р в о г о с о б с т в е н н о г о з н а ч е н и я (п — 1 ) . 
П у с т ь ф (х) — л ю б а я к у с о ч н о - г л а д к а я ф у н к ц и я . Н е т р у д н о з а м е т и т ь , 

l i m DN [ф] = D [ ф ] , l i m Я л - | ф ] = / / [ ф ] . 
N—У с о У->ос° 

О т с ю д а с л е д у е т , ч т о D i V [ф] М, г д е М — п о с т о я н н а я , н е з а в и с я щ а я о т 
3 (от h = 1/N). 

П у с т ь у у ( а \ К) — с е т о ч н а я ф у н к ц и я , р е а л и з у ю щ а я м и н и м у м ф у н к -
15uona.fia I V 1<р]: 

Kh - DN [у] 
п р и у с л о в и и н о р м и р о в к и IIN [у] = 1 . 

Р а с с м о т р и м п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь с е т о ч н ы х ф у н к ц и й {у ( я , h)} п а н е к о ­
т о р о й п о с л е д о в а т е л ь н о с т и с е т о к . 

http://uona.fi
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Л е м м а 3 . Последовательность функций {у (х, К)} равностепенно 
непрерывна и равномерно ограничена. 

Е с л и х', х" — т о ч к и с е т к и , т о 
s~x"—h 

у (х\ ]г) у щ = 2 h.yx(s,h). 

П о л ь з у я с ь з а т е м н е р а в е н с т в о м К о ш и — Б у н я к о в с к о г о и о г р а н и ч е н ­

н о с т ь ю DN [у], п о л у ч и м 

\у (х" ,h) - у (xf,h)\^ V(;Uy^ • V\ ~ * Т < М У \ ^ ^ Г \ . (38) 

И з у с л о в и я н о р м и р о в к и HN [у] = 1 с л е д у е т , ч т о н о к р а й н е й м е р е 

в о д н о й т о ч к е х = х/ и м е е т м е с т о н е р а в е н с т в о 

р (X') у2 (Х'\ Л ) < 1, т. е. | У(Х\ К) | < l/]/7s. 

О т с ю д а и и з (38) с л е д у е т р а в н о м е р н а я о г р а н и ч е н н о с т ь п о с л е д о в а т е л ь н о с т и 

) У ( я , h)}: 

| у (хГ, К) | < | у (х\ К) — у (х\ h)\ + \ у (х\ К) | < М. 

П о т е о р е м е А р ц е л а , п р и м е н е н н о й д л я п о с л е д о в а т е л ь н о с т и с е т о ч н ы х 

ф у н к ц и й , с у щ е с т в у е т н е к о т о р а я п о д п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь {у (х, hk)}, р а в ­

н о м е р н о с х о д я щ а я с я к н е к о т о р о й ф у н к ц и и и (х), н е п р е р ы в н о й н а о т р е з ­

к е [0, 1] : 
\у (x,hk) — и (х) ||0 = р (hk). 

Б у д е м п р е д п о л а г а т ь , ч т о п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь {hk} т а к о в а , ч т о ч и с л о ­

в а я п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь {khk = k (hk)} с х о д и т с я к н е к о т о р о м у п р е д е л у л : 

l i m A, (hk) = к. 
nk->o 

В п р о т и в н о м с л у ч а е м ы в ы б р а л и б ы и з н е е с х о д я щ у ю с я п о д п о с л е д о ­

в а т е л ь н о с т ь и о г р а н и ч и л и с ь б ы р а с с м о т р е н и е м т о л ь к о т е х н о м е р о в А\ 

к о т о р ы е с о о т в е т с т в у ю т э т о й п о д п о с л е д о в а т е л ь н о с т и . 

Л е м м а 4 . Если для некоторой последовательности 

K m A, (hk) = к, 
hk->0 

то К ^ к. 

П у с т ь и* (х) — н е к о т о р а я к у с о ч н о - г л а д к а я ф у н к ц и я , д л я к о т о р о й 

к* = D [и*]/Н [и*] < к + е, е > о , 
и п у с т ь 

V (hk) = DNk[u*] IHNk[u*\ (Nk = i/hk). 

В с и л у п р и н ц и п а м и н и м у м а к (hk) < к* (hi-), п р и ч е м к* (1гк) - > ,V 

п р и hk - > 0 . П е р е х о д я к п р е д е л у п р и hk 0 , п о л у ч и м 

Х < л*< к + е. 
О т с ю д а в с и л у п р о и з в о л ь н о с т и 8 с л е д у е т , ч т о к <~ к. 

Н а ш а б л и ж а й ш а я ц е л ь — п о к а з а т ь , ч т о п р е д е л ь н а я ф у н к ц и я у д о в ­

л е т в о р я е т у с л о в и я м (1) и (2) п р и к •••= к. 

Р а з н о с т н а я з а д а ч а ( I I ) , к а к б ы л о п о к а з а н о в § 1, п . 6 , э к в и в а л е н т н а 
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у р а в н е н и ю 
у = [ G 0 \ (Kh

P - d) у]. (31) 

г д е Go — ф у н к ц и я Г р и н а о п е р а т о р а (ау~)х п р и у с л о в и я х ( 2 3 ) . С о в е р ш и м 
т е п е р ь п р е д е л ь н ы й п е р е х о д в (31) п р и hk —> 0 и в о с п о л ь з у е м с я л е м м о й 1. 
Т о г д а п о л у ч и м 

1 

и{х) = \ G 0 (ж, I) (lr ( 1 ) - q (£)) Z (I) dl, (39) 
О 

где G 0 (xi I) — ф у н к ц и я Г р и н а о п е р а т о р а (ки')' п р и у с л о в и я х (2 ) . 
О т с ю д а , п о о п р е д е л е н и ю ф у н к ц и и Г р и н а , с л е д у е т , ч т о р е ш е н и е и (х) 

и н т е г р а л ь н о г о у р а в н е н и я (39) у д о в л е т в о р я е т д и ф ф е р е н ц и а л ь н о м у у р а в ­
н е н и ю 

L{ktQ)u + Km = О 
и к р а е в ы м у с л о в и я м 

к (0) и' (0) - (0) - 0 , к (1) и7 (1) + а 2 в (1) - 0 . 

Т а к к а к в с я к о м у с о б с т в е н н о м у з н а ч е н и ю з а д а ч и ( I ) с о о т в е т с т в у е т 

т о л ь к о о д н а с о б с т в е н н а я ф у н к ц и я и{ (х), а К — Кх е с т ь н а и м е н ь ш е е с о б ­

с т в е н н о е з н а ч е н и е , т о 

К = А,, и и (х) ЕЕЕ их (:г)„ 

И з с к а з а н н о г о т а к ж е с л е д у е т , ч т о в с я п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь {у (х, h)\ 

р а в н о м е р н о с х о д и т с я к и (х), a Kfl

x = Кх (h) с х о д и т с я к Кх п р и h —> 0: 

\Уг — M i ||а = р (/г), — Xj. = р (fe). 

П р и в е д е н н ы е в ы ш е р а с с у ж д е н и я о т н о с и л и с ь к н а и м е н ь ш е м у с о б с т в е н ­
н о м у з н а ч е н и ю Kf[. 

В с л у ч а е д р у г и х с о б с т в е н н ы х з н а ч е н и й А ,^ ,для п > 1 в с е р а с с у ж д е ­
н и я с о х р а н я т с и л у , е с л и у ч е с т ь , ч т о Кп и Я п о п р е д е л я ю т с я к а к м и н и м у м ы 
ф у н к ц и о н а л о в [ф] и , с о о т в е т с т в е н н о , / ) [ф] п р и д о п о л н и т е л ь н ы х у с л о ­
в и я х о р т о г о н а л ь н о с т и HN [ф, у ] = 0 и / / [ф, ит] — 0 (1 <^ т < < AZ). 
Т е м с а м ы м т е о р е м а 1 д о к а з а н а . 

§ 3 . О т о ч н о с т и р а з н о с т н о г о м е т о д а 

1. У р а в н е н и е д л я п о г р е ш н о с т и 
с о б с т в е н н о й ф у н к ц и и 

П у с т ь (А/1, у) — р е ш е н и е р а з н о с т н о й з а д а ч и ( I I ) , а (А,, и) — с о о т в е т ­
с т в у ю щ е е р е ш е н и е и с х о д н о й з а д а ч и Ш т у р м а — Л и у в и л л я ( I ) . В ы я с н и м 
в о п р о с об а с и м п т о т и ч е с к о м п о р я д к е п р и h\ 0 п о г р е ш н о с т и z = у — и 
и н о р м е || | |о , а т а к ж е р а з н о с т и ДА, = А/1 — К. С ф о р м у л и р у е м п р е ж д е 
в с е г о к р а е в у ю з а д а ч у д л я z. П о д с т а в и м у = z ~J- и в у р а в н е н и е (22) и у ч ­
тем у р а в н е н и е (1) д л я и\ т о г д а п о л у ч и м д л я z н е о д н о р о д н о е р а з н о с т н о е 
у р а в н е н и е 

(а%)х - d - z + k h

P - z = (40) 
17Н" 

¥ = *ф + (А," - К) ри. (41) 

г}- - 4 * 1 , Л Г ) в - L { k ' q M ) u = К""; , ) , - <*в') ' ] - ? ) « + MP ~ (42) 
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П у с т ь К1 — } ! п — с о б с т в е н н о е з н а ч е н и е н о м е р а и , а < р п (х) — е г о н о р ­

м и р о в а н н а я с о б с т в е н н а я ф у н к ц и я ( [ с р п , с р п ] --• 1 ) . 

У с л о в и е [?/, pz] — 0 з а п и ш е т с я в в и д е 

[ Ф п , v] == 0 . ( 5 5 ) 

К р о м е т о г о , и м е е м 

[ ф „ . / ] = 0 . ( 5 6 ) 

Н а й д е м р е з о л ь в е н т у R (х, £; >Д), с п о м о щ ь ю к о т о р о й р е ш е н и е у р а в н е ­

н и я (53) д а е т с я ф о р м у л о й 

v = f + ti [R, / ] . (57) 

О т с ю д а и и з у с л о в и й (55) и (56) с л е д у е т о р т о г о н а л ь н о с т ь R к <рп: 

[R, Ф п ] = 0 . ( 5 8 ) 

Э т и м ж е с в о й с т в о м о б л а д а е т я д р о 

# х ( ж , £ ) = А (ж, £) = 2i г л • 
к п к = 1 ЛА (кфп) 

Р е з о л ь в е н т а R о п р е д е л я е т с я и з у р а в н е н и я 

R (х, I; ti) = КГ (х, I) + ti [КГ (х, * ) , R ( * , £ ; Я п ) ] 

и м о ж е т б ы т ь з а п и с а н а в в и д е 

R = КГ + i? b 

г д е 

о в / t 1 ^ V Ф А И Ф А ( Ь ) 

A=l Л *(*7с ' Л п — ^ 
(A=f п) 

Я д р о А х о г р а н и ч е н о в с и л у о г р а н и ч е н н о с т и ф у н к ц и и Грина и собствен­
н о й ф у н к ц и и Ц>п(х) ( л е м м а 2 ) . П о э т о м у б у д е м и м е т ь : 

N 2 

2 Б), 1 ] < А Г , 
(А^=п) 

А-=1 ( Л А) V1 — Ч / Л П ) 
(А=£п) 

И | 2 < « ^ 1 lb | 2 < 

О б р а щ а я с ь к ф о р м у л е ( 5 7 ) , п о л у ч а е м 

J M | 0 < ( 1 +я£ |Д | | 2 ) | | / | , . ( 5 9 ) 

4 . А п р и о р н ы е о ц е н к и 

Т е о р е м а 2 . Пусть (tin Уп) — собственное значение и нормиро­
ванная собственная функция номера а задачи ( I I ) , а (Хп, ип) — собствен­
ное значение и нормированная собственная функция номера п задачи ( I ) . 

Если выполнены условия теоремы 1, то при достаточно малом h ^ А 0 
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имеют место неравенства 

| ^ - Л П | < М 1 ( | г ) | | я р | | 4 , (51) 

I! Уп - »п || о < М2 (п) || ф || 4 + М | HN [ип] - И [и]\ , (60) 

A i j (?г) И М 2 (п) — постоянные, зависящие от п и не зависящие от h. 
Д л я д о к а з а т е л ь с т в а т е о р е м ы д о с т а т о ч н о у с т а н о в и т ь л и ш ь н е р а в е н с т в о 

( 6 0 ) , т а к к а к о ц е н к а д л я Хп — Хп у ж е п о л у ч е н а в п . 2 ( л е м м а 5). 
О б р а т и м с я к н е р а в е н с т в у (59) и р а с с м о т р и м || / | | 0 , г д е 

/ - [к^] + (хн - х) [к, Vpui ц = * / К Р -

В т о р о е с л а г а е м о е , в з я т о е п о н о р м е || |jo, м а ж о р и р у е т с я в е л и ч и н о й 
М | Xh — % | и л и , с о г л а с н о л е м м е 5, в е л и ч и н о й Мх (п) || г|) | | 4 . П р е о б р а ­
з у е м т е п е р ь в ы р а я ^ е н и е 

1К,$\ = Vp(x) [G(x, | ) ,Ч>(£)]. 

Г) в о д я ф у н к ц и ю и с п о м о щ ь ю у с л о в и й 

п - = По = /ггро = v 1 ? 

п о л у ч и м 

[ А , гр] = VV¥) i - К S) , Л (£) ) + G (х, 1) - G (ж, 1) r ^ - i t y . 

О т с ю д а в с и л у о г р а н и ч е н н о с т и ф у н к ц и и Г р и н а и ее п е р в ы х р а з н о с т ­
н ы х п р о и з в о д н ы х ( см . § 1, п . 6) с л е д у е т 

|| [К, ty] | | о < М И | | 4 . 
Т а к и м о б р а з о м , 

У\\а<м(п)\\у\и 
и, с л е д о в а т е л ь н о , 

I i ||о < (1 + & || Д ||2) I ф ||4 < М (и) 1 г!) ||4. (61) 

Л а с и н т е р е с у е т р а з н о с т ь 

z = у — и, 

к о т о р а я в ы р а ж а е т с я ч е р е з z: 

_ £ _ L 1 — С 

Z ~ С 1 С М ' 

II2 «о < ^ I * ||о + C \ i + C)11М 110 < М
 (II ̂  + 1 1 - ^ 2 I ) П Р И * < 

т а к к а к С —> 1 п р и Л —> 0, а || и ||0 о г р а н и ч е н а с о г л а с н о ( 7 ) . 
О б р а щ а я с ь т е п е р ь к ф о р м у л е (49), н а х о д и м 

| 1 - С2 | < М | Й | 0 + | HN{un) - Hlu] i 

и , с л е д о в а т е л ь н о , 

I z ||0 < М(п) 1 2 ||0 + М \ HN[un] - Hlu] |. 

У ч и т ы в а я з а т е м о ц е н к у (61) д л я || z \\ 0 , п о л у ч а е м н е р а в е н с т в о ( 6 0 ) . Т е о р е ­

м а 2 д о к а з а н а . 

•4 ж в м и М Ф , № 5 
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5. П о р я д о к т о ч н о с т и в к л а с с е г л а д к и х 
к о э ф ф и ц и е н т о в 

В силу теоремы 2 порядок точности решения разностной задачи ( I I ) 
зависит от погрешности аппроксимации разностной схемы, включая гра­
ничные условия, а также от погрешности аппроксимации нормировочного 
функционала Н^, т. е. от величины 

X = HN [ип] — Н [ип]. 

О ц е н к а ^ по норме ||я|) ||4 оказывается полезной даже в классе С{т), так 
как позволяет снизить на один порядок требование дифференцируемости 
функции к (х), а также ранга шаблонного функционала Л [к (s)]. В самом 
деле, как показывают априорные оценки (51) и (60), для того чтобы раз­
ностная схема имела т-ж (т— 1, 2) порядок точности, достаточно, чтобы 
выполнялось условие ||i|)|| 4 — О (hm). При этом схема может и не иметь 
m-го порядка аппроксимации, т. е. условие я|) = О (hm) не будет выпол­
нено. 

Ниже будет показано, что ||i|?||4 = О (hm) в классе к, q, С{т~1л), 
если схема имеет m-й ранг и удовлетворяет условиям (20) m-го порядка 
аппроксимации. 

В § 1, п. 3 , мы условились рассматривать только схемы стандартного 
типа. Напомним также, что D [/] и R If] — линейные функционалы. 

Т е о р е м а 3 . Если разностная схема L J f ' q ' Х г ) имеет 2-й ранг 
и удовлетворяет необходимым условиям (21) второго порядка аппроксима­
ции, то решение задачи ( I I ) для k, q, г 6Е имеет второй порядок точ­
ности: 

\ К * - К \ < М ( п ) h \ || уп - ип ||о < М (п) h \ 

Д л я доказательства теоремы достаточно оценить | | i | ; ! | 4 и % и восполь­
зоваться теоремой 2, условия которой выполнены. 

Рассмотрим погрешность аппроксимации 

г|) = ф — (d — q) и -\- X (р — г) и 

(индекс п опускаем), где 

Ф = (аи-)х - (kuy = L^u - Lik)u. 

Если выполнены условия теоремы, то существуют производные и" и 
(ки'У, удовлетворяющие условию Липшица. Поэтому будем иметь 

(ки'У = (ки~Г)х + О (к2), 

где черта сверху означает, что выражение берется в точке х = х — 0,5/г. 
Рассмотрим сначала 

x'=x—h x'=x—h 

2 Аф (х') = 2 И * ' ) и-(х')-к(х') и' (x'))xh + О (h2) = 

x'=h x'=h 
= а (х) и- (х) - к (х) и' (х) - (а (х') и- (xf) - к (?) й'{х'))\х^к+ О ( / г 2 ) . 

В силу условий (21) а = к + О ( /г 2 ) . Учитывая затем, что и- = и' + 
+ О (h2) (так как и" удовлетворяет условию Липшица), получаем 
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а и - — ku' = О (h2) и , с л е д о в а т е л ь н о , 

. г ' .V -h 

2 Н (х) = О (А 2 ) , | | ф | | з - О (/г 2). 

Р а з н о с т н ы е к р а е в ы е у с л о в и я ( 2 3 ) , к а к м ы в и д е л и в § 1 , п . 4 , и м е ю т в т о р о й 

п о р я д о к а п п р о к с и м а ц и и в к л а с с е р е ш е н и й у р а в н е н и я (1 ) , т . е . Vi = О (/г2) 

п v 2 (J (h2). О т с ю д а с л е д у е т , ч т о 

| ф | | 4 = О ( /г 2 ), точнее, || ф || 4 < М • К2. 

У ч и т ы в а я з а т е м , ч т о в с и л у у с л о в и й (20) d' — q = О (/г 2), р — г = 

г_-- () (/г 2), б у д е м и м е т ь 

||г|>||4< М (n)h2. 

З а м е ч а я , ч т о HN [и ] п р е д с т а в л я е т с о б о й к в а д р а т у р н у ю ф о р м у л у д л я 

// \и] в т о р о г о п о р я д к а т о ч н о с т и в с л у ч а е г е С ( 1 , 1 ) и н а х о д и м 

Т е м с а м ы м т е о р е м а 3 д о к а з а н а . 

6 . П о р я д о к т о ч н о с т и в к л а с с е р а з р ы в н ы х 

к о э ф ф и ц и е н т о в 

П р е д п о л о ж и м т е п е р ь , ч т о />', g, г £ ( / 1 Л ) [ 0 , 1 ] ; т о г д а и ' ^ Q{I't}

 у 

( А / / у £Е С? ( 1 Д ) . О б о з н а ч и м ^ . = х п . + О Л (хп. = hnp 0 < 0 j < 1 ? 

О ^ < f 1) в с е т о ч к и р а з р ы в а ф у н к ц и й к (х), q (х) и г (х). 

Ч и с л о т а к и х р а з р ы в о в / 0 к о н е ч н о : / = 1, 2 , . . . , / 0 . 

П р и в ы ч и с л е н и и я|) в э т о м с л у ч а е б у д е м с с ы л а т ь с я н а § 3 с т а т ь и [ 4 ] . 
П у с т ь L/f' q ' L r ) — с х е м а 2 - г о р а н г а , у д о в л е т в о р я ю щ а я у с л о в и я м ( 2 1 ) . 
П р е д с т а в и м ij) в в и д е с у м м ы 

г д е 

П р о в о д я те ж е р а с с у ж д е н и я , ч т о и п р и д о к а з а т е л ь с т в е т е о р е м ы 3 , п о ­
л у ч а е м 

||^||4 = О (А 2 ) , точнее, Щ, < М ( и ) к2. (62) 

С л е д у е т п р и э т о м и м е т ь в в и д у , ч т о htyQ = v x , htyN = v 2 . 

П е р е й д е м т е п е р ь к в ы ч и с л е н и ю |рф | | 4 . О т м е т и м п р е ж д е в с е г о , ч т о д л я 

в с я к о й с х е м ы и з у к а з а н н о г о в ы ш е с е м е й с т в а в ы п о л н я ю т с я у с л о в и я 

h % . = О (1 ) , h % & l = О (1 ) , h + = О ( А ) , 

/ = 1 , 2 , . . . , / . 

Д л я р а з н о с т н о й с х е м ы 

= (ay-)x-d. у + ру (63) 
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с коэффициентами 
О —1 

а — \ k (х% sh)] ' d = ' \ q(x + sh)ds, р= ^ г (х + sh) ds (64) 
— 1 —0,5 —0,5 

выполняются условия [ 4 ] : 
h % = °(h)> Hnj+X = 0(h), ; ,) = 0(h% ; = 1, 2,..., /0. 

Нетрудно заметить, что 

!!?!з< 2 > 2 Ч\,; ; : ¥H ; i,i). 
io 

! 1 ? | | 4 < 2 ( ^ 1 ^ . 1 + 2 ^ 1 ^ T t „ 

j ! • • • 
Л е м м а 6. Если 

0,5 
р = р л = Я л [г (ж + sh)] = ^ г (ж + sfe) ds, 

—6,5 

то для г (х) ^ ( ^ ( 0 , 1 ) , г г ^ С ( 1 \ имеет место оценка 

X = Я * [и] - - Я [гг] - О (А 2). 

Д л я упрощения записи, не нарушая общности, можно считать, что 
имеется только одна точка £ = хп + ( Ь А разрыва функции г (#). Пред­
ставим % в виде суммы: 

N 1 

х = 2 д* • /г> 
г=0 

где 
0,5 

Д 4 = ^ г - f sh) [и2 (xi) — (xi + sh)] ds, 0 < i < i V , 
—0,5 

0,5/г 
A 0 = 0,5ur (0) и 2 (0) — \ г (x) и2 (ж) rfa;, 

0 
1 

A N = 0,5Ar (1) (1) - r (ж) гг2 (ж) 
1—0,5/г 

Сразу видно, что Д 0 = О (A 2), A N = О ( / г 2 ) . Если i =f= п, i =f= п + 1, то 
0,5 

Д| = — ^ ( г (*«) + (*«) + hp (h)) ((и2)', sh + О (h2)) ds = О (h2). 

—0.5 

Предположим теперь, что 0 <; 6 0,5. Тогда 

О 0,5 

An = \ (гл + 0 (h)) .0(h)ds+ J ( г п + О (Л)) • О (h) ds = 0 (h), 
—0,6 e 

г л = г (g - 0 ) , г п = г ( I + 0) , А п + 1 = О (h2). 
Если же 0,5 < 9 <; 1, то 

Д п = (9 (А 2), А п + 1 = О (А). 
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I) о б о и х с л у ч а я х Д п + Д н - м = О (h). О т с ю д а с л е д у е т , ч т о 

X = Й ( Д П -!- Д п + 1 ) Н - О (А2) = 0(h2). 

С л е д с т в и е. Е с л и R [г (s)] — п р о и з в о л ь н ы й ф у н к ц и о н а л , т о 

х = [ р - Р л , и2] г о (h2) для г е < ? ( о л ) . 

3 а и е ч а и и е. Пользуясь представлением линейных функционалов в классе 
разрывных коэффициентов (см. § 1,п. 11 работы [4]), можно показать , что существует 
только один линейный канонический нормированный функционал, для которого 
у О (Ii1) в классе Q <ш) при любом т >- 1. 

Т а к и м о б р а з о м , н а м и д о к а з а н ы с л е д у ю щ и е т е о р е м ы . 
Т е о р е м а 4 . Для любой разностной схемы второго ранга, удов-

лешворяющей условиям (21) , в классе <9 ( 1 , 1 ) (k, q, r e ( ? ( 1 Д ) ) имеют место 
OU/'HKU 

\ к п - К \ < М (п) /г, || уп - ип I <[ М (п) • /г, 

гое А,,,, ип (х) —п-е собственное значение и п-я нормированная собственная 
функция задачи ( I ) , а tin уп — п-е собственное значение и п-я собственная 
функция разностной задачи Штурма—Лиувилля ( I I ) . 

Т е о р е м а 5 . Разностная схема ( 6 3 ) — ( 6 4 ) обеспечивает в классе 
коэффициентов k, q, г б = ( ) ( 1 Л ) второй порядок точности:, 

\ ti - К | < М (п) h2, !| уп - ип ||о < М (п) К2. 

IJ д а л ь н е й ш е м н а м и б у д у т р а с с м о т р е н ы о д н о р о д н ы е р а з н о с т н ы е с х е м ы , 
д а ю щ и е л ю б о й п о р я д о к т о ч н о с т и в к л а с с е к у с о ч н о - н е п р е р ы в н ы х к о э ф ­
ф и ц и е н т о в у р а в н е н и я ( 1 ) . 

О т д е л ь н о т а к ж е б у д е т р а с с м о т р е н в о п р о с о т о ч н о с т и н а н е р а в н о м е р н ы х 
с е т к а х . 
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