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Разностным методам решения уравнений параболического типа посвя
щена обширная литература. Значительная часть работ относится к урав
нениям с постоянными коэффициентами. В ряде статей (см., [например, 
[1] — [6]) изучаются устойчивость и сходимость схем с непрерывными и 
достаточно гладкими коэффициентами. Так, например, в [4 ] доказаны 
сходимость и устойчивость в среднем (см. § 1, п. 2), в [1] — [3] , [6] — 
равномерная устойчивость и сходимость. 

Переход к случаю разрывных коэффициентов приводит к существен
ным трудностям, так как вблизи разрыва разностная схема, вообще говоря, 
не аппроксимирует дифференциальный оператор [7] . Преодоление этих 
трудностей для уравнения теплопроводности оказывается возможным 
лишь с помощью специальных априорных оценок, полученных в [8] . 

В работах [7] , [9] , [10] введено понятие однородных разностных схем, 
имеющих один и тот же вычислительный алгоритм во всех точках разност
ной сетки для любых коэффициентов дифференциального уравнения из 
некоторого класса функций. В данной статье мы рассматриваем однород
ные схемы сквозного счета для решения линейных уравнений параболи
ческого типа с разрывными коэффициентами без явного выделения линий 
разрыва, точнее, без каких-либо модификаций схемы в окрестности линий 
разрыва коэффициентов. Поэтому основное внимание уделяется во
просу о сходимости схем сквозного счета в классе разрывных коэффици
ентов. 

Этот вопрос изучался для квазилинейного уравнения в работе [11] , 
где дано доказательство сходимости схемы SP^l (см. § 1, п. 3.) для случая 
подвижных («косых») разрывов коэффициента теплопроводности в пред
положении, что h2/x —» 0 при h —> 0 и т - > 0 (см. также [12]). В данной 
работе это предположение снимается для линейного уравнения теплопро
водности. 

Дадим краткую характеристику содержания работы. 
В § 1 вводится исходное семейство однородных разностных схем р(£) и 

ставится разностная смешанная задача. 
В § 2 с помощью априорных оценок [8] и принципа максимума изуча

ется устойчивость схем по начальным условиям и по правой части в раз
личных нормах. 
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О с о б ы й и н т е р е с п р е д с т а в л я е т с л у ч а й с и м м е т р и ч н о й ш е с т и т о ч е ч н о и 

с х е м ы 

( * * * 0 , 5 \ 

* * * 0 , 5 / 
(а = 0,5), 

д л я к о т о р о й д о к а з а н а у с т о й ч и в о с т ь в с р е д н е м п о н а ч а л ь н ы м д а н н ы м 

|| z ||2 .< М || ||2 

( см . ( 1 0 ) , § 2 , п . 2 ) , а т а к ж е у с т о й ч и в о с т ь п о п р а в о й ч а с т и 4 х : 

!М(2<м||¥!|2. 
Э т и о ц е н к и с п р а в е д л и в ы д л я с л у ч а я , к о г д а л и н и я м и р а з р ы в а к о э ф 

ф и ц и е н т о в я в л я ю т с я п р я м ы е х = c o n s t ( « н е п о д в и ж н ы е р а з р ы в ы » ) , п р и 
ч е м к о э ф ф и ц и е н т т е п л о п р о в о д н о с т и к (х, t) и т е п л о е м к о с т ь с (ж, t) у д о в 
л е т в о р я ю т п о t у с л о в и ю Л и п ш и ц а . 

Д л я с л у ч а я к о с о г о р а з р ы в а и с п о л ь з у е т с я а п р и о р н а я о ц е н к а [8] п о 

н о р м е ( / \ 1 ) 1 / 2 П , г д е п = 1, 2 , 3 , . . . 

В § 3 д о к а з а н а с х о д и м о с т ь с х е м р а с с м а т р и в а е м о г о с е м е й с т в а в к л а с с е 
р а з р ы в н ы х к о э ф ф и ц и е н т о в и д а н ы о ц е н к и с к о р о с т и с х о д и м о с т и ( п о р я д к а 
т о ч н о с т и ) п о h и т . П о к а з а н о , ч т о с х е м а ЗРу^ с ш а б л о н н ы м и ф у н к ц и о н а 
л а м и 

0 — 1 0,5 

ЛИ (*)} = (s)} = Fh|> (s)] = R Ц> (*)] = \ ^(s)ds ( A ) 

— 1 —0,5 

о б л а д а е т л у ч ш е й т о ч н о с т ь ю , ч е м д р у г и е с х е м ы и з р а с с м а т р и в а е м о г о с е 
м е й с т в а [ 1 0 ] . 

§ 1 . Однородные разностные схемы 

1 . И с х о д н а я з а д а ч а 

В п р я м о у г о л ь н и к е Д = (0 < ; я < ; 1 , 0 t Т) б у д е м и с к а т ь ф у н к 
ц и ю а (х, Z), у д о в л е т в о р я ю щ у ю д и ф ф е р е н ц и а л ь н о м у у р а в н е н и ю 

9и = Lik'q'f) и — с (х, t)d~ = 0 в области Д (1) 

с д о п о л н и т е л ь н ы м и у с л о в и я м и 

и (х, 0) = и0 (х), и ( 0 , t) = щ (t), и ( 1 , t) = и2 (£), (2) 
г д е 

L { k ' ^ u = ^(к (х, t)d£)-q(x,t)u + f(x,t). 

Б у д е м п р е д п о л а г а т ь , ч т о к о э ф ф и ц и е н т ы у р а в н е н и я (1) к у с о ч н о - н е п р е 
р ы в н ы и у д о в л е т в о р я ю т у с л о в и я м 

0 < кт < к {х, г) < к*, 0 < с , < с (х, t) < с*, 0 < q (х, t) < q* в Д . (3) 

г д е /ъ*, /с*, с*, с*, — п о с т о я н н ы е . 

Е с л и к о э ф ф и ц и е н т к (х, t) т е р п и т р а з р ы в н а к о н е ч н о м ч и с л е к р и в ы х 
F v , v — 1, 2 , . . . , v 0 , т о н а к а ж д о й и з э т и х к р и в ы х р е ш е н и е у р а в н е н и я 
(1) у д о в л е т в о р я е т у с л о в и я м с о п р я ж е н и я 

[ B ] | r v =0,[ftg]| = 0 , v = 1 ,2 ,? . . . , v „ , (4) 

г д е [u]\T = un — ил и т . д . — р а з н о с т ь п р а в о г о и л е в о г о п р е д е л ь н ы х 
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значений на кривой 1 \ . Задачу, определяемую условиями (1)—(4), мы 
будем в дальнейшем называть задачей (I). 

Кривые Г у , заданные на отрезке 0 <; t <J Т уравнениями х = тр, (£), 
перенумеруем так, что r)Vj (t) < rjV 2 (t), v1 < v2;^ при этом предполагаем, 
что кривые Г у (v = 0, 1, 2, . . ., v 0 , v 0 + 1; ч о (t) = 0, T)V e+i = 1) диф
ференцируемы при 0 <^ t <J Т и попарно не пересекаются в Д. Обозначим 

Av = (ть (t) < х < (t), 0 < t < Г), Д = 2 A v 2 
В работе [13] доказана теорема существования и единственности реше

ния задачи (1)—(4), обладающего в Д производными du/dt, d2u/dx2, кото
рые в каждой из областей A v удовлетворяют условиям Гёльдера по х и £. 

В дальнейшем мы будем предполагать существование решения и t) 
задачи (I), не останавливаясь на вопросе об условиях, обеспечивающих 
нужную по ходу изложения степень дифференцируемости в Д функции 
и (х, t). 

2 . О б о з н а ч е н и я 

Для решения задачи (I) методом конечных разностей введем в Д раз
ностную сетку т. е. совокупность точек (хь tj) с координатами х{ = 
= ih, i = 0, 1, 2, . . . , N, h = UNULU = /т , / = 0, 1, 2, . ^ . , L, т = T/L. 

Обозначим Q множество внутренних точек (xtl tj) сетки для которых 
0 < i < < J V , 0 <С j <^ Функцию г/|, определенную на Q , назовем сеточ
ной функцией. 

Д л я удобства изложения будем, как правило, пользоваться безындекс
ной системой обозначений и вместо у\ писать просто у или?/ (x,t), полагая 

(+1) ("О V V 

у = у\, У = y \ + v У = y \ _ v У = У = УГ2> 

y^ = 1 L l r L ' yx = J L p l , У7 = 0,5(у-+ух), yT = 4j=JL, 
так что 

= i [aUi ('W+i - 2/?) - a i ~ • 

Мы будем пользоваться следующими суммами и нормами: 
N-l N—i N N 

(У,*) = 2 \У' z) = S = 2 I?/,*] = 2 
г = 1 . г^=о г=1 i = o 

||г,||о - max (ft), j|y|[e = ( | г / Г , l ) 1 / a (c = l, 2), 
0 < i < i V 

i 

| | y | | 3 = | | y | | 2 , |J2/| | 4 = 1 у 2 II У 1 ° = m a x II2/Ik 3 = 0, 1 ,2 , 3 , 4. 

ft i o < * < T 
Будем пользоваться также обозначениями: 

| | ^ | o = m a x | y - ! , | | ^ | L = ( | ^ r , I f ' 0 ( 3 = J . 2 ) . 
0 < i < N 

Нетрудно заметить, что 

IM4<№!! 3<IMi < II У h < II У Но-
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П р и п о м о щ и э т и х о б о з н а ч е н и й п е р в у ю р а з н о с т н у ю ф о р м у л у Г р и н а м о ж н о 
з а п и с а т ь в в и д е 

/<+1) \ 

О б о з н а ч и м (о! с о в о к у п н о с т ь т о ч е к (х, t') р а з н о с т н о й с е т к и , д л я к о т о 
р ы х V т , 2 т , со* — с о в о к у п н о с т ь т о ч е к ( V , £) с е т к и , д л я к о т о 
р ы х х h, 2h, . . . , х; т а к , н а п р и м е р , 

) 

2 И 1 1 * = S l I ^ ' I K (' = ' ; ) 

п т . Д. 

3 . Р а з н о с т н ы е с х е м ы 

I) с т а т ь е [7 ] и з у ч е н ы о д н о р о д н ы е р а з н о с т н ы е с х е м ы L h ' q , f ) д л я с т а 
ц и о н а р н о г о у р а в н е н и я т е п л о п р о в о д н о с т и ! / * ' Ql ^ = 0 . М ы и с п о л ь з у е м э т и 
с х е м ы . 

В к а ч е с т в е и с х о д н о г о с е м е й с т в а р а з н о с т н ы х с х е м д л я з а д а ч и ( I ) м ы 
в ы б е р е м с е м е й с т в о ш е с т и т о ч е ч н ы х с х е м : 

. W y = a L h «у + ( 1 - a ) L h /у - р / / г 1 — а ) ' 

где 0 < а < 1 — ч и с л о в о й п а р а м е т р , p ( * ) = a p -|- (1 — а ) р , 

Д*' 4 '"// = («.'/.;), 'А'/ • ^ 
е с т ь к о н с е р в а т и в н а я т р е х т о ч е ч н а я о д н о р о д н а я с х е м а , к о э ф ф и ц и е н т ы к о т о 

р о й о п р е д е л я ю т с я ш а б л о н н ы м и ф у н к ц и о н а л а м и 

AH[^ (s)], - K . v < 0 , 

Dh[ty (s)], - 0 , 5 < s < 0 , 5 , 

^ [ • ф ( 5 ) ] , — 0 , 5 < s < 0 , 5 , 
но ф о р м у л а м 

a = Л Л [/с (x I- sh, t)], d = Dh [q (x + sh, t)], Ф - F / l [/ (ж + sh, t)l 

К о э ф ф и ц и е н т p в ы ч и с л я е т с я с п о м о щ ь ю ш а б л о н н о г о ф у н к ц и о н а л а 

R1' (t|? (s)], — 0 , 5 < Г s 0 , 5 , п о ф о р м у л е 

р — Rh [с (х -|- sh, t)]. 

З а в и с и м о с т ь а, р , d и Ф от ш а г о в с е т к и /г и т м ы н е у к а з ы в а е м . 
С е м е й с т в о р а з н о с т н ы х с х е м о п р е д е л е н о , е с л и з а д а н к л а с с ш а б л о н 

н ы х ф у н к ц и о н а л о в AH, Dh, Fh, Rh. 
В о б щ е м с л у ч а е , к а к п о к а з ы в а е т п р и м е р т о ч н о й с х е м ы , п о с т р о е н н ы й 

д л я с т а ц и о н а р н о г о у р а в н е н и я т е п л о п р о в о д н о с т и в с т а т ь е [9] , к о э ф ф и 
ц и е н т ы с х е м ы м о г у т з а в и с е т ь от в с е х к о э ф ф и ц и е н т о в д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о 
у р а в н е н и я . Д л я о б л е г ч е н и я и з л о ж е н и я м ы р а с с м а т р и в а е м з д е с ь с х е м ы 
с т а н д а р т н о г о т и п а , к а ж д ы й и з к о э ф ф и ц и е н т о в к о т о р ы х з а в и с и т т о л ь к о 
от о д н о г о к о э ф ф и ц и е н т а д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о у р а в н е н и я . О д н а к о , к а к б у 
д е т в и д н о и з п о с л е д у ю щ е г о и з л о я х е н и я , в б о л ь ш и н с т в е с л у ч а е в с т р у к т у р а 
ш а б л о н н ы х ф у н к ц и о н а л о в я в н о н е ф и г у р и р у е т . 

В о с п о л ь з у е м с я в в е д е н н ы м в [7 ] п о н я т и е м р а н г а ф у н к ц и о н а л а д л я х а 
р а к т е р и с т и к и к л а с с а ш а б л о н н ы х ф у н к ц и о н а л о в . Н е к о т о р ы й ф у н к ц и о н а л 
Лк [г|э], з а в и с я щ и й от п а р а м е т р а h, и м е е т р а н г г п р и с л е д у ю щ и х у с л о в и я х . 
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1°. Ah[ty] и м е е д и ф ф е р е н ц и а л п о р я д к а г п о h: 

Л"^: Л*'[Ц] + hA{1)[yp] + • • - + hrA{r) ty] + hr

P (h), 

a к а л . д ы й и з ф у н к ц и о н а л о в A{a) [г|э], a = 1, 2 , . . ., г , и м е е т д и ф ф е р е н 
ц и а л п о р я д к а г — о п о а р г у м е н т у ф: 

Л<°> [ф + б - ф ] - Л ( а ) [ф] + в . 4 о ) Ы>,<р] + • • • + 6 М 4 ° Л [ф,ф] + 8 Г ~ 5

Р ( 6 ) . 

( З д е с ь и в д а л ь н е й ш е м р (е) о б о з н а ч а е т в ы р а ж е н и е , р а в н о м е р н о с т р е 
м я щ е е с я к н у л ю п р и 8 —> 0.) 

2 ° . Ф у н к ц и о н а л -4 h [ i | ) ] и , с л е д о в а т е л ь н о , Л ( а ) [ ф ] д л я в с е х о — 
= 1, 2 , . . . , г я в л я ю т с я о д н о р о д н ы м и ф у н к ц и о н а л а м и п е р в о й с т е п е н и 

Ah[dp] = сЛ , 1[я|з], Л ( о ) [ с ф ] = с 4 ( о ) [ г | > ] , 

г д е с — п о л о ж и т е л ь н а я п о с т о я н н а я . 

3 ° . Ф у н к ц и о н а л ы -4 / 1 [ф] и Л ( 0 ) Г ф ] я в л я ю т с я н е у б ы в а ю щ и м и : 

А Н [ф 2 ] > A h [О?! ] , если ^> «фх, 

п р и ч е м -/1 / г[ф] — н о р м и р о в а н н ы й ф у н к ц и о н а л : 

^ h [ l ] = l ( 4 ( 0 ) [ 1 ] = 1, Л < 0 ) [ 1 ] = 0 П р и а > 1 ) . 

Е с л и Л / г |д | ) ] — л и н е й н ы й ф у н к ц и о н а л , т о в с е - А ( а ) [ ф ] т а к ж е л и н е й н ы . 
П о э т о м у у с л о в и е 2° и т р е б о в а н и е д и ф ф е р е н ц и р у е м о е ™ п о ф в ы п о л н я ю т с я 
а в т о м а т и ч е с к и . 

М ы б у д е м п р е д п о л а г а т ь : 

1) ш а б л о н н ы е ф у н к ц и о н а л ы 7? / 1[ф], Dh [ф>], ! , / г [а | ) ] л и н е й н ы , и м е ю т 
р а н г 2 и в т о р о й п о р я д о к а п п р о к с и м а ц и и , т . е . 

Rh[c (х + sh, t)] — с (х, t) = О (/г) 
и т . д . ; 

2) ш а б л о н н ы й ф у н к ц и о н а л Л ' Ч ф ] и м е е т 3 -й р а н г и в т о р о й п о р я д о к а п 
п р о к с и м а ц и и : 

Ah[k (х + sh, t)] — к ( я , t) = 0 (h2), x = x-0,5h. 

И з у с л о в и й 3° и (3) с л е д у е т , ч т о 

0 < К < а < **> 0 < с . < Р < Л 0 < d < q*. 

И з у с л о в и я 2) с л е д у е т прелюде в с е г о в о з м о я ш о с т ь р а з л о ж е н и я 

а = Ah Ik (х + sh, t)] = k (x, t) + hk' (x, t) ( 0 ,5 + A^ls]) + 

+ h2 \k" (x, t) ( V s + 0 ,5 4 0 ) [s] + 0 , 5 4 0 ) Is2]) + kf (x, t) A? [s] + 

k (x, t) f 

г д е ш т р и х о з н а ч а е т д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е п о х, х = х — 0,5h, 

А % [ l ,<p(s ) ] = 4 ? [Ф (s)]. 

И з 1) с л е д у е т , ч т о 

р = Rh[c (х + sh, t)] - с (х, t) + he' (х, t) Ri0)[s] + 0(h2); 
и т . д . 



О сходимости разностных схем для уравнения теплопроводности 811 

Т р е б о в а н и я в т о р о г о п о р я д к а а п п р о к с и м а ц и и 

а - к (х - 0 , 5 М ) + О ( й 2 ) , р = с (x,t) + 0(h2), d - q (x,t) + 0(h2), 

G> = f(x,t) + О (/r) 
б у д у т в ы п о л н е н ы , е с л и 

A[0)[s] = - 0 , 5 , Ri0)ls] =Di0) [s] = Fi0)[s] - 0 . 

У с л о в и я м 1) и 2) у д о в л е т в о р я ю т , н а п р и м е р , с х е ъ , у к о т о р ы х 

а — Аг_д/„ а = 0 , 5 + А ^ ) , а — т 1 '- - — , 

Л г I " 1—1 

Г/ = ft, d = 0,5 ( ? i + V 2 + g i _ V 2 ) , Ф = / ь Ф - 0 , 5 ( / г . _ , / 2 Ч - / Н л / 2 ) . 

р = с ь р = 0 , 5 ( c i + V 2 + C i _ v J , где £ i ± v 2 = £ ( Л г ± : 0,5/г, 

И з у с л о в и й 1) и 2 ) , в ч а с т н о с т и , с л е д у е т , ч т о с х е м а L ^ ' Q l , ) и с х е м а 

и м е ю т в т о р о й п о р я д о к а п п р о к с и м а ц и и п о /г. В о п р о с о п о р я д к е 

а п п р о к с и м а ц и и с х е м ы п о т р а с с м о т р и м н и ж е . У с л о в и я 1) и 2) и п а р а 

м е т р ос о п р е д е л я ю т исходный класс схем. 

Е с л и д в е с х е м ы и м е ю т о д и н а к о в ы й п о р я д о к а п п р о к с и м а ц и и ( п о р я 

д о к т о ч н о с т и ) , т о г о в о р я т [ 7 ] , ч т о э т и с х е м ы э к в и в а л е н т н ы п о п о р я д к у 

а п п р о к с и м а ц и и ( т о ч н о с т и ) . 

Е с л и ш а б л о н н ы е ф у н к ц и о н а л ы с х е м ы н е з а в и с я т от /г, т о т а к а я с х е 

м а н а з ы в а е т с я к а н о н и ч е с к о й . 

Н е т р у д н о п о к а з а т ь , ч т о л ю б а я с х е м а Здп^, у д о в л е т в о р я ю щ а я 1) и 2 ) , 

э к в и в а л е н т н а с в о е й к а н о н и ч е с к о й ч а с т и , т . е . с х е м е с ш а б л о н н ы м и 

ф у н к ц и о н а л а м и , А{0\ 1){0\ F[0), R{0). П о э т о м у м о ж н о о г р а н и ч и т ь с я и з у 

ч е н и е м т о л ь к о к а н о н и ч е с к и х с х е м , к ч и с л у к о т о р ы х , в ч а с т н о с т и , п р и 

н а д л е ж и т п р и в е д е н н а я во в в е д е н и и с х е м а ( Л ) . 

4 . Р а з н о с т н а я к р а е в а я з а д а ч а 

З а д а ч е ( I ) в Д п о с т а в и м в с о о т в е т с т в и е с л е д у ю щ у ю р а з н о с т н у ю з а 
д а ч у ( I I ) : 

&№у = 0 п а й , 

у» = к 0 ( ж ) , уь = и± ( / ) , yN - и2 (t). 

У с л о в и я с о п р я ж е н и я (4) п р и э т о м н е с т а в я т с я . 

О с н о в н о й х а р а к т е р и с т и к о й к а ч е с т в а р а з н о с т н о й с х е м ы я в л я е т с я в е 

л и ч и н а р а з н о с т и z — у — и , г д е у — р е ш е н и е з а д а ч и ( I I ) , а и — р е ш е н и е 

с о о т в е т с т в у ю щ е й з а д а ч и ( I ) . 

С е т о ч н а я ф у н к ц и я z, о ч е в и д н о , у д о в л е т в о р я е т у р а в н е н и ю 

J№z = _ ¥ на Q ) 
и о д н о р о д н ы м у с л о в и я м > ( I I I ) 

z = 0 при t = 0 , х = 0 , х = 1, J 
г д е 

Wh = altf' q ) z + (1 - а ) ф z - Р

( а ) ^ г , 

\у _ ___ a6fu _ ( i _ а ) ^ и __ п о г р е ш н о с т ь а п п р о к с и м а ц и и с х е м ы 

ЗРп? ~~ в к л а с с е р е ш е н и й у р а в н е н и я (1). 
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П р е д с т а в и м W в в и д е с у м м ы : 

¥ - а ф + (1 — а) Ф а% + (1 — а ) % + г, 
г д е 

г (Л, Q, / ) г (к, a, f) / ч ди 
Ф = £} , к - / . hi, % = (C — p ) w , 

г = ар(т--пт)+ d - ° ) Р ( | г— »г) • 
О т с ю д а в и д н о , ч т о п о р я д о к а п п р о к с и м а ц и и п о /г с х е м ы .9>№ о п р е д е л я 

е т с я п о р я д к о м а п п р о к с и м а ц и и с х е м ы L\[i,q'1) и ф у н к ц и о н а л а Rh[ty ($)]. 
Т р е б о в а н и я 1) и 2) о б е с п е ч и в а ю т в т о р о й п о р я д о к а п п р о к с и м а ц и и п о 

h д л я с х е м ы Зд\^. Н е т р у д н о д а л е е з а м е т и т ь , ч т о г О (т т <*) , где ттг̂  = 1 
п р и a=t= V 2 , W i / 2 — 2 и , с л е д о в а т е л ь н о , 

W = О (h2) г ^ ( т т « ) . 

Т а к и м о б р а з о м , с х е м а 3d\*J и м е е т в т о р о й п о р я д о к а п п р о к с и м а ц и и п о h 
и п о р я д о к та п о т . 

П р и э т о м п р е д п о л а г а е т с я д и ф ф е р е н ц и р у е м о с т ь н у ж н о е ч и с л о р а з 
к а к к о э ф ф и ц и е н т о в к, q, с и / , т а к и ф у н к ц и и и. 

В с л у ч а е р а з р ы в н ы х к о э ф ф и ц и е н т о в о к а з ы в а е т с я , ч т о с х е м а 3°{£) н е 
а п п р о к с и м и р у е т о п е р а т о р .'Ри в о к р е с т н о с т и л и н и и р а з р ы в а ( п о д р о б н е е 
об э т о м с м . в § 3 ) . 

В о п р о с о с х о д и м о с т и п р и h --> 0 и т —• 0 р е ш е н и я р а з н о с т н о й з а д а ч и 
( I I ) ( с х е м ы 3bhLx) к р е ш е н и ю з а д а ч и ( I ) м ы с в е л и к и з у ч е н и ю а с и м п т о т и 
ч е с к о г о п о в е д е н и я п р и h —> О и т 0 р е ш е н и я з а д а ч и ( I I I ) в з а в и с и м о с т и 
от в е л и ч и н ы п о г р е ш н о с т и а п п р о к с и м а ц и и W. Д л я д о к а з а т е л ь с т в а с х о 
д и м о с т и н а м п о н а д о б я т с я а п р и о р н ы е о ц е н к и р е ш е н и я з а д а ч и ( I I I ) . 

П о п у т н о б у д е т и с с л е д о в а н в о п р о с об у с т о й ч и в о с т и н а ш е й с х е м ы п о 
н а ч а л ь н ы м д а н н ы м и п р а в о й ч а с т и . 

У с л о в и м с я в д а л ь н е й ш е м п о с т о я н н ы е , н е з а в и с я щ и е от h и т , о б о з н а 
ч а т ь ч е р е з М , н е у к а з ы в а я , к а к п р а в и л о , и х с т р у к т у р у . 

§ 2 . О б устойчивости р а з н о с т н ы х схем 

Р а с с м о т р и м в о п р о с ы у с т о й ч и в о с т и р а з н о с т н ы х с х е м . 
В с л у ч а е п о с т о я н н ы х ( и л и з а в и с я щ и х от х) к о э ф ф и ц и е н т о в д л я с х е м 

3°hz в [ 1 4 ] , [ 1 5 ] п о к а з а н о , ч т о т р е б о в а н и е у с т о й ч и в о с т и в с р е д н е м 
с х е м ы п р и V 2 <J а <Г 1 н е н а к л а д ы в а е т о г р а н и ч е н и й н а о т н о ш е н и е 
ш а г о в у = т /Л, 2 и л и б = т . к . В с л у ч а е 0 ^ а <С V 2 т р е б о в а н и е у с т о й ч и 
в о с т и с х е м ы п р и в о д и т к у с л о в и ю 

¥ ^ 2 (1 — 2а) к* ' 

Е с т е с т в е н н о о ж и д а т ь а н а л о г и ч н ы х р е з у л ь т а т о в и в с л у ч а е к о э ф ф и 
ц и е н т о в , з а в и с я щ и х от в р е м е н и . 

У с т о й ч и в о с т ь в с р е д н е м д л я г л а д к и х к о э ф ф и ц и е н т о в , з а в и с я щ и х 
от в р е м е н и , р а с с м а т р и в а л а с ь р а н е е д л я н е с к о л ь к о и н ы х с х е м п р и а = 
= V2 в р а б о т е [ 4 ] . 

Р а с с м о т р е н и е в о п р о с о в у с т о й ч и в о с т и б у д е м п р о в о д и т ь м е т о д о м и н т е 
г р а л ь н ы х о ц е н о к в п р е д п о л о ж е н и и , ч т о 
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о г р а н и ч е н ы . Э т о т р е б о в а н и е н е и с к л ю ч а е т в о з м о ж н о с т и н е п о д в и ж н ы х 

р а з р ы в о в . У к а ж е м т а к ж е н а р а в н о м е р н у ю у с т о й ч и в о с т ь . 

1. П р и н ц и п м а к с и м у м а 

И з в е с т н о [16] , ч т о д л я ч е т ы р е х т о ч е ч н ы х с х е м 

* * * 
* # * 

и м е е т м е с т о п р и н ц и п м а к с и м у м а : 

где 
,9i^z, z n = ZJV = 0, z j ( „ 0 

( 5 ) 

(6) 
Д л я с х е м ы 

( * 
\ * * * п р е д ы д у щ е е н е р а в е н с т в о и м е е т м е с т о п р и у — x/h2 < ; cJ2k*. П у с т ь d^O. 

П о к а ж е м , ч т о о ц е н к а ( 5 ) и м е е т м е с т о и д л я с х е м ы 

* * * 
а 

1 — а 

п р и у с л о в и и у <; cJ2 (1 — а ) к* ( с м . такяче [ 5 ] ) . 
Р а с с м о т р и м ш е с т и т о ч е ч н у ю с х е м у ЗьУ и з а п и ш е м ее в в и д е 

a t i(az-)x — dz] — p<a>z = — [l [р<а> — у (1 — а ) [{+а + а) — 

/<-Н)(-Н) v ( - l ) \ ] 

- х (1 - а ) d] + г (1 - а ) [ a- z + a z Д - W 

П р и S 0 = ZN = 0, z\t==Q = 2°. 

П р е д в а р и т е л ь н о р а с с м о т р и м з а д а ч у д л я z, с о о т в е т с т в у ю щ у ю н а ч а л ь 
н о й ф у н к ц и и | z ° | , п р а в о й ч а с т и | W | и н у л е в ы м г р а н и ч н ы м у с л о в и я м . 

Т о г д а п р и у cJ2 (1 — а) к* и з о т р и ц а т е л ь н о с т и п р а в о й ч а с т и (7) 
п р и t = О с л е д у е т , к а к л е г к о в и д е т ь , ч т о z\ > 0 . П р о д о л ж а я р а с с у ж д е 
н и я , п о л у ч и м z\ ^> 0. 

И з (7) д л я z и м е е м 

Й | 0 < ( 1 + Мт)( | |2 | | 0 + |! Ч) 
И 

l | z | | 0 < M ( i | 2 » | | 0 + 2 l l l i f i o f ) . 

Р а с с м а т р и в а я т е п е р ь з а д а ч у д л я z = z — z п р и т о м ж е о г р а н и ч е н и и 
н а у, а н а л о г и ч н о п р е д ы д у щ е м у п о л у ч и м 

Й 0<м(ц 2°|| 0-ь2№ 

З а м е ч а я , ч т о z = z — z , и у ч и т ы в а я о ц е н к и д л я z и z, п о л у ч и м и с к о 
м у ю о ц е н к у ( 5 ) . 
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И з п р и н ц и п а м а к с и м у м а д л я с х е м ы 

( * * * а \ 

* * * 1 — а / 

с л е д у е т р а в н о м е р н а я у с т о й ч и в о с т ь п о н а ч а л ь н ы м д а н н ы м и п р а в о й ч а с т и . 
Д л я н е я в н о й с х е м ы 

* * * 1 \ 

о) ( а = 1 ) 

у с т о й ч и в о с т ь п о н о р м е || ||0 и м е е т м е с т о п р и л ю б ы х Л и т . Т р е б о в а н и е d >̂ О 
не я в л я е т с я о г р а н и ч е н и е м , т а к к а к с п о м о щ ь ю п р е о б р а з о в а н и я z\ = SjV* 
и с о о т в е т с т в у ю щ е г о в ы б о р а Sj в с е г д а м о ж н о д о б и т ь с я в ы п о л н е н и я у с л о 
в и я d ^> 0. 

2. У с т о й ч и в о с т ь в с р е д н е м п о н а ч а л ь н ы м 
д а н н ы м 

О с т а н о в и м с я н а в о п р о с е у с т о й ч и в о с т и р а з н о с т н ы х с х е м в н о р м е || \% 
н о н а ч а л ь н ы м д а н н ы м . С э т о й ц е л ь ю п о л у ч и м и н т е г р а л ь н о е т о ж д е с т в о 

Ц р Р (р<*), S2)_ +

 Т ^ - ^ (р<«>, Z2) + 0 ) 5 / + ((0,5 - а) (1 + 3) + 0,5(3) I + 

+ ( а - 0,5) т 2 ( а , z 2_] - 1 - ((2а - 1 + а З ) а + (1 - а) o , z - z - ] -

- т (а - 0,5) ( а г , z | ] = (z + ,8zv, ¥ ) + Ц % < ? > , * 2 ) -

— а (rf,z2) — (1 - а) 3 (й, z 2 ) — (ава1 + (1 — a) d, zz), (8) 

где / = (a, z - 2 j , р<«) | ( = 0 = р | , = 0 , z | = (z-) 2 . . 

У м н о ж и м у р а в н е н и е (6) н а z + с у м м и р у я п о со х и п о л ь з у я с ь п о 
а н а л о г и и с [8] п е р в о й ф о р м у л о й Г р и н а , в с л у ч а е п е р в о й к р а е в о й з а д а ч и 
п о л у ч и м 

(rj<*>, 22)_ 1 + Р ( p w + Т ( 1 ~ Р ) (р<°> , z2_) + а / + 

- Ь (1 - а) 3 / + (а,3а + (1 - a) a, z -z- ] * 2) + 

J . . (1 _ а ) 3 (d, z 2 ) + (Barf + (1 - a) d, zz) = (z + fz,W). 

Отсюда, учитывая преобразования 

а / _|_ (1 _ а ) 3 / = 0 , 5 / + (а - 0,5) ( / + 1 ) + ((0,5 - а)(1 + 3) + 0,5,3) / , 

/ + / - 2 (a, z - z - ] = т 2 (a, zf^] - т ( о г , z | ] , 

получаем интегральное тождество (8). 

Рассмотрим вопрос об устойчивости по начальным данным для случая 

a = Vs. 

Полагая в (8) 3 = 1, a = V2, ¥ = 0, получим 

( р < « ) , z 2 ) 7 + 0,5 ( / + / ) + 0,5 (а + a , z -z- ] = 

= _ 1/2 (d, z 2 ) -V2 (rf, z 2) - V s ( d + rf, zz) + (p (

r

a ) , z 2 ) . (9) 

Используя оценку из работы [8]: 

/ < М ( р ( - ) , z 2 ] | ( = 0 , где р(«> | j = o = р | ( = о , 
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и п о л ь з у я с ь н е р а в е н с т в а м и 

- ^ 4 ^ < 1 + Мх, (1 , z2) < Ml, 
2Vaa 

- М б 2 ( Р < а >, z2) | < = 0 < - М т 2 ( / + У ) < 0 , 5 ( / + У ) + 0 , 5 ( а + a, z - z - ] , 

и з ( 9 ) п о л у ч а е м 

(1 — Мх) w < (1 + Мх) w + xM62w°, 

г д е w = ( р ( а ) , z 2 ) , 6 = е / Л . 

О т с ю д а с л е д у е т 
и; < Ж (1 + б 2 ) w° 

| | z | | 2 < M K l + б 2 | | ^ | | 2 , (10) 

И з п р е д ы д у щ е г о н е р а в е н с т в а в с и л у [ 1 4 ] с л е д у е т 

Т е о р е м а 1 . Если выполнено условие ( S ) , то схема при а=х1ъ 

устойчива в среднем по начальным данным при произвольном б— x / h - ^ o c . 
З а м е ч а н и е . И с п о л ь з у я и н т е г р а л ь н о е т о ж д е с т в о (8) п р и J3 = 0 

и ¥ = 0 , л е г к о п о л у ч и т ь д л я 0 < а < х[2, V2 <С а ^ 1 с л е д у ю щ и е о ц е н к и : 

|| z | | 2 < М2 (г) | z° | | 2 при V2 < а < 1 и любых Г> 

г д е е — л ю б о е ч и с л о и з и н т е р в а л а 0 <С е <С 1 (в с л у ч а е a = 1 п о 

с т о я н н а я Л / 2 н е з а в и с и т от у ) . 

О т с ю д а с л е д у е т , с о г л а с н о [ 1 4 ] , у с т о й ч и в о с т ь п о н о р м е [| ||2 в с р е д н е м 

п о н а ч а л ь н ы м д а н н ы м п р и a=f=1/2 и п р о и з в о л ь н о м у - ^ о о п р и в ы п о л н е н и и 

у с л о в и я ( S ) . 

Е с л и о т к а з а т ь с я от т р е б о в а н и я о г р а н и ч е н н о с т и р а з н о с т н ы х о т н о ш е 

н и й ( н а п р и м е р , в с л у ч а е к о с о г о р а з р ы в а ) aj И dj, т о , п о л ь з у я с ь м е т о д о м 

и н т е г р а л ь н ы х н е р а в е н с т в , м о я ш о п о л у ч и т ь с л е д у ю щ у ю о ц е н к у : 

I z | j 2 < М ] Л + ( 1 - а ) 2 у 2 | | 2°|| 2 + М ( 2 тI! Y | | \ t / 2 (0,5 < а < 1). (10 ' ) 

О ц е н к а п о л у ч е н а в п р е д п о л о ж е н и и о г р а н и ч е н н о с т и р р 

3 . А п р и о р н ы е о ц е н к и и у с т о й ч и в о с т ь п о н а ч а л ь 

н ы м д а н н ы м и п о п р а в о й ч а с т и 

В р а б о т е [8 ] д л я р е ш е н и я з а д а ч и 

Wz = - У, z0 = zN = 0, z | ( = 0 = z°, 0,5 < а < 1. 

п о л у ч е н ы с л е д у ю щ и е а п р и о р н ы е о ц е н к и : 

K I K N I 2 + 1 ! % 1 < мр|| 2 + | z | | | 2 + ^ 2 1 ^ 1 1 2 2 т у / 2 | , ( i i ) 
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( i , O w m < с т ц ^ | ! з , (12) 

\о)_ ; 

/ 2 т < С т | | ¥ | | 3 , а = 1 , 2 о = 0 , (13) 

где С т = М2ттеМ2тт. Оценка (И) получена при условии | а - | < ^ М , 
j р , - | <^ Л/, а (12) и (13) — в предположении ограниченности лишь ] р ^ 1 . 
Оценки (12) и (13) будут использованы для изучения сходимости в случае 
подвижных разрывов. 

Пользуясь формулой (8) при (3 — — 1 , можно получить методом, ана
логичным [8] , априорную оценку при 0 <^ а <1 V2, z° = 0 и условии (S): 

1 ^ 1 1 о < ^ ( а ^ Й ' / 2
 п р и Г < 2 ( ? 1 1 ^ , е е (0,1). (14) 

Из формул (11) и (14) следует устойчивость по правой части (z° — 0); 

I * «о < м ^ 2 1 V |g т у л < м ^ 2 I I V Но rj\ 

а также по начальным данным (W = 0): 

| |2 | |o<||4+ll^li2< M {| l^l2 + ll̂ l2}-

§ 3 . Сходимость разностных схем в классе разрывных 
коэффициентов 

В этом параграфе мы докажем ряд теорем о сходимости (и точности) 
решения разностной задачи ( I I ) к решению задачи ( I ) при h —> 0 и т 0. 
Отдельно рассматриваются два случая: 

а) неподвижные разрывы (линии разрыва к (х, t) прямые, х = const), 
б) косые или движущиеся разрывы на кривых х = ц,, (t), v = 

= 1, 2, . . ., v 0 , причем (t) ф 0 по крайней мере для одного v. 
Особую роль играет схема З 5 ^ , определяемая шаблонными функцио

налами 
0,5 г 0 -,-1 

Rly (s)\ = D (s)] = Fly (s)] = j ф (s) ds, Aly (s)] = \ £ t ) — 0,5 
так что 

— l 

a 
0 _ - i 0,5 0,5 

S , d = ^ q (x + sh, t) ds, p = ^ с (ж + sh, t) ds, 
—0,5 —0,5 

3 к (x J

r sh, t) 
—1 

0,5 
Ф = ^ f (x + sh, t) ds, 

—0,5 

В дальнейшем будем называть ее схемой (Л). 
Формулируем используемое ниже 
У с л о в и е А а . Функции к', к", с', q', / ' , и", {ки'У удовлетворяют 

условию Липшица по х, а функции 

к, с, б с I dt , д и/dt 
— условию Липшица по £ ( т а = 1 при а =f= V2, nii/2 = 2) либо во всей 



О сходимости разностных схем для уравнения теплопроводности 817 

о б л а с т и / / , л и б о в к а ж д о й и з п о д о б л а с т е й A v (v = 0 , 1, 2 , . . . , v 0 ) (в 
д а л ь н е й ш е м это б у д е т в с е г д а у к а з ы в а т ь с я ) . 

Р а с с м о т р и м с н а ч а л а в о п р о с о с х о д и м о с т и в с л у ч а е н е п р е р ы в н ы х к о э ф 
ф и ц и е н т о в . 

1. С х о д и м о с т ь в к л а с с е н е п р е р ы в н ы х 

к о э ф ф и ц и е н т о в 

Т е о р е м а 2 . Если условия А а выполнены в области //, то любая 
схема yfdhx из исходного семейства схем, имеет второй порядок точности 
по h и порядок та по т , точнее, при достаточно малом х <^ т 0 имеют место 
ии.енки 

а) |; У — и ||0 < М (h2 + х"а). 0,5 < а < 1, 

б) Н 2 /—» Но < М ( Л 2 + т ) , 
причем а случае а — 0 должно выполняться требование 

Т № 4 2Л* ' 

К а к с л е д у е т и з § 1 ( п . 3 и 4 ) , д л я п р а в о й ч а с т и з а д а ч и ( I I I ) и м е е т м е с т о 
с о о т н о ш е н и е 

| | ¥ | о - О {К2) + О ( т ™ « ) . 

П о л ь з у я с ь а п р и о р н о й о ц е н к о й р а б о т ы [8 ] ( см . § 2 , п . 3) и у ч и т ы в а я , ч т о 
|; ¥ ||2 ; || ¥ | | 0, п о л у ч а е м о ц е н к у а ) . О ц е н к а б) с л е д у е т и з п р и н ц и п а м а к 
с и м у м а (§ 2 , п . 1; с м . т а к ж е [ 5 ] ) . 

2 . П о г р е ш н о с т ь а п п р о к с и м а ц и и в о к р е с т н о с т и 
л и н и и р а з р ы в а 

П у с т ь ф у н к ц и я k (ж, t) и в с е о с т а л ь н ы е к о э ф ф и ц и е н т ы у р а в н е н и я (1) 
и м е ю т р а з р ы в ы п е р в о г о р о д а н а к о н е ч н о м ч и с л е п р я м ы х х]— ц^==Хщ + Qv& 
(хп^ = nji, 0 < ; 0 V <^ 1, v = 1, 2 , . . . , v 0 ) , п а р а л л е л ь н ы х о с и t, п р и 
ч е м п р е д е л ь н ы е з н а ч е н и я с л е в а и с п р а в а ф у н к ц и й 

q, / , к', q \ c \ / ' , АЛ и ' , й \ и"1 

у д о в л е т в о р я ю т в д о л ь к а ж д о й л и н и и р а з р ы в а х — цу у с л о в и ю Л и п ш и ц а 

п о t д л я 0 t <^ Т ( у с л о в и е Б ) . 
Е с л и , к р о м е т о г о , в к а ж д о й и з о б л а с т е й A v в ы п о л н е н о у с л о в и е А а , 

то 

¥ = О (/г 2) 4 - О ( т " « ) 

во в с е х т о ч к а х ( х , t) с е т к и Q , д л я к о т о р ы х х =f= хп^, хф # n v + i . 
Д л я у п р о щ е н и я з а п и с и б у д е м в е с т и и з л о ж е н и е д л я о д н о й л и н и и т] = 

= хп -\- О/г, п = п (/г), 0 = 0 (/г). П е р е х о д к о б щ е м у с л у ч а ю v 0 л и н и й 
р а з р ы в а н е п р е д с т а в л я е т т р у д а . 

В с т а т ь е [7 ] д а н о р а з л о ж е н и е ф - j - % = ф п о с т е п е н я м h в т о ч к а х х = 
• х,п и х = aV-n- П р и э т о м о к а з ы в а е т с я , ч т о д л я с х е м ы (А) , о п и с а н н о й в 

S I . п . 3 . 

Ф н = О (1 ) , ф п + 1 = О (1 ) , 

Фп -г Цич = ( 0 , 5 - G) {(L{k>Q'f)u)n - ( £ ( М ' \ ) Л } + ^ (А). (15) 
5 > К И М и М Ф . № 5 
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Д л я л ю б о й с х е м ы и з р а с с м а т р и в а е м о г о к л а с с а с х е м в ы п о л н е н ы у с л о 

в и я 
/мр п = О ( 1 ) , й ф п + 1 = О ( 1 ) , ф п + фп-1-г = О ( 1 ) . 

В ы ч и с л и м %п и > у ч и т ы в а я п р и э т о м , ч т о 

dt 
, ди\ I ди\ ,ч 

В с л у ч а е с х е м ы (Л) и м е е м 

р = \ с л - £) ds. 
—0,5 

Р а с с м а т р и в а я п о р о з н ь к а ж д ы й и з с л у ч а е в 0 <^ 0 ^ 0 , 5 и 0 , 5 <1 0 < ; 1 . 
н а х о д и м 

Xn = 0(l), x«+ i = ^(l), 

Хп + Х«+1 = - ( 0 , 5 - 6 ) ( с п - с,)д£ (т), 0 + О (Л). 

О б ъ е д и н я я э т и р е з у л ь т а т ы с ( 1 5 ) и у ч и т ы в а я у р а в н е н и е £Ри = 0 , а т а к ж е 
о ц е н к у 

rn = 0 ( т т « ) , г Л . н - О ( T W « ) , 
п о л у ч а е м 

(ф + Х)п + (Ф + X)n+i = ( 0 , 5 - 9 ) { ( ^ Й ) „ - (#>и) л } г О (h) = О (А) 

и , с л е д о в а т е л ь н о , д л я с х е м ы (Л) и м е е м 

ф п = О ( 1 ) , ф п „ н = О ( 1 ) , где ф = ф + х , ^ + ф п + 1 = О (/г), 

Д л я л ю б о й с х е м ы 3°пт в ы п о л н е н ы у с л о в и я 

/гф„ = О ( 1 ) , / г ф п + 1 = О ( 1 ) , ф п + ф п м = О ( 1 ) . 

В ы р а ж е н и я д л я ф п и i|)n + ф п + 1 м о ж н о п р е д с т а в и т ь в в и д е 

Фп - + 4 3 ( 0 )-ЬЛЗ<1) + О ( /г 2) , ф и 4- ф п + г = а ( 0 ) + А а ( 1 ) + О ( /г 2 ) . 

Н е в ы п и с ы в а я в ы р а ж е н и й д л я 3 ( _ _ х ) , 3 ( 0 ) , { 3( 1 ) ? о ( 0 ) и 0(1)? у к а п а е м , ч т о 
3(__j) з а в и с и т от 9, & л , /с п ( & л и л = ^1^), ( 3 ( 0 ) и о ( 0 ) — от 9, А л , А п , с л , с п , 

^л» ^ . i ' / л ' / П ' А л» А п ' м л » и п» й л> ггп> а к о э ф ф и ц и е н т ы и о ( 1 ) , к р о м е 
т о г о , з а в и с я т и от / с л , g^, д^, / д , / ^ , с ' ( , с'п, и"!л, п р и ч е м з а в и с и м о с т ь 
к о э ф ф и ц и е н т о в 8 (_D , р ( 0 ) , (3(D, (Т { 0 ) И О ( 1 ) ПО в с е м а р г у м е н т а м , к р о м е кл 

и & т я в л я е т с я л и н е й н о й . 
Д л я с х е м ы (Л) и м е е м 

;Vi) " 0 . а(0) 0 . 

П р е д с т а в и м ф = ф + X в в и д е с у м м ы 

ф = ф + ф, (16) 
г д е 

ф ^ 0 п р и х =f= хп и х X n 4 - j , 

Цп= + ,3(0) + Ф п + ф п - Ы -= СТ ( 0 ) - f /20(1,. 

О т с ю д а и и з ( 1 6 ) я с н о , ч т о 
|| ф J = О (/г 2) 

д л я в с е х с х е м SPn^ -
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П р е д с т а в и м р е ш е н и е з а д а ч и (III) в в и д е с у м м ы 

Z = v - f W, 

где w — р е ш е н и е « с т а ц и о н а р н о й » з а д а ч и 

(aw-)x = —ф, и?0 0, wN = 0. (IV) 

П р а в а я ч а с т ь ¥ у р а в н е н и я (III) м о ж е т б ы т ь п р е д с т а в л е н а в виде 

¥ - а ф + (1 - а ) ф + г =4? + ?, 

где 

¥ = а ф - f (1 — а) ф, W = a ^ 4 r (1 _ а ) ф + г. 

О т с ю д а с л е д у е т , ч т о ф у н к ц и я v о п р е д е л я е т с я у с л о в и я м и 

&№v=- --Q »•« {>) 

Щ = vN = О, (V) 
г?° = — w°, ) 

г д е 

С? - ¥ — р (*> wT ~ ad-w - (1 — a ) d-w. (17) 

3 . Т е о р е м а о с х о д и м о с т и в с л у ч а е н е п о д в и ж 
н ы х р а з р ы в о в 

П е р е й д е м к о ц е н к е w и г/у. З а д а ч а (IV) б ы л а и с с л е д о в а н а в [7] , 
г д е п о к а з а н о , ч т о 

| | ш Ц 0 < М ! | ф ! ! 4 < М\г\ 

з д е с ь х 2 д л я с х е м ы (Л), к == 1 д л я л ю б о й с х е м ы из р а с с м а т р и в а е -
м о г о к л а сс а с х е м . 

J1 е м м а 1. Если выполнены условия Б , т о сАял решения задачи (IV) 
имеют место оценки: 

а) ,'и;-,- ||о < Mh'\ 

б) | | w - | | 2 < Mh*~l/\ 

I» с а м о м д е л е , у ч и т ы в а я , ч т о (г /ш-) г — я ш - г -f- fl^w-, п о л у ч и м д л я 
'i w к р а е в у ю з а д а ч у 

П^)х ~~ — Ф, So = IN = 0, 

ф = ф г j ( « Г ^ - ) л • 

I в о с п о л ь з у е м с я т е п е р ь а п р и о р н о й о ц е н к о й [7 ] 

Ш о < ^ М Й \ и < М {gj + j | 3 } . 

П с и л у у с л о в и я Б в е л и ч и н ы 

( 3 ( о ) ) [ , (б(1))7, (8(0))г, Ф( -И )/ 

о г р а н и ч е н ы по а б с о л ю т н о й в е л и ч и н е , п о э т о м у 

Иг Ii < (18) 

5 * 
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В в о д я р а з н о с т н у ю ф у н к ц и ю Г р и н а G з а д а ч и ( IV) и п р е д с т а в л я я w в в и д е 

w = (G,^), 

н е т р у д н о у б е д и т ь с я в т о м , ч т о w- = О (/г*) п р и хф хп+}, (ю-)п^х= О (h*-1). 

О т с ю д а с р а з у с л е д у е т 

№l=0(h*), \\w-%= О (h« -"*-). 

Т е м с а м ы м л е м м а д о к а з а н а . 
Т е о р е м а 3 . Если выполнено условие Б и условия А а в каждой из 

областей A v (v = 0 , 1 , . . . , v 0 ) , то решение задачи ( I I ) сходится к реше
нию задачи ( I ) при независимом стремлении h и х к нулю, так что при 
достаточно малом х ^ т 0 для любой схемы из рассматриваемого класса 
схем справедливы оценки 

|| у _ и ||о < М (h + Т) для а = 1 , (19) 

| у _ и |0 < М (/г 1 / 2 + T W « ) для 0,5 < а < 1, (20) 

где та = 1 при а ф 1 /2 , т1/2 = 2 . 

Т е о р е м a 4 . Если выполнены условия теоремы 3 , то для схемы (Л) 
имеют место оценки 

\\у - и ||0 < М (/г2 + т) для а = 1, (21) 

|| у _ и | 0 < ; м (h3/2 + т т « ) для 0,5 < а < 1. (22) 

З а м е ч а н и е . Д л я в с е х 0 <^ а ^ 1 п р и д о п о л н и т е л ь н о м у с л о в и и 

' - T H T J T V < 2 3 ) 

с п р а в е д л и в а о ц е н к а 

ly~-«L Mih' i т % . (24) 

Т е о р е м ы 3 и 4 б у д у т д о к а з а н ы , е с л и м ы у б е д и м с я в т о м , ч т о о ц е н к и 
( 1 9 ) — ( 2 2 ) , (24) и м е ю т м е с т о д л я ф у н к ц и и v—решения з а д а ч и ( V ) , т а к к а к 

II ^ | 0 < || v ||0 + I! w ||0 < Mlfi + I) v | j 0 . 

Д л я о ц е н к и р е ш е н и я з а д а ч и (V) в с л у ч а е 0 , 5 а < 1 в о с п о л ь з у е м с я 
а п р и о р н о й о ц е н к о й (11 ) : 

v ;!о ^ Mhu&b + (2 II Q ( 2 5 ) 

В с и л у (17) и л е м м ы 1 и м е е м 

|| Q ||2 < М (/г х + т" '« ) , !| и£ | 2 < МН''~у,\ 

О т с ю д а и и з (25) с л е д у ю т н е р а в е н с т в а (20) и (22 ) . 
Е с л и в ы п о л н е н о у с л о в и е (23) , т о д л я п о л у ч е н и я о ц е н о к (19) , (21) и 

(24) м о ж н о в о с п о л ь з о в а т ь с я п р и н ц и п о м м а к с и м у м а : 

» v |о < М ||| г° ||0 + V т jj^ | н } < / ¥ ( А * + т " - а ) > 

J 
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т а к к а к 

I K i i o = K i l o = o(h«). 

Т е м с а м ы м т е о р е м а д о к а з а н а . 
С л е д у е т п р и э т о м и м е т ь в в и д у , ч т о а п р и о р н а я о ц е н к а ( 1 1 ) и м е е т 

м е с т о т о л ь к о п р и у с л о в и и о г р а н и ч е н н о с т и | а - | и | p t - | ( т . е . | kj | ^ М, 
i с, \ М). В р а с с м а т р и в а е м о м с л у ч а е н е п о д в и ж н о г о р а з р ы в а э т и у с л о 
в и я в ы п о л н е н ы . 

4 . С х о д и м о с т ь в с л у ч а е к о с о г о р а з р ы в а 

Р а с с м о т р и м т е п е р ь с л у ч а й « к о с о г о р а з р ы в а » , т . е . з а д а ч у , п о с т а в л е н н у ю 

н i 1, п . 1. 

К о э ф ф и ц и е н т к (х, t) и м е е т р а з р ы в ы н а к о н е ч н о м ч и с л е к р и в ы х 

Г , (v .1, 2 , . . . , v 0 ) , у д о в л е т в о р я ю щ и х у с л о в и я м : 

П к р и в ы е F v (v — 0 , 1, . . . , v 0 + 1) п о п а р н о не п е р е с е к а ю т с я ; 

2) к р и в ы е Г,, д и ф ф е р е н ц и р у е м ы . 

К о э ф ф и ц и е н т ы q (х, t) и / (х, t) т а к ж е р а з р ы в н ы т о л ь к о н а к р и в ы х 

Г, , а с (х, t) м о ж е т и м е т ь р а з р ы в ы т о л ь к о н а т е х к р и в ы х 1 \ , к о т о р ы е п а 

р а л л е л ь н ы о с и t (n' v (t) ~= 0 ) . В с е э т и у с л о в и я о т н о с и т е л ь н о к о э ф ф и ц и е н 

тов и к р и в ы х Г у б у д е м н а з ы в а т ь у с л о в и я м и К . 

Т е о р е м а 5 . Если выполнены условия К и условия А а в каждой из 
областей Av (у = 0 , 1 , . . . , v 0 ) , иго решение задачи ( I I ) при а — 1 схо
дится к решению задачи ( I ) при независимом стремлении h и х к нулю, 
тал что при достаточно малых h hQ и т < т 0 • , • \ 

I у - U ;|0 < М (ti'' ~ P l ('° + 

,-ae p | (h) 0 при h —• 0 , p 2 (т) —> 0 при x —> 0 , во всем классе исходных 

<:X('M. 
Т е о р е м a 6 . Если выполнены условия теоремы 5 , то для схемы (Л) 

vM^nn место оценка 

\\у — и | 0 . М (hl~^li> + xl~p*W) при а = 1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о о б е и х т е о р е м п р о в е д е м д л я с л у ч а я о д н о г о р а з р ы в а : 

Ц = хп ф 0/г, хп = nh, о с 0 ^ 1 , 

г д е п - и (A, t), 0 = 0 (/г, I). 
Р а с с м о т р и м п о г р е ш н о с т ь 

¥ - ф + г, ф = Ф - г Ф - 4 М ' л и - Lik> «• f)u, 

Е с л и в ы п о л н е н ы у с л о в и я А а в Д у , то ф — О ( /г) д л я х ф хп, х ф хп+1. 

Т а к к а к с (х, i) н е и м е е т р а з р ы в а н а л и н и и Г у ( п р и r|'v (t) ф 0 ) , то %?1 — 

^ О ( Л * ) , Х п + 1 ^ # ( А 2 ) . 

Д л я ф н и. фп_;--( п о л у ч а е м те ж е в ы р а ж е н и я , ч т о и в п . 2 , о д н а к о в э т о м 

с л у ч а е 
% г + '!<',, ; - (9 (1) 

д а ж ^ д л я с х е м ы ( Л ) , т а к к а к н а к р и в о й Г., ( T ] V ( 0 ф 0) п р о и з в о д н а я 
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duldt разрывна, что следует из тождества 

dt 1 

В самом деле, для схемы (Л) имеем 

Фп + ф п + i = ( 0 , 5 - 0) с ( п ( * ) , t) 

Остановимся подробно на оценке погрешности г. Кривая х = r\ (t) 
для t — т < Г t пересекает прямые х — ih в точках (хр, t ' ) , где р = 

— Ро> Ро + С • • • , Ро + п — 1- Во всех этих точках гр = О (1). Пусть 
V (7) > 0. Тогда 

' д ' Л О(т) ( « г ) р = ( 1 -Х)(д{ 
dt> 

и, следовательно, 

rp = (1 _ Я ) с р [ ^ ] | г ^ + 0 ( т ) , 

где К определяется из условия xv = ц (t — A T ) . 0 ^ А С 1, так что 

кх - и' (t) О/г + О (т/г). 
Подсчитаем число пересечений п. Возможны три случая (см. фигуру).. 

п>1 П-1 nzo 
Число п пересечений на каждой строке сетки удовлетворяет условию 

п - < + 1 = Nzr.ll _1 н.. | < м - 1 + 1 . 
/? ' х h - /г 

Л е м м а 2. Пусть v есть решение задачи 

Ж - - r n a Q ; ~г 0 = vN = 0 , г е - 0 , (VI ) 

где г = О ( 1 ) в одной точке (xv, t) на каждой строке и г — 0 во всех осталь
ных точках сетки Q. Тогда для v при h С h0 имеет место оценка 

v ||0 < Mh (26) 

где р (h) 0 при h -> 0. 
Воспользуемся априорной оценкой (12). Из этой оценки следует нера

венство 

v\\o<Cm | И з / г ~ ^ \ I . 2 , 3, 

где 
Ст= М2тте М2т

г 

Вычисления дают 
h I rv Mh 

v io < CJi 1 - 1 / 2 " 

http://Nzr.ll
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В ы б е р е м ч и с л о иг в з а в и с и м о с т и от h т а к , ч т о б ы п о л у ч и т ь о ц е н к у (26). 
Д л я э т о г о д о л ж н о б ы т ь 

, Л/4" 1 

Р ( й ) > 1п(1//г) 

I > ы б и р а я , н а п р и м е р , 

получим 
2т — J / J H (1//г), 

Р ( / г ) ~ ;,- ' • 

] Л п (1//г)~ 

Л е м м а 3 . Если функция г удовлетворяет условиям hrn = О (А* - 1 ) , 

hrn.} k = 0 ( / г х _ _ 1 ) , r n - j - r n + 1 = (9 (1) гг r = 0 /г/ш xn,x=f= х п + х (h = n(h, t)), 

то для решения задачи (VI) имеет место при h % /г 0 оценка 

где о (/г) О при h —> 0. 
Д л я д о к а з а т е л ь с т в а л е м м ы д о с т а т о ч н о у б е д и т ь с я в т о м , ч т о 

| Й Ц < hbi + / г 2 (rn г Тп+г ) 2 < Mh-, 

г, е . 

и в о с п о л ь з о в а т ь с я з а т е м а п р и о р н о й о ц е н к о й ( 1 2 ) . 

Л е м м а 4 . Пусть v — решение задачи ( V I ) , где г = О (1) б точках 

А, 1, Ро + 2 , . . . , р 0 + п строки t = т / и г — О (т) в остальных точ

ках строки t = т / , причем число точек п удовлетворяет условию 

о \ >/ < v/ J - . 

Тогоа Оля v при х т 0 имеет место оценка 

I v ||о < A f t 1 - * * ) , р (т) -> 0 " р и т-* 0. (27) 

Д л я д о к а з а т е л ь с т в а д о с т а т о ч н о о ц е н и т ь 

||7||3<м[^- {Mh) + т'| Л/т 
и в о с п о л ь з о в а т ь с я а п р и о р н о й о ц е н к о й (13 ) , о т к у д а с л е д у е т , ч т о 

I в ы б и р а я т е п е р ь m в з а в и с и м о с т и от т , п р и х о д и м п р и д о с т а т о ч н о м а л ы х 

з н а ч е н и я х т к о ц е н к е ( 2 7 ) . 

С л е д с т в и е . Е с л и в л е м м е 4 п <Г Mxih -}- 1 , то в с и л у л е м м 2 и 4 

б у д е м и м е т ь || г; ||0 ^ М ( й 1 _ р , ( / 1 ) -|~ т 1 - р 2 < 0 ) п р и т <С т 0 и h < А 0. 

О б р а т и м с я т е п е р ь к д о к а з а т е л ь с т в у т е о р е м 5 и 6. 

П р е д с т а в и м р е ш е н и е z в в и д е с у м м ы 

2 = z + 2 + г;, 

г д е с — р е ш е н и е з а д а ч и (III) с п р а в о й ч а с т ь ю , р а в н о й г — р (ди/dt — 
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ъ — р е ш е н и е т о й ж е з а д а ч и с п р а в о й ч а с т ь ю 
1, i = k, 
О, 1фк. 

О ц е н к а д л я z м о ж е т б ы т ь п о л у ч е н а п р и п о м о щ и п р и н ц и п а м а к с и м у м а : 

д л я v — п р и п о м о щ и с л е д с т в и я л е м м 2 и 4 , д л я z — п р и п о м о щ и л е м м ы 3 . 

С о б и р а я в с е р е з у л ь т а т ы и з а м е ч а я , ч т о || z ||0 <; \\z ||0 + || z | 0 + | v ||0, 

п о л у ч а е м и с к о м ы е о ц е н к и . 

3 а м е ч а н и е. Из оценки (10') следует сходимость в среднем д л я шеститочечной 
схемы (Л) (0,5 < а < 1) в случае косого разрыва . 

В з а к л ю ч е н и е а в т о р ы п о л ь з у ю т с я в о з м о ж н о с т ь ю в ы р а з и т ь б л а г о д а р 
н о с т ь А . Н . Т и х о н о в у з а д и с к у с с и ю п о р е з у л ь т а т а м р а б о т ы . 
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