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ОБ ОДНОРОДНЫХ РАЗНОСТНЫХ СХЕМАХ ВЫСОКОГО ПОРЯДКА

ТОЧНОСТИ

п. 1. Настоящая работа посвящена построению точной разностной схе­
мы и разностных схем любого порядка точности для краевых задач 1-го, 
2-го и 3-го рода для дифференциального уравнения

^ “ = - £ [ j ^ i ] - 9 W “- + / W = °  (0 < * < 1), (1)

где 0 <  /C i< p (* )< /C a , 0 < д (я ).< /С в .
Все указанные схемы относятся к семейству однородных трехточечных 

консервативных разностных схем (V ) вида'

Ау£ =  yl+1 — yi, ЧУ с =  Уг~ Ui-i (h =  1 /# , xt — ih);

Ahi =  Ah [p fa  +  'sh), q (.xt +  sh)\ (— I <  s <  0); .

Df =  D h \p (xi +  sh), q (xt +  sh)] (— \ <  s <  1);

Ф? Фй [p (x£ +  sh), q (хг +  sh), f {xt +  sA)l (— 1 <  s <  1),

Ah[p(s), q (s)], Dh[p(s), q (s)], ФЛ =  Ф к\p (s), q(s), ~f (s)]— некоторые не­
линейные функционалы, вычисляемые при помощи квадратур для схем ко­
нечного порядка точности. ,

п. 2. Дадим конструкцию точной схемы. Введем местную систему ко*

ординат, положив s =  -^-(x — x/), xt =  ih. Тогда интервал xi+1) пре­

образуется в интервал — 1 < s <  1, а уравнение (I) примет вид

г.де p(s) =  р {х£ -Ь s/г) и т. д.-
Для построения точной схемы достаточно установить соотношение, свя­

зывающее значения и (s) при s =  — 1, О, 1; это возможно, так как реше­
ние уравнения второго порядка на интервале определяется заданием, зна­
чений искомой функции на концах этого интервала.

Общее решение уравнения (3) представимо в виде

где a (s; h) — vx и (3 (s; h) =  v2 — два линейно независимых решения одно­
родного уравнения

(3)

(4)

I S v ^ O ,  а (— 1, h) — 0, a’ (— \ ,h ) = p ( — 1)

Р(1; й) =  0, р' (1; Л) = - р ( 1 ) , (5)
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а  -у (s; h ) ^ v 3— решение неоднородного уравнения - ,

l ' t  =  —  7 (s)> т  (—  i ’ л) =  т  О ; h) =  °-
Полагая в (4) s — 0, приходим к формуле ’

и (0) = ( - .1) + (1) + ЯЛ,

где коэффициенты : ■

рН =  ph Ip<s>; » <s>!' =  т | г г ) =  [P <s>' Ч Й 1-

т ‘‘-a \&v-: 
(6)

(7)

=  h\ (0; h) =  R h [p (s), q (s); f (s)]
(8)

являются функционалами коэффициентов уравнения (3).
Возвращаясь к старым переменным, получим разностные уравнения

u-i — Р  iUi—x 4“ Q/Wj+j Rs, 0 < i < N ,  и0 =  {а1? Ujy =  u (1) =  jj,2, (9)

которым удовлетворяет решение и —■ и (х) дифференциального уравнения (1)* 
Здесь

щ =  и (Xi),  р1=~ Ph [Pi (s), qi (s)], Q ?= [рг- (s), q£ (s)],

R i =  R h [pi (s), g/ is), fi (s)], р£ (s) p (Xi + sh), , qt (s) =-q {x£ -j- sh),

~fi(s) =  f(Xi + sh). ,

Функции a (s; /г), fi (s; h) и %(s; h), при помощи которых конструиру­
ются функционалы P hy Qh, R h для точной схемы, мы в дальнейшем бу­
дем называть шаблонными функциями. . ■

п. 3. Рассмотрим теперь краевое условие 3-го рода при х =  0:

(10)

и найдем его разностный эквивалент.
Рассматривая интервал (0; h), представляя затем общее решение урав­

нения (3) в интервале (0 <  s <  1) через шаблонные функции a* (s; h), 
р (s; h), y*(s; h), удовлетворяющие условиям

L V  /,*р = 0, L Y  =  — f(s), <x* (0; h) =  f  (0; h) =  0,

P(l; A)==T*(U A) =  0. a*'(0 ;. h) =  р Щ ; p' (1; А) =  - д (1 )„
(П)

и требуя, чтобы выполнялось условие (10), в результате приходим к точ­
ному двухточечному разностному краевому условию. 3-го рода .

Но — а1и1 ”Ь ^1» ( 12)

а1 — i 1 “Г А
. 0 

a +. /г \ q (sh) р (s; A) ds >bx =  h Ih.-
frT(Q; h)
P{ 0) .

ajB(0 ; h).

Индекс нуль сверху (например р) означает, что шаблонные функции бе­

рутся для коэффициентов р0 (s) =  р (sH), q0 (s) =  q (sh), f0 (s) =  f (sh).

4* 5} 5



п. 4. Преобразуем разностное уравнение (7) иди (9). Для этого, исполь­
зуем ряд свойств шаблонных функций a (s; А) и р (s; А):

1) а (s; A) >  0, р (s; А) >  0 при — 1 <  s <  1, если q (s) > 0 ;  (13)

, 2) *(1; Л) = Р ( — 1; А); (14)
' 1' . ■ . ■

о

3) а (1; А) — а (0; Л) — р (0; А) =  А2{ р(0 ; A)  ̂ q (s) а  (s; A) ds -}-
—i

■ ■ i

. + « (0 ; A) $ ?(s)P(s; A)rfs}- (15)
о

Формулы (14) и (15) устанавливаются при помощи второй формулы 
Грина с учетом условий (5).

В силу условий {14) и (15) равенство (7) можно записать так:

/ta
и (1) — и (0) а(0) —  и (—  1)

•Р (0; h) : ГёГ(0;'“А) .^“(0На(О) \ (̂s)a(s; h) ds +
- ". —i. • ■■

Ц < Ь ) «  ? (S' ^  4  + « (0 “l m 0; 7,) f  <°i Л> =  <16)

Положим p ]  (s) =  p  (Xi -f sh ) и т. д. и обозначим аг- (s; A), (s; A),
47 (s, А) полученные в результате такой замены функции а, р и Нетруд­
но показать, что

- - р/(0; А) =  а /+1 (0;,А). (17)

В результате мы получаем консервативную схему (2), где

А г  —  cLi (0 ; А) =  А н  [р/ (s), (s)]; p t (s) =  р ( х г - \ -  shy, q t  (s) =  q  ( x t - f  s h ); (18)

0 1 ,  .

qt(s)a-i(s’, h ) d s +  \  <jr,(s) p, (s; A)<fc.; . (19)

. Ai ~i . ^+ loJ .

<Df =  (A»Df +  ^ .  +  - i | - j 1rt(0;fc). (20)

Условие (17), очевидно, есть условие консервативности В\ -- Ац х (см.(2)).

Уравнение Lh'q,f)yi =  0 , определяемое формулами (2), (18), (19) и (20), 
по построению эквивалентно уравнению (9). . . • ;

Таким образом, установлено, что точная схема является одно­
родной, трехточечной, консервативной разностной схемой, 
г п. 5. Шаблонные функции a(s; A), p(s; A), y ( s ;  К )  являются целыми 
аналитическими функциями от А2:

СО

a (s; А) =  2  A2*a<2*> (s) . a (o) (s) _  h2a<» (s) -j- . .  . + № №  (s) + . . 
k—0

00 oo (21)

p (s;  A) — ^  A2*p<2*) (s), (s; A) — ^  A2Ay(aA) (s).
A=0 ’ ' A=0 ’ '
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Учитывая условия (5) и (6), находим
в  - ' ,  _L

а(0) (s) =   ̂ р (s) ds, j3<°> (s) =   ̂ р (s) ds
—  I  s

S t

<x(2A + 2 ) ( s ) = \  p  ( f )  5 Я ( Ц  ( Ц

—l —i

(22)

dt,

ЗС2Л+2) (s) =  j  p  (£) j  q (X) P<a*> (X) dX dt(k =  0, 1, 2 , . . .);

r(**) 00 = S P(t)dt 
— 1 .

— 1

p(*) (X) dx p{t)dt —
—i

(23)

где tj(0) (X) =  f (X), tjW  (X) = q  (X) (X) при £ = 1 , 2 , . . . .  ..

Таким образом, каждый из коэффициентов а (2А>, ptefe\ Т(̂  выражается

при помощи (k + 1)-кратного интегрирования через p(s), q(s) n f(s).
п. 6 . Возникает вопрос: если в (21) ограничиться конечным.числом сла­

гаемых, т. е. вместо рядов взять полиномы

П*1) (s, 2m; h) — а (0> (s) +  (s) -j- . . .  -f- h2mct(2m̂ (s),

П<2) (s, 2m; h) =  p<°> (s) +  (s) + . . .  +  k ^ im) (s), (24)
ДО (s, 2от; Л) =  y(0) (s) +  /*Y2) (s) +  . . .  + (s),

то какой интегральный порядок точности по h будет иметь построенная
2т

при помощи шаблонов Ш> (s, 2т\ h) (I — 1, 2 , 3) разностная схема 
Такую схему мы будем называть усеченной разностной схемой ранга 2т . 

Мы будем рассматривать пока первую краевую задачу .

2т (p,q,f)
U yt ■L Д {Y!i-

»  \у ч

2т, ■% щ :
- D \ y ,+  Ф,* =  0, (25)

ет
Коэффициенты усеченной схемы (25) определяются по (18) — (20), следу- 
заменить а, (3, ^ шаблонными функциями .П(/) {} =  1, 2 , 3). 
Т е о р е м а .  Усеченная схема 2т-го ранга имеет для \-й краевой за­

дачи (25) (2от +  2)-й интегральный порядок точности, если коэффициен­
ты р{х), q{x), f(x) дифференциального уравнения (1) принадлежат клас­
су кусочно-непрерывных функций Q0, причем

0 < K i < p { x ) < K * -  0 < < 7 ( * )< К 2, \f(x)\<Kt.
Эта теорема легко обобщается на случай краевых условий 2-го и 3-го 

ранга, если ввести понятие усеченного разностного краевого ■ условия 2т-го 
ранга. Из теоремы, в частности, следует, что усеченная схема нулевого ран­
га имеет 2-й интегральный порядок точности в Q0 (ср. (s)). Усеченные схе­
мы являются полезным аппаратом для построения дискретных схем повы­
шенного порядка точности.

п. 7. Если разностная сетка SN =  {х0 — 0, хъ Xi—x> Xi, . . 
. . xN =  1} неравномерна и /г=тах hi, 1ц=Хг —xi-t, то и в этом случае может 
быть построена точная трехточечная схема и усеченные схемы любого ранга, 
для которых имеет место теорема п. 6 .

Поступило ;
4 X II 1959
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