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МАТЕМАТИКА

Член-корреспондент АН СССР А. Н. ТИХОНОВ и А. А. САМАРСКИЙ 

О КАНОНИЧЕСКИХ ОДНОРОДНЫХ РАЗНОСТНЫХ CXЕMAX

п. 1. В статьях (1_3) рассматривались однородные трехточечные разно
стные схемы для решения класса краевых задач

1^'Я'Пи== Тх\к ^ш \ ~  4 (x)u +  f(x) =  0, 0 <  х <  1,

и (0 ) =  и ( 1) = [ а 8, ( 1)
0 < K i < k ( x ) ^ K . 2 ,  0 \ f ( x ) \ < K 2,

зависящего от выбора коэффициентов k(x), q (х), f  (х) из некоторого 
функционального семейства.

Пусть S m “  {х0 =  0, х̂  ~  h , . . . ,  X/ =  ih, . .  . ,  xN =  Nh =  1} — равно
мерная разностная сетка. Мы будем рассматривать однородные трехто
чечные разностные схемы вида

Однородность схемы означает, что ее коэффициенты имеют вид 

/!<*•» =  Л‘ [£( (8)Ь ВТ’‘> =  Вл[£,<*)], kt (s) =  k(x, +  sh), - 1  < s < f  

Dih,4) Dk [q (Xi +  s/г)}, F,<M1 = F ‘ if (*, +  sA)], - 0 ,5 < s< 0 ,5 ,

где A , В , Dh и F h — некоторые, вообще говоря, нелинейные, функцио
налы, определенные на множестве кусочно-непрерывных функций Q0 

и параметрически зависящие от шага сетки h.
Исходное семейство разностных схем определяется заданием класса

функционалов, при помощи которых вычисляются коэффициенты схемы.h ■
п. 2 . Класс функционалов Л [ф (s)] мы зададим при помощи условий 
(Ai). Функционал Ah[fy] имеет дифференциал 3-го порядка по h, так

что
Ah [ф] =  Л(0) [ф1 +  hA(l) [ф1 +  /12А(2) [ф] +  А3Л(3) [ф] +  hsр (И),

где p{h) —* 0  при h —̂ 0, а функционал Л(гй)[ф] имеет дифференциал по
рядка 3 — т (т — 0 , 1 , 2 , 3), так что можно, например, для т = 1  
написать

Л (1> [f  +  89] =  А<"  [f] +  8Л11’ l f , f ]  +  [f , <p] +  S3p (J),

где p (S )-^ 0  при 8 —̂ 0.
(A2) Лй[ф] и все функционалы Л(т )[ф] (m — 0 , 1 , 2 , 3 )  являются одно

родными функционалами 1-й степени:
Ah [сф] =  сАн [ф], г д е с  > 0  — постоянная; А{т) [с^\=  ̂сА(т) Щ ,  при

чем Ah [11  =  1 .
(А3) Ан [ф] и все функционалы Л(ш,[ф] (w i= 0 , 1 , 2 , 3) являются моно-; 

тонно неубывающими, т. е.

.. ■ [фа] >  АН [фз.], если ф2 ^ ф 1,- . . - . . .."
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Мы будем предполагать, что функционалы Ah, В к, Dh и F h удовле
творяют условиям (АО, (А2), (А3), причем! ) * 1 и F h линейны.

Из условий (Aj) и (Аа) следует, что
Ah [k (х +  s/г)] =  k(x) +  Ш  (х) A?' [s] +

+  hа [к! (х) Л ? ’ [s] +  4 “’ [si +  ^  Л ' 01 [s ']} +  О (/г3), (3)

где А<т’ [ф (s)] — Л<т| [1, ф (s)].
Отметим, что в работах (V) изучался более узкий класс функцио

налов и, следовательно, более узкое исходное семейство разностных схем.
п. 3. Если функционал Ah [ф] не зависит от параметра h, то он на

зывается к а н о н и ч е с к и м  и обозначается Л[ф]. Разностная схема
коэффициенты которой определяются через канонические функ

ционалы, называется к а н о н и ч е с к о й  с х е м о й .
Если выполнено условие

Т. е. в ‘ №(»)] =  л* [ф («4-1)1 №
для любой функции из Q0, то разностная схема и lJh,q’ )̂ называется 
к о н с е р в а т и в н о й ;  ее можно записать так:

L f y t =  р  А (А\н'к)щ ) ,  где Ау. =  у.+1— у., уу. =  у£ -  у._г  (5)

Из условия (4) следует, что функционал [ф (s)] не зависит от зна
чений <{>(s) при 0  <  s <  1 , a S h [cf)(s)] не зависит от значений ф(в) при
— 1 <  s <  0 .

п. 4. Одной из характеристик разностной схемы является ее инте
гральный порядок точности по h, т. е. порядок точности разности
zi =- у £— и{Хс) при /г-> 0 , где и (х) — решение задачи (I) , a y i — решение
разностной краевой задачи

L t q’ f)yt -  0 , 0  < i < N ,  yQ — {x1( yN =  №- (6 )
Функция Zi определяется условиями

=  z „- 0 ,  zN =  0, (7)
где ср. =  ф (xi, h\ и (xi)).

Напомним, что разность ер (х , h; v) — Ь$’ч’^у — где v =  v(x) —
любая достаточно гладкая функция, называется п о г р е ш н о с т ь ю  
а п п р о к с и м а ц и и  с х е м ы .

Если v =  u(x) есть решение дифференциального уравнения (1), то мы 
будем говорить о погрешности аппроксимации ер (х , /г; и) на решении 
дифференциального уравнения. Может оказаться, вообще говоря, что 
порядок погрешности аппроксимации схемы на решении выше порядка 
аппроксимации на классе гладких функций v(x).

В настоящей работе мы изучаем порядок точности разностных схем 
исходного семейства в классе Ст функций, имеющих непрерывную произ
водную m-го порядка (1).

Порядок аппроксимации схемы L {h'q’f) определяется значениями момен
тов функционалов Ah, B h, Dh и F h.

Необходимое и достаточно условие 1-го порядка аппроксимации схемы 
I_!fi’q’f) имеет вид

в£” М  -  Л Г  [s] = 1. . (8>
Чтобы схема имела 2-й порядок аппроксимации (ер (х, h; v) =  О (h2)),

необходимо и достаточно выполнение условий

B<0|[s] = -^<0)[s] = 0,5, В?» [sj = Л?> [s]; (9)
В'г [s] = Л ?1 [s], В<°> [s2] = Л ?1 [s2], Dm [s] = F 1"' [s] = 0. (10)

762



Условия (10) для симметричной схемы выполняются автоматически. 
При этом существенную роль играют условия нормировки, например 
Л Л[1] =  1 , из которого следует, что Л(0) [1] =  1 , Л (т ) [1 ] =  0  при т >  0 , 

п. 5. Т е о р е м а  1. Для того чтобы, исходная схема имела
п-й (п =  1 , 2) интегральный по рядок точности в С mk,mqtmf =  {Cmk, £mg,

mq^ л, m f ^ n ,  необходимо и достаточно, чтобы она
имела п-й порядок аппроксимации *.

Т е о р е м а  2. Любая консервативная схема из исходного класса имеет 
1-й интегральный порядок точности в Cmkimq,mf для 2, mq '^U
m f ^ l .

Т е о р е м а  3. Любая каноническая, симметричная консервативная схема 
имеет 2-й порядок точности в Сmk,mq,mf для т ^ 3, mqi^2, т ^ 2 .

п. 6 . Наряду с изучением точности разностных схем для решения 
некоторого класса задач, надо уметь оценивать погрешность, допускаемую 
при решении по данной схеме каждой индивидуальной задачи из рас
сматриваемого класса. Такая оценка точности может быть достигнута
путем изучения асимптотики решения разностной краевой задачи при
/i— 0. Прежде всего надо найти разложения по h (асимптотику) погреш
ности аппроксимации 9  (х , h; v) =  Lhv — Lv.

Ограничимся здесь вычислением коэффициента при наименьшей сте
пени h для канонической консервативной схемы. Вводя р (х) =  1 / k (х), 
будем вместо L (h писать

^ h)yl =  jp А (~ ^ ) , At — А [р (xi +  sh) 1,

где А [ф! — канонический функционал. Если L\ кроме того, симме
тричная схема, то

<р(х, h\ v) =  /г2 Ф(ЛГ, и) +  0 (Л4), Ф (х, в) =  i | l-r,L'^v> \ —

-  12А2 [s] [ ^  ]' - 6  [£ £ •  ]' ( Л  Is*] - +  6 (F [s«| f ’  -  D [s«] <Г»)},

i n , - ® .
■ о

В случае наилучшей канонической схемы (см. (3)) Л [ф] —  ̂ ф (s) ds,
—1

0,5

D [ф] =  F  [ф] — J ф (s) ds имеем Ax [s2] -j-, A2 [s] =  0 , D [s2]--  F  [s2] =  ^ f
—0,5 '

и выражение для Ф сильно упрощается.
Будем говорить, что разностные схемы L h ‘q'f) и L h'q,f) а с и м п т о т и 

ч е с к и  э к в и в а л е н т н ы  в с м ы с л е  а п п р о к с и м а ц и и ,  если 
ф (лг, v) =  Ф (х, v) и, следовательно, ср (х, h; v) — <р (л, h; v) — О (/г4).

В нашем случае это значит, что

А2 [s] =  A, [s], Аг [s2] =  Л  [s% D [s*J =  D [s2I, F  [s2] =  F  [s*].

В  частности, схема L h },y  которой А г* — (pl_ l +  P , _ 0j5 -\- Pt)  асимпто

тически эквивалентна наилучшей канонической схеме L (hp}, для которой

A t =  ̂p(Xi + sh)ds. 

■ —1

• * Условия дифференцируемостикоэффициёнтов k (х), q (х) и /  (х)- могут быть сущест
венно ослаблены. Этот вопрос будет рассмотрен в других статьях. ’ ’
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п. 7. Пользуясь асимптотикой для <p(x,h;v), нетрудно получить 
асимптотическое разложение по h решения разностной краевой задачи (6 ) 
в виде у. — и (Xi) +  h2z {xi) +  О (№), где z(x) — функция, определяемая
из условий L {p,q) 2 — — Ф (я, u)t z (0) — 'z (1) — 0.

п. 8 . Изучение асимптотики погрешности аппроксимации позволяет 
указать метод построения разностных схем повышенной точности. Рас
сматривая для схемы Lh, соответствующей линейному дифференциальному 
оператору L, асимптотику
- 9  (я., h ; и) =  кпФи +  . . .

и заменяя дифференциальный оператор Фи разностным’ , оператором Ф^м, 
мы получим., разностную схему
■ ' LhU =  L hu — ИпФни, *

которая имеет более высокий порядок аппроксимации (вышё я| на^ешении 
и =  и(х) уравнения Lu — 0  по сравнению со схемой Lh. ОпёратЬр Фи 
целесообразно •предварительнб преобразовать к оператору болбе; низкого 
порядка, используя для этого уравнения Lu ^  0. При этом можно добйться 
того, что оператор Lh будет иметь ту же область определения, что и 
оператор L^. .

В нашем случае применение.этого, метода позволяет строить различ
ные трехточечные разностные схемы L {h ,g’f) повышенного порядка точ
ности. Так, например, если Lif'q’f) — наилучшая каноническая схема 
или схема, ей асимптотически эквивалентная,.то трехточечная однородная 
схема

г ? * %  -  i r h - f f a t o ,  -  ■ •

= L f ' n y t — Pif , ) + 4* W : — УА‘н%)
имеет 4-й интегральный порядок точности в классе гладких коэффи
циентов. . ' . 1 . /

п. 9. Пусть при х =  0 задано краевое условие 3-го рода

lu =  UpW  ~  аи =
Для соответствующего разностного краевого оператора I можно рас

сматривать погрешность аппроксимации как на любой достаточно гладкой 
функции v =  v(x),  так и на решении дифференциального уравнения 
£(p'Q,f)u ~  о. По аналогии с п. 8  можно построить двухточечный разност: 
ный краевой оператор lh любого порядка аппроксимации на решении 
и =  и(х). Например, оператор

1ьУ =  (У1 — Уо) — Уо (° +  0,5/гс/о) -|- 0,5 hf0, Ах =  А [р {хх +  s/г)]

имеет 2 -й порядок аппроксимации на решении (IhU — lu ~ 0 ( h 2)) (ср. с (4)).. 
Можно показать, что решение разностной краевой задачи ■

L h ’q’f)yi =  0 , \ у .  =  jjljl, . yN =  \H
имеет п-й порядок точности, т. е. yi— и (х /)~ 0  (hn), если операторы lh и L 
имеют п-й порядок аппроксимации на решении а =  и {х) уравнения
£ “,'""пи =  0 . . .

‘ Поступило
31 XII 1959
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