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§1

В настоящей статье мы будем рассматривать интегралы вида

ь

J [ h , x 0] /]  =  j  Ф(х -  x 0, h ) f ( x ) d x  ( а < х о < Ь ) у (1)

а

где

Ф(гг -  I(), h) -  i  АЖЦ)  • (2)

Нетрудно убедиться в том, что при Соответствующих условиях |.см, 
теорему 1) существует предел интеграла (1). равный

оо

life J[h,,xoif]  =  Jo -  ao f(xo ), «о =  (3)
J
-оо

Таким образом, ядро интеграла (1) при h —* 0 имеет характер ^-функции, 
нормированной к ао-

Цель настоящей статьи найти асимптотическое разложение

J  =  Jo h j \  +  h?J2 И" -. < Н~ hnJn “h (4)

где f){h) 0 при h —+ 0.

Н аучны й  д о к л а д ы  вы сш ей  ШКОЛЫ. С е р и я  ф и з т ж о - м а т е м а т и ч е ск и х  н а у к , - 1 9 5 9 . №  1 . —

С .  5 4- 6 1 . М и н и с т е р с т в о  в ы сш е г о  и с р е д н е г о  сп е ц и а л ь н о г о  о б р а з о в а н и я  С С С Р .  —  М .:  И зд а т е л ь ­

с т в о  В ы с ш а я  ш к о л а .
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Пользуясь обозначениями, смысл которых указан ниже, можно напи­
сать выражения для J k (к =  1, 2, . . . ,  п) в в #

1, -  п. f {k)(X o) , /  Л -1  (ж) <&
И + % -+‘ У (* - * „ )* * !

ti

_  Р  / ^ Ы  г  1_____ I  ■, ;

Й  й!(* '  s) 4 & -* o )fc ‘  (а -  жо)*~*-Г

1 Де / '  fl>’o) значение производной -s-ro порядка в точке .т =  я;о,

Л(ж)  =  f ( x )  -  /(жр) -  I X - -  . . .  -  f ^ f x o )i f
к\

(/о  (аг) = / ( ж ) “ / ( ж 0))

остаточный чден в формуле Тейлора, — коэффициенты асимптотиче­
ского разложения функции при £ —ь io c :

Ч О  =  р  +  р  +  —  +  р + ^*(0 . {В д а {\« я |£ ) =  о,

коэффициенты определяются формулами

ОС

ак =  J  £ % * :(£ )# .
— оо

lepra сверху над интегралом указывает на то, что интеграл берется в 
смысле главного значения в точке х =  xq (или £ =  ±оо).

§ 2

Т е о р е м а  1. Если:
1) функция f ( x )  ограничена, |/ ( х ) | <  М  (а <  а? <  6) & Йейредона е

точке х — (« < £'о <  Ь)?
Q O

2) функция и (£ ) абсолютно интегрируема, f  |& (|)| efe; <  i?o,
—  ос

то существует предал

lim  J[h,  жо; / ]  =  Jo =  aof(xo).
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть дано некоторое число е >  0. Покалим 
что можно найти такое 6(£) >  0, что будет выполняться неравенство

\ j \h,xo;  /]  — Jo | <  если h <  8{е) (h >  01).

Возьмем разность

&

J  -  JQ ^  I J и;(£)Jq(x ) clx+

а
а —.тп

Ж  00

'  — СЮ Ь —ато
~fT~

[  ш (£ №  +  J  нШЕ)«£ =  1 о + Д >  (€ =  ? - / " )

и представим Со в виде суммы трех интегралов

аго-И Ь

Л  =  |  f  u(Z)f0(x)dx +  ^  j  w(|)/o(x)<ir+
5CQ- *7 #0-И?

X Q — Г}

+  i  J  u , ( O M * )  <1* =  c b l) +  с ™ +  ct;".

a

В силу непрерывности функции f ( x )  в точке х — х$ можно указан 
такое r/(tr) >  0, что

|/о(^)| <  е* =  -ттг, если только \х -  xq\ <  7j|e'|.
ЬКо

Отсюда следует, что

, ияо-И h

j  M€)||/o(*)|dx <  в' y | w(f)|d£^e'Jf0 =  |.
XO-rj ф
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К ели h  достаточно мало, то

[ # | 4  ~  /  М 01 dx щ 2М 0 j  |ш(6 |М <  |,

l<7 (3) I <Г -Щ  1 < 3 .

Что следует из абсолютной интегрируемости w (f). Аналогично убеждаемся 
в том, что для Во имеет место оценка

|Д>! < |
В результате получаем

\J  — ./о| ^

если только h достаточно мало: h <  5(e).

В дальнейшем мы будем пользоваться следующими обозначениями: 
(/?(£) и 'фЩ) — четная и нечетная части функции wM* ¥к( 0  и фь(€,) — 
четная и нечетная части функции причем, очевидно, справедливы
следующие соотношения:

жШ ш < р (0 + Ф (0 , адьй) = f%(fl + фк(0>
<Р2п(0 =  <P‘2 n + l(0 , l h n - l ( Q  = ф2п(0-

f*
ГГ е о р е м а 2. Существует предел

J m ------------------------ Р --------- ------ ------- - =  %  ®

где дается формулой (5), Ш Ш  выполнены следующие условия:

1. Функция f ( x )  ограничена> |/ ( |i) |  < Л/ (а <  х <  Ь)} а в т,очке х — 
а <  Хо <  Ь, имеет дифференциал порядка к ■+■ 1? так что

f ( x )  +  f ( x о) +  (х -  Хо) f ( x a )  +  ■. ■ +  +  /a + i(® ),

где
h +1 (*) =  0  ( х  -  i 0)A‘+1]-
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2, Функция w (f) абсолютно интегрируема, на бесконечной прялкч) 
- 00 <  х <  оо и при f  —* ±оо гше^т слей/кш^ее афМ1ШРЩщесын 
представление

^ (0  =  р  +  р- +  ■ -  +  p j j  + ^ + i( O t  (7)

где

«fc+i(£l = 0 ( 7 ^ 2 )  при £ -> ±ос.

§4

Покажем сначала, что при четном А; =  2 т  функции 

а при нечетном значении к =  2т +  1 функции

е-Ф к(о  и e + lv k + i( e

абсолютно интегрируемы, если функция w(£) Удовлетворяет условиям 2 
теоремы 2.

В самом деле, при четном к имеем

CVfe(0  =  ° ( й )  Г1Р“  (Щ,

> f w g g  =  СкМ 0  -  ч^ к - 2 - . . .  -  Як-2«2 -  Як- »

Да.лее, можно написать

оо 1 —  1 со

J  ртМ  И = /  |fW£) I« + j  |1*тЩ ]* + /|«Wf) I
— 00 —QO I

КаШдое из Слагаемых в правой части существует, что следу#1 из при 
веденных выше формул (8) и (9).

Аналогично убеждаемся в абсолютной интегрируемости функций
£кЛ l fk + i{£ )  и Для нечетного к.
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В формулировке теоремы 2 используется обозначение

“  d-mt 0 ^  Ш ^  (1 )̂)

7  f lm4 *о) . ,  [  / т - , М  ,
Л » - о » . m) +  ft»+i j  , dx, (11)

а

г  —  п  V  Р  1 1— 9m+l / (12)

JT e м м а 1. Если вылолнены условия I и 2 теоремы 2, mo интегралы, 
входящие в формулу для J m, т <  А: , сшысл.

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  В самом деле,
_______ ________ / оо

У  J £"гРт(€) (Ц. для четного т,
йт  =  у

— оо /  для нечетного т ,
ОО

Выше было показано* что интегралы в правой части существуют. 
Рассмотрим теперь интеграл

f  J n * - M  Cb _  г Ш  + —та? Г Д »в ) .
J  (х  ~  х 0)т+1 J  (х -  dx ~(х — ^o)m+1 

а

_  Г fm jx ld x  / Щ х о )  [  dx
J  ( х - х о ) ^ 1 m i  J  Х - Х 0

Первый интеграл понимается в обычном смысле, так как

f m(x)  =  о[(х -  х 0)т] при х -* Хо,

а, второй интеграл понимается в смысле главного значения н может быть 
вычислен:

ь
dx Ь — .то

-— — — in — — -[J  х — xq xq — а
а

Тем самым лемма 1 доказана.
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§5

Введем следующие обозначения

X — Хо

m  ^  1, Ao =  J;
a

Ш Ю  =**(£)-

Нетрудно убедиться в том, что

■Ив-1 (̂ ) 
(х -  х 0)ж ’

/<т)Ы
ml

Покажем, что имеет1 место реккурентная формула

где

— -
1
h

оо

j  f2m(£)da: +  J  Omit) dx m Ш  (f =
X

ШшШ - Я т Щ  -  (91= 0),К

& l r M  =  < W K J s

(1

(I

/г /*

определяется ф^рмулюй (13).
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В самом деле, простые преобразования дают:

о

Аш +  В т -  J rn =  -  У  Пт (£ )[^ т (ж) -  ^ т(яо )] dx

Ь

Ят+1

& а

I Ь

j  fm-\-\{x)dx ~  “  j  nm(()[Fm(j) -  Fm(xo)] =
a

0

=  J  £Jm.+i (O-^m+l (#) dx — hArn+1:
(L

В частности, если m =  0. то

-*B =  J > £M £ ) =  # ( C  («I =  о),
ь

А \ —
A q -j- B q — J[) 1

h
a

Последовательно применяя реккурентную формулу (14), получим 
следующее выраже|ше для J :

к к
j  =  Y .  7 «ле -  Y , B J f + ьк+1л к+1. ( is )

Л е м м а  2. Если выполнены условия, теоремы 2, то

в , -  Г . Ш  Е  ~ 1 к ’  [ т г г ^  -  Е Г ^ Ы  +  » )
т=1

к к

2 3 =L  •+ o(*fc+1), (17)
5=0 5=0

где G s определяется формулой (12),
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  В самом доле, пользуясь при больших £ аеи и 
'готическим представлением для

j= s+ l

нетрудно получить формулу для 
Рассмотрим сумму

к к к

шз( 0  — w*+i (£) +  0 (7 1 7 5 )  ’

£  Dsha =  ]Г Fs(xo ) Y ,  <hn+s+iPmhs+m +  0 (hk+l ),
|s±i0 s=0 m= 1

где
1

Pm. = —m _ L _ --------\-----1
b - x (]) m (a -  xn)m Jl ( b - x o ) m (a - x 0y 

Меняя порядок суммирования f будем иметь

к к к
(io l J 2  1j+ iP j - sV + 0 {Ьк+[} =

5=0 5=0 j=s+L
к.

-^G -jh i +°(hk-' li, 
i=i

где
з- 1

G j  ■■ m + i £ F s ( xo ) p j s -
s— Q

§6

Л е м м а  3, Если выполнены условия теоремы 2 , то существугт 
предел

lim Л т — J m при 0 ^  т <  к.о

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из предыдущего следует  ̂ что

А — 7tn

о

- В т  +  Ц  f U S p m W  -  % ( * ) ]  dx  ( §  =
а
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Если т четно, то

Пт  =  £т(Рт +  # # т + 1

И

о

/» / ^п»(€)[i'm (а?) -  ^т(ж о)] dx =
а

о о

j  K rV m (0 ] [^ т(ж ) - -Рт(^о)] dx +  J  [£m+1 V-’m.+1 (£)] Fm+1 Щ  dx.
О. п

Функции и C n+1,0m +l(O  абсолютно интегрируемы. Поэтому к
интегралам в правой части предыдущего равенства применима теорема 1, 
в силу которой оба эти интеграла стремятся к нулю при h 0:

Б

lim  [CnVm(0 ] [Fm(x) -  dx =  am [Fm(x0) -  F m(x о)] =  0,
h >0 J

а.

о

Jim [  [£m+V m + i(0 ;-Pm +i(:r)(te =  am +lF m+1(x0) ■ lim  h =  0. 
П-*0 J  h—*0

a

Кроме того, из формулы (16) видно, что В т — 0 (h) при /г —> 0 для 
любого т  >  0 . Поэтому можно написать

где p(h)  —► 0 при h 0, 
Если т  нечетно, то

ЫтЮ =  С Ф т ( 0  +  С ^ т + Л О

и в предыдущих рассуждениях достаточно лишь ip и ^  поменять местами
(точнее <рт и фш, фт+1 и Щ я Ш

Из леммы 3 следует  ̂ что при выполнении условий теоремы имеет место 
оценка

hAk+1 — A k 4- B k ~  -h  =  р{Щ  при h —» ().
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Собирая все полученные выше оценки и пользуясь формулой (15), будем 
иметь

к
J  =  J s h f + t f p t j i ) ,

s = 0

где
Jg ' J  s G g •

Тем самым доказано существование предела

к-1 
J f -  Е  1вЪ*

lim ----- ----------=  J k,
о hk *

§7

Если а =  — оо, Ь =  оо, то все 0 & — 0 и выражение для J  ̂ упрощается:

■4  - Л -  +  tfr+ i j  j ~ ^ + i  *  • ( 1S)
■ oo

Если, кроме того, функция itfff) такова, что все qk -  0, то формулы для 
Jk еще более упрощаются:

■ h = ^ /(fc^ c ) , afe -  [  d$ (Шк( о =

ос

— ос

Это соответствует тому случаю, когда при £ =  ±ос

d^uj
—тт- j-  — 0 для всех к — 0 ,1 ,2 ___

< § )

Таким свойством обладает, например} ядро интеграла Пуассона для 
уравнения теплопроводности, равное

v n

В этом случае разложение интеграла J  в ряд по степеням h может1 быть 
получено элементарно, так как все элементы а* функции си(^) существуют,
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Производя замену переменных £ =  Х и разлагая f (x$  4- £/г) в ряд 
Тейлора,, сразу получим

оо

J\h , аг0; /]  — j  w (?)/C*о +  £h) =
— OO

ao f ( x o) +  ra1 /  (^o) +  * * ■ +  ak ------------ h . . . ,

где
oo

is* =  j
—oo

Если функция четная, то все моменты нечетного порядка й2т +1 
равны нулю и разложение идет только по четным степеням h.

Однако этот прием получения разложения невозможен, например, для 
функции

• Л - Ы р  < 1 9 )

которая является ядром интеграла Пуассона, дающего решение задачи 
Дирихле для полуплоскости у — 0:

оо

j  ( х _ ] г + у 3т ^ -
— оо

оо
Нетрудно заметить, что для функции (19) моменты [  d£ не

—  оо
существуют уже для к >  2 и поэтому разложение вида (18) невозможно.

Между тем, в силу теоремы 2, функция и(х, у) имеет следующее асимп­
тотическое представ лен ие

а ( щ у )  -  f ( x )  +  y J i ( x )  +  ii2.h( x )  + . . ., 

где ______________
О С

л - 1  J j p o . * ;7г J  (х — Х' У  2
— оо
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При этом мы используем разложение

1 ( “ 1)” 1\ М Г
"  п  <2(п+1) ’ Я2п+1 — Я2п+2 — ^ ■

п- 0 4

В условии теоремы 2 содержатся предположения об ограниченности 
функции /(# ) и о ее поведении в окрестности точки х  == ^о- Таким об­
разом, асимптотическое разложение J  h ^ x ^ f ]  имеет место во всех точках, 
отличных от точек разрыва функции f ( x )  и ее производных.

Предположим теперь, что ядро и>(£) имеет1 асимптотику вида:

+  р  +  ■ ■ ■ +  р  +  ^ * (0  — у  +  ^ 1 0 !

тЖ  qi ф 0, u>i = ш (£ ).  Представляем J  в виде суммы

Ь Ъ

J = QifM I ---V Qi f  ^ Х̂ dx  + } / f ( x ) u ( 0  dx =
J  х - х  о J  х - х  о к  J
а а а

о о

=  J  +  Ч\ f - - — - dx  , J  =  J  f  f ( x ) u ( £ ) d x .  
J  X pCQ l l J
a a

Для интеграла J  имеет место вся изложенная выше теория.
Таким образом, в разложении (5) изменится лишь формула для Jfo;

ь

■Л) =  эдД^о) +  flllfp tf)1п - — —  +  5i  [  ■ dx =rro -  a J  х - х  о
а

ft

( /ЭЙ=  fto/(^o) +  tfl   — * dx.
J  X - Xq
a

Нетрудно заметить, что развитый выше метод разложения интеграла, J  
по степеням k без существенных изменений переносится на случай многих 
переменных.

Московский государственный университет 
им. М, В. Ломоносова

Дата поступления 7/ Т 1959 г.


