
В Е С Т Н И К
МОСКОВСКОГО УНИВЕРСИТЕТА

А. Н. ТИХОНОВ и А. А. САМАРСКИЙ

О НАМАГНИЧИВАНИИ МАГНИТНО-ДИЭЛЕКТРИЧЕСКОГО 
ЦИЛИНДРА С УЧЕТОМ МАГНИТНОЙ ВЯЗКОСТИ

Решение задачи о размагничивании проводящего цилиндра хорошо 
известно и впервые было получено на основе уравнений Максвелла 
Б. А. Введенским [1]. В. К. Аркадьев первый указал на необходимость 
учета при этом магнитной вязкости: Р. В. Тедесниным [2] был выпол
нен ряд экспериментальных работ в этой области. А, Н. Тихонов [3] дал 
решение задачи о намагничивании проводящего плоского слоя при на
личии магнитной вязкости, которая учитывалась с помощью уравнения 
Аркадьева.

В настоящей статье мы рассматриваем задачу о иеремагничивании 
цилиндрического образца, сделанного из магнитного диэлетрика. У маг
нитных диэлектриков проводимость чрезвычайно мала (в ряде случаев 
в 109 раз меньше, чем у железа), и определяющими процесс являются 
токи смещения. Хотя в этом случае токами проводимости практически 
можно пренебречь по сравнению с токами смещения, однако мы прове
дем исследование, считая, что a -/= 0. Полученпое решение [2] использу
ется для определения по данным измерений потока индукции Ф =  Ф(£) 
коэффициентов магнитной вязкости и магнитной проницаемости

* =   ̂"Ь 4^*0 > Iх — 1 +  4~/-, (1)
где ^  — коэффициент упругой магнитной восприимчивости, -/•—коэффи
циент вязкой магнитной восприимчивости.

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть бесконечный цилиндр радиуса г0 с характерными постоян
ными г и а находится в постоянном внешнем магнитном поле величины 
# 0, параллельном оси цилиндра (оси OZ). В момент t = 0 ,  когда внутри 
цилиндра уже установилось всюду постоянное поле внешнее маг
нитное поле меняет свою величину от значения # 0 до значения Нх.

Нестационарный процесс перемагничивания с учетом вязкости опре
деляется уравнениями

4* *  , Е дЕ



dl r *
—j - - ~ rt { v . I {  —  I )  (уравнение Аркадьева), (6)

примем

3  =  5  +  4 « ( f 0 -L7), (7)
где

- ->
/0 ■= ъйН — вектор упругой намагниченности,

- >■
/ — вектор вязкой намагниченности.

Согласно условиям задачи, можно считать, что все векторы магнит
ного поля направлены вдоль оси OZ, причем

В — В (г, t), II — Н (г, t), I =  I ( r , t ) .  (8)
—У

Исключая из уравнений (2) и (3) вектор Е, будем иметь
I гг _ д В  , д 2В  / т

~ а dt r  Т’ dt2 ’ ( )
где

: I с/ /■ д И \  4л а
2 > Т й2

Сформулируем начальные и краевые условия. В начальный момент 
при t = О

Н (г, 0) =  //0, /(г, 0) =  x tf0,

а электрическое поле равно нулю, или в силу уравнения (3)

f  (Г, 0) =  0.

Отсюда, как нетрудно убедиться, следует:

дн ( П\ п ж (г ,0 )  = 0.

Так как поле изнутри цилиндра непрерывно примыкает при r  =  rQ 
(га — радиус .цилиндра) к значению внешнего поля Нъ то

Н (г0, 1)->Нг.

Чтобы избавиться от неоднородности и краевых условиях при г -  г,. 
положим

. Н = Н 1 //,
I =  %H1 + i, ^

так что магнитная индукция, равная
В -  р0Н +  W ,

представится и виде
В  а I I г 4 -  ^ 0 /г Л_ А т Л .  - (1 1 )



В результате мы приходим'к следующей математической задаче: 
н а й т и  р е ш е н и е  у р а в н е н и й

Л_ д / dh 
г dr v дг

ЭЛЛ / dh , di \ f  d2h , d2i\  ,
d r )  =  * C.1*» d i  +  4 ” W )  T  '< ( j b g ?  +  W )  ' - I 12)

di
| | -= P (* fe -0 ,  (13)

у д о в л е т в о р я ю щ е е  о д н о р о д н о м у  к р а е в о м у  у с л о в и ю

h ( r „ t ) ~  О (14)

и н а ч а л ь н ы м  у с л о в и я м
Л (г, 0) =  //0 — (15)
i( r ,  0) =  * ( Я 0- Д ' 1), (16)

. f f ' - .O H O .  (17)

Магнитный поток через поперечное сечение цилипдра дается фор
мулой

ГО
Ф (г) =  Ф0 -{- 2ir ^ (|i0/z-|-4iri) (18)

' о
где

Ф0 =  Tzrl\xHx (19)

предельное значение при t —> оо магнитного потока. Из физических 
соображений ясно, что

Ф(£) — Ф0 > О нри //0 > # l

Ф(£) — Ф0 <  О при Н0 < Н Х. ( }

2. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ

Решение поставленной в н. 1 задачи естественно искать методом 
разделения переменных. Найдем сначала частные решения уравнепий 
(12) и (13) при однородном краевом условии (14), полагая

Рх/ + <р-КР® =  0

(21)
h{r, t) --= R {r)f( t)  \ 
i ( r , t) = R ( r ) v ( t )  !

Подставляя (21) в (12) и (13) и разделяя переменные, получаем
1— (гВ'У . . . . . .г а ([А°/ + 4тар) + 7 (Ы + 4тор)—  = ---------------- ----------------- — ’

?  =  Р(*/~¥), /
где а — параметр разделения. Отсюда следуют уравнения

1 ( 7. ^ у + ХД =  0 или Я " 4 - 1 я /+Х/? =  0 (22)

и ■

| - W * + 4lca?-|-4ltT? =  0 \ /OQN
j * (^>)
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Решая уравнение (22) при краевых условиях
Я ( г 0) ~  О, Д ( 0 ) <  оо,

находим собственные значения

где vm — йЬрни уравнения
/ 0 (*Н О .

Каждому кт  соответствует собственная функция 

норма которой равна

5°/?. ( > - г) гй г= 4 / ; ы .

<25)

=  0

Каждому кт  соответствует решение (/т ,, срт ) уравнений (23). Будем 
искать f m(t) и сpm(t) в виде .

f m ( t ) ^ amekt> ’ (24)
Подставляя (24) и (23), получаем

( К  +  +  ТР'о̂ 2) ат  +  (4таЛ +  4 i t^ 2) =  О,
— Р*Ят + (Р + А )& т = 0 .

Условие разрешимости этой однородной системы

Хт  +  аи0& 4~ Т̂ о̂ 2 4iraA +  Атс̂ к̂
— Р* р - f  к  .

приводит нас к кубическому - уравнению для ‘определения характеристи
ческих чисел к : f

. .. . . ^ 0A:3.+ (pp-Hati0) P  +  ( a ^ > X m) ^ 4 - ^ m =  0. . (20)

Покажем, что все корни характеристического уравнения (26) имеют 
отрицательную действительную часть. Для этого воспользуемся известной 
теоремой Гурвица, согласно которой необходимым и достаточным условием 
отрицательности действительных частей всех корней многочлена

/ (z) =  anzn 4- an^\zn~̂  a tz +

является положительность всех определений

Д], — аг, А2 — 

Б нашем случае

аг 1
а3

Д8_ » • * •  :

1 . . . 0
а $ а 2 . . .  0

0 0 • • ■ а п

/ (z) =  z3 +  Л2г2 4- Axz +  А



Вычисления дают
Ai =  > О,

\
А2 =  (^ 2  [ ?TXm (t*- — Ро) -г аР|* («Ю 4- Ртр) +  аРох™ ] >  0.

д з  =  ^ т  Л, > 0. 
fP-0 “

Б частном случае чистого магнитного диэлектрика (с? — 0 и, следо
вательно, а =  0) будем иметь

Т|х0̂ 3 +  - f  О
и

■ Л, =  ̂ > 0 ,  Дг =  | ^ ( р -| 1 „ ) ,  Л, =  - ^ р А > 0 .
го Тго [ ' о

Таким образом, при всех значениях параметром я и *f решение 
задачи (12) — (17) носит затухающий характер:

h ( r , t ) —>0, i ( r , t ) —> 0 при t ~ ^оо,

т. е. существует стационарный режим, соответствующий предельному 
иолю Нх.

Пусть к1т , к2т, кът— корни кубического уравнения (26). Общие
решения уравнений (23), очевидно, будут иметь вид

frn (t) =  +  a2me*W +  a3meksmt,

?m ( 0  =  bimeh™* -I b2meh*mt +  bzmek ‘
а общее решение нашей задачи представится в виде бесконечных рядов,
слагаемые которых имеют вид

/ т « Л 0 7  0  и ? М( 0  - Л > ( ^  <•)

При решении уравнения (26) для задапного \т  возможны два 
случая.

А. Один корень вещественный и два корня комплексные:

кг =  — ?i,
~  +  ]Р>

' h =  —q2 — /'p>
причем

Ях > 0 ,  4% >  0, / =  ]/ — 1 .

Соответствующие решения уравнений (23) можно записать в виде

/т (0  =  1171 е 2т (fl^m COS pmt -j- &%т S1H Рт^)у
9 т  ( 0  ^  bime~q'mi -h е~^т1 (Ь'т  cos ^  j .  &'т  sin /?т г),

(28)

где а'2т, а'зт, b'im, &'т  — некоторые коэффициенты.
Б. Все три корня являются вещественными и отрицательными 

числами
к г =  — q l t



так что
1т ( 0  =  ff im e ^  “Г Яз т е ®2т‘ +  agmg- «

? т  ( 0  ^  W " 9l,ft* +  b2me~q̂  +  b3me~Qsml
(29)

Для определения коэффициентов aim и &im следует воспользоваться 
начальными условиями (15), (16) и (17), которые датот:

/т (^) ^т!
<рт (0) = *ст , (30)
/т  (0) = 0,

где ст  — коэффициенты разлож ения
00

Я „ - Д , =  2  С т Л С т 2-/-
m.= 1

равные

с .  0' т  Г о
I и vm \ ,

/ "/гО
или

так как
r0 v?nЛ
 ̂ h  (  £  r ) r d r  =  -!± \ =

Q 4  0 У  Ш  0 m

l J l ^ r ' ) rdr =  ^ J ‘ (.J .
■o

Величина магнитной индукции выражается рядом
00

В =  у.Н1-\-р01г-\-Ш = рН1 -!г 2  {dimekimt +  d2mek̂  +  йш ек*'"1), (32)
m= J

где
m “Ь =  11 2, 3).

Из второго уравнения (2o) находим

=  + ^ =  ^ 2 , 3 ) ,  (33)

так что
Л   s\x + v̂nlJ-o „u v n  -  4 I w-lm>

? "г Л]т
Й  f1:-"- + г̂т о̂ „ /п/.\— """7“I—г--- й2т ; (o'l):3-г Л 2 т
г) _ + '̂зт̂ о „
"Зги -■ ■ v , и а зт-

■? “Г «Я?п

48



Ограничимся вычисленном лишь коэффициента dm или а1т> пользуясь 
н обоих случаях А и В формулами (27).

Подстановка (27) и (30) дает
0>\т ~\~ ^2 та ~~ а г,т г~~ (‘т ’ { о <))

т  "4" Ь$>ш ~г ( ̂ 6)
к±mfl’ini “Ь fczm&zm "4~ ^зт^зт :=

Подставляя (33) в (36), получаем

$ 'г" ^2rn) (Р 4" '̂зm) O'lm 4 ' ?  (р ' Г k lm ) (р! &зт ) 0,2Ш “Ь ? (Р 4" ^1 т )  “1“ ^2т )  а з т  ~

~  (? 4" к1т) (? 4- к2т) (Р -|- А'зт) ст . (38)

Исключая из (35) и (37), (35) и (38) коэффициент а3т, будем иметь
(̂ v3?n îm) ",' (̂ sj?i &2т) ®2т —

3 ('j-+- А от) (̂ >з?п к\гп) ®i?n4~ĵ  4~~ ^хт) (^зт  к^т) @’2т~~ (Р ' !" îm) (̂  4” *̂2т) к^цСт  ■

Отсюда находим
. „  _ Т ’̂гт^Ят „ /0 0\а1Ш—',л(. ]. wy. _/ ч f-m \0,JV

р \«3irt ' * ч т /  \ /l2in
и затем

,/ _ (АА -1- Л'шУ-о) *апАзт . j >.t\\“ ни j i .  I,' ' //, ,1  \ , .2 I \;J -  (.«гт -г  A3mj -р л. jMlJ

Преобразуем полученную формулу, исключив отсюда к2т н кзт, для чего 
воспользуемся соотношениями, существующими между корнями урав
нения:

Л3 + 4 0-=0,
а именно

■ ■ kx-\- к2~г ks =̂ — Aq, (41)
к±кс,к?> =  — Aq, (42)

где
Л А - а = . .  (43)

-  W o  1 7!J-o 0 7.а о v

Определяя из (41) и (42)
к% -р к% — — А2 — к-j,

ь ь _К2К3 ~ ---- ]— >

подставляя эти выражения в (40) и учитывая, что к1Ш -  — qlm <  0, 
по:[учаем

dlm =  — (44)
Р (^?1И1 1~ - 4 0)

Заменяя, наконец, А„ и А0, согласно (43), будем иметь

■ d,m =  r,-----  ---------- . (45)
*\-Н Ч 1т "  (РТ;А 'Г a iJ0) ffjm r ' M i m

Нетрудно убедиться в том, что коэффициенты возрастают с рос
том Хт .
, Пусть /гп — — q n — наименьший по величине корень кубического 
уравнения (26). Тогда, начиная с-некоторого момента, должен наступить

4 В е с т и и и  М о с к о в с к о г о  у н и в е р с и т е т а  №  2 4 9



регулярный режим, при котором среди членов ряда (32) доминирующим 
будет член dlle~Qn tJ 0 ( так что можпо паписать

В — a/f х -j- d11e~quiJ 0

где точками обозначены слагаемые, более быстро убывающие по сравне
нию с первым членом при t —>00.

Полпый поток магнитной индукции через поперечное сечение равен

Ф(/) =  Фо-;-Фге“ <?п',
где

ф0 =  ^ Ф Я 11Ф1 =  - ^ М , г 111

а dn  определяется формулой (45).
Снимая график зависимости

у (t) =  In j Ф (t) — Ф01 = In [ Фх \ — ql l t

на ре!'улярном режиме, .мы определим показатель qn  как угловой коэф
фициент прямой y — y(t)  и величину In | Фх | как отрезок, отсекаемый,
па оси ординат прямой y =  y{t).

.Величина Ф0 находится, очевидно, по измерениям в заключительной 
стадии процесса как предельное значение потока индукции

Зная Фл, мы вычислим

Ф0 —lim Ф(/)-
1-+СС

Покажем теперь, что можно определить коэффициенты % и у., если 
известны величины р, Фх и qu .

В самом деле, из формулы
Ф _ (v,) ,u ,J l j

где
.7 _ (i  ̂ ?пР-о) l̂fil

11 ~  !  1 —  ( +  a .a o) <111 +  I ч  11

и уравнения

“  Т!хо(?11 +  №  +  аа0) Ч 1Х — (>Ч +  a?f*) Я п  +  =  О

получаем два уравнения для определения (3 и <л0

? (Xi ~  W n  +  TP* А )  +  N H u  — Т?и) ^
? [(xi? n  -  TMi2i) Ф “  Р-] +  :̂ о Е(2т<7и  — «<7и) +  д и ] -  О,

где
л _ Ф̂ 1 $1
‘ Х-,с1 • 2^rlJ1 (v,) " 4  к ( Н 0 ~ Н г) ’

Отсюда находим
1) коэффициент вязкости

(46)

(47)

’
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2) коэффициент вязкой магнитной восприимчивости

О - * ) ’
и.— ,а.

(49)

где
D 0 =  +  \ 72[л д1г Ъ щ м Х *  +  (а¥  +  3TXi) Ч\г ~  2аЧ  Я п У  )
/> 1 =  [1 +  (2 7 д ^ - а ^ и )ф ]Х 1?и j

А» =№ +  (Т1*Й1^Хз) ФР'1 '

) - ? L -Л1 -- Т2~ ~
5,783 (vx =  2,4048)

(50)

J
4ясНапомним, что а — —  ,  ̂— —2- .

С о

Зная a, qn  и Ф, т. е. ф, найдем по формулам (48) и (49) величины 
Р и V..

В случае чистого магнитного диэлектрика (а — 0, а =  0) формулы (50) 
принимают вид

П0 =  1г 4- +  Зт^и) ф
А - ( 1  +  2Т̂ ф )Х 1д11 
^2 ^  (!* +  М и )  >‘1

(51)

Для проводящего цилиндра, пренебрегая токами смещения, т. е. 
нолагая формально f  =  0, находим

В 0 ~  1г — 2o>ugu t|) + aVo-n 
7>i A16jf11( l ад11ф)
^2 ~ '̂1 (Р1 1̂ )̂

(52)

Постудила а редакцию 
24.10. 1952 г.

Кафедра
математики
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